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Avant-propos

Ce polycopié, intitulé « TP Méthodes Numériques », est destiné aux étudiants de deuxieme
année Sciences et Technologie (ST). Il a pour objectif principal de compléter les connaissances
théoriques acquises en cours et en travaux dirigés, a travers des applications pratiques permettant

de mieux comprendre et maitriser les principales méthodes numériques.

Les travaux pratiques proposés visent a familiariser les étudiants avec les différentes techniques
de résolution numerique, telles que la résolution des équations non linéaires, la résolution des
systtmes d’équations linéaires, I'interpolation polynomiale, I'approximation des fonctions ainsi
que les méthodes numériques d’intégration et de dérivation, selon le programme enseigné. Une
attention particulicre est accordée a la mise en ceuvre des algorithmes, a Dinterprétation des
résultats obtenus et a I'étude des erreurs liées aux calculs numériques en utilisant le langage de

programmation Matlab.
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Chapitre 01:Généralités sur Matlab

Introduction

MATLAB (MATrix LABoratory) est un environnement de programmation et de calcul
numérique développé par MathWorks. 1l est largement utilisé dans les domaines scientifiques,
techniques et industriels pour [lanalyse de données, la modélisation, la simulation et le

développement d'algorithmes. Grace a ses outils performants, MATLAB permet de réaliser
rapidement des calculs complexes, des visualisations graphiques et des simulations.

# Fenétres principales du Matlab

Command Window

Permet d'exécuter directement les commandes MATLAB.

Workspace

Contient toutes les variables créées durant la session.

Workspace (==

rMarme walue
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Current Folder

Affiche les fichiers du répertoire de travail.

Current Folder ®
Name =
builtins 2
cef locales

cef resources
connector_plugins
cppmicroservices_compendium
ddux
diagram_autolLayout_handlers
dialogs

foundation

conengines

mageformats

ogin

matlab_startup_plugins
mda_plugins

mexopts

mf0

microservices

msmp

multibody_unit_service
mvm_transport
osgPlugins-3.4.0
osintegplugins

physmod_core
physmod_dataservices_apps v

= = = = e e = = = == = =~ == == R 2 3

HEHE

Editeur

Permet de créer et modifier des scripts et fonctions.

B Editor - Untitled2
| Untitled2 L+ |

]
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+ Commandes de base MATLAB

Opérations arithmétiques

Command Window

New to MATLAB? See resources for Getting Started.
>> a=5;
>> b=2;
>> c=ath

>> y=a/b
y =
2.5000

feos |

Vecteurs

Command Window

New to MATLAB? See resources for Getting Started.
>> v=[ 156 8 10]

v =

1 5 6 8 10

>> v=[ 1;5;6:8;10]

v =

o om e e

[

>>v=[ 1568 101"

S T

[

fe>> |
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Matrices

@

Command Window

New to MATLAB? See resources for Getting Started.
>> R=[ 23578
10 8 9 6 3
-2423-3
023 -610
-8 920 3]
A =
2 3 5 7 9
10 8 9 [ 3
-2 4 2 3 -3
0 2 3 -6 10
-8 9 2 0 3
> B=[1353¢%
-283¢60
-4 8 12 13 -4
121-413
-1 460 13]
B =
1 3 5
-2 8 3 ©
-4 8 12 13 -4
1 2 1 -4 13
-1 4 @ 0 13
feos |

Opérations sur les matrices

Command Window

New to MATLAB? See resources for Getting Started.
~
>> 1=R+B
1=
3 6 10 10 18
8 16 12 12 3
-6 12 14 16 -7
1 4 4 -10 23
-9 13 8 0 le
>> g=RA*B
q =
-26 120 140 61 206

-38 180 206 171 171
-1z 36 11 32 -26
-3z €8 96 75 40
-37 16 29 56 -41

2.6618 0.7938 -1.4135 -3.1567 1.5713
-0.8124 —-4.4388 .2427 21.2713 -17.6343
—0.60640 0.2264 .5303 0.8152 —0.4230
-1.8517 -1.3348 .2876 5.5438 —-2.7888
-1.9697 1.9770 -1.5775 -3.6388 4.7478

N oo W
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Fonctions matricielles

Command Window

>> zeros(3,3)

ans =

0 0
0 0
0 0

>> ones(3,3)

ans =
1 1
1 1
1 1

>> eye(3,3)

ans =
1 0
0 1
0 0

>> rand(3,3)
ans =
0.0975

0.2785
fi 0.5469%

>> A(2,4)

ans =

o

>> R(2,1)

ans =

10 8

>> A(:,3)

ans =

MW MWW

0.9575
0.9649
0.1576

[«

0.9706
0.9572
0.4854
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Fonctions mathématiques

>> sqrt (1€)
ans =

4
>> abs(-53)
ans =

5
>> sin(pi/2)
ans =

1
>> cos(pi)
ans =

-1

Tracé de graphiques

x=0:0.1:10;
y=5in (x) ;

plot (X,¥):

title ("courbe de sin x'")
xlabel('x")

ylabel ("sin x'")

courbe de sin x

ol /N / \ |
06| / \ / \
04t / \ / \\\

02/ / \
| \ ] ]

£ 0
-0.2 \ / i
\ f \
04} \ / ‘\-
\ /
06} \ /
\ f’.
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Structures conditionnelles

rs\Laouid\prog.m

S oprogm |+ |

il= X=3 O
7l [= if x»5

3= disp('x est superieur a 5'")

4 - else

5 - disp('x est inferieur ou esgale & 5')

6 — end|

Command Window ®

>> prog

x est inferieur ou egale & 5
fo>>

Boucle for

B Editor - C:\Users\Laouid\prog.m
- | progm | + |

fi|= =
2 —
3 —

Command Window ®
>>» for i=1:5
disp(i)
end
1
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Boucle while

Command Window
>> i=1;
while i<5

disp(i)
i=i+1;
end
1
2
3

4

Nettoyage de I'environnement

Pour nettoyer I’environnement, on utilise les commandes : Clc, Clear et Close all.

Aide MATLAB

En cas de besoin d’aide des commande Matlab, les commandes help plot et doc plot sont
recommandés.
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+Méthode de bissection (Méthode de dichotomie)

Introduction

La méthode de bissection, également appelée méthode de dichotomie, est une méthode
numérique utilisée pour résoudre les équations non linéaires de la forme :

f(x)=0

Cette méthode est basée sur le théoréme des valeurs intermédiaires et permet de déterminer une
approximation de la racine d'une fonction continue.

Principe Théorique
Soit une fonction f(x)continue sur un intervalle [a,b].Si :

f(a)x f(b)<0
alors il existe au moins une racine r dans lintervalle [a,b].La méthode consiste a :

» Calculer le milieu de lintervalle :
c=(a+b)/2

Evaluer f(c)
Choisir le sous-intervalle qui contient la racine :
Si f(a) % f(c)< 0 alors la racine est dans [a,c].

Sinon la racine est dans [c,b].
Répéter le processus jusqu'a atteindre la précision souhaitée.

VVVYYV

Exemple

Résoudre I’équation suivante en utilisant la méthode de bissection :
fx)=x3—x-2

Comme premier pas, on doit vérifier I'intervalle

Pourx=1;ff(1)=-2

Pourx=2; f(2)=4
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Comme :
f)xf(2)=-8<0

La racine est comprise entre 1 et 2.
Itération 1
c=(1+2)2=15
f(1.5)=-0,125

Nouvel intervalle :

[1.5; 2]

Itération 2

c=(1,5+2)2 = 1,75
£(1.75)=1,609375

Nouvel intervalle :
[1,5;1,75]

Itération 3

¢ = (1,5+1,75)/2 = 1,625
f(1.625) =0,666016
Nouvel intervalle :

[1,5; 1,625]

Apreés plusieurs itérations :

x=1,52138
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4+ Code Matlab

B Editor - Di\teaching\licence\2\Numerical methods\2017-2018\m files\biss
| teskimim | simulation_TES_serpentin.m | bissm | bissm | + |
i i ‘ -]
il|= clear all, close all, clc
adl= x=[-5:0.1:5];
3= f=@(x)8-4.5% (x-5in(x))
4 — plot (%, £(x)) ;hrid on
5 — title('function f(x)=8-4.5% (x-sin(x))");:
&= format short
7= a=1;b=5;k=0;eps=1e-5;
8 — disp('iteration a b Solution fic) ")
9 — while (abs (f ((a+b)/2)) »eps)
10
11 - c=(a+b) /2;
12 — k=k+1;
13 — fprintf('x5i  %11.8f %11.8f %11.8f %11.8f\n', k, a, b, abs(f(c)));
14 — if(f(a)*f(c)<«0)
15 - b=c;
16 — else
17 — a=c;
18 - end
19 - end
v
function f(x)=8-4.5%(x-sin(x))
40 T T T T T T T T
-
™~
- AN -
30 S
™,
N\,
N,
M
™,
\\
20 f N |
\\
\\\
\‘\
10 | ~_ .
.,__H\\
R
0k \ N
™,
10 + N
\\\
S
_20 1 1 1 1 1 1 1 1
5 4 3 -2 0 1 2 4 5
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#Méthode de Newton-Raphson

Introduction

La méthode de Newton-Raphson est une méthode numérique utilisée pour déterminer une
solution approchée d'une équation non linéaire de la forme :

f(x)=0

Elle est basée sur le développement de la tangente a la courbe de la fonction et permet
généralement d'obtenir une convergence beaucoup plus rapide que la méthode de bissection.

Principe Theorique
Soit une fonction f(x)dérivable et une approximation initiale xo proche de la racine recherchée.

L'équation de la tangente a la courbe au pomnt x, est utilisée pour obtenir une meilleure
approximationx,, , , .

La formule de récurrence de Newton-Raphson est :

_ . JGn)
xn+1 - xn-f, (x )
n
ou:
> f(x,)estla valeur de la fonction.
> f'(x,)est la dérivée de la fonction.
> x, est lapproximation courante.
> Xx,.,6st lapproximation suivante.

Le processus est répété jusqu'a ce que l'erreur devienne suffisamment faible.

Conditions de Convergence
Pour assurer une bonne convergence
> La fonction doit étre dérivable.

> La dérivée ne doit pas étre nulle au voisinage de la racine.
> Le point initial doit étre suffisamment proche de la solution recherchée.
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Interprétation Géométrique
La méthode de Newton-Raphson consiste a :
» Tracer la tangente & la courbe y = f(x) au point x,,.
» Déterminer lintersection de cette tangente avec l'axe des abscisses.

> Cette intersection fournit une nouvelle approximation x,,,,de la racine.
Ainsi, la méthode progresse rapidement vers la solution.
Exemple
Déterminons une racine de I’équation ci-dessous en utilisant la méthode de Newoton-Raphson :
fx)=23 —x -2

La dérivée est :

f(x)=3x*-1

Choisissons :
xo =1.5

Itération 1
Calcul de la fonction :

£(1.5)=-0.125
Calcul de la derivée :

f'(1.5)=5,75

Application de la formule :
x,=1,5-(-0,125 /5,75)

x,=1,521739
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Itération 2
£(1.521739)= = 0,002137
f'(1.521739)= =5,947
x,=1,521739 — (0,002137 / 5,947)

x,=1,521380

Itération 3
f(1.521380)==
La solution est donc :

x ~1,521380

+ Code Matlab

EZ Editor - DAteaching\licence\2\Numerical methods\2017-2018\m files\newton.m
+2 | biss.m | biss.m | FixedPointNM.m | fixp.m | newton.m | Newt.m | New Text Document.txt |+ |
i|= Iclear all, clc,close all
2 = R=10;Vv=1000;
3= syms f(h)

4 — f=@ (h) pi*(h"2)*R-((pi/3)*h~3)-V;

5] fplot (@ (h) pi*h~2* ((3*R-h)/3)-v, [0 10])
6 — grid on

7= df (h)=diff(f,h);

8 — format long

B)|= h0=10;

10 — k=0;

il |= eps=1e-5;

i3 (= disp('iteration Solution h abs (£(hl) ")

3|= while (abs (f (h0))>eps)

14 — hl=double (h0- (f (h0) /df (h0)));

15 — k=k+1;

16 — fprintf ('%31 £11.8f £11.8f\n", k, hl,abs(f(hl)))-

17 = h0=h1;

18 — end

19 — hl, k

20
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1000 | /-
800 | S
600 | . ]
400 | / -

e
200 | . -

-200 | A .
-400 + ,/ §
-600 F |

800 | 1

-1000 ——-'T"------- 1 1 1 1 1 1 1 I

4= Méthode du Point Fixe

Introduction
La méthode du point fixe est une méthode numérique utilisée pour résoudre les équations non
linéaires. Elle consiste a transformer une équation de la forme f(x) =0 en une équation
équivalente :
x =g(x)
La solution recherchée est appelée point fixe de la fonction g(x), car elle Vérifie :
g(x)=x
Principe Théorique

Considérons l'équation : f(x) = 0.0n la transforme sous la forme x = g(x)A partir d'une
approximation initiale Xo, on construit la suite :
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xn+1 = g(xn)

Si cette suite converge, alors sa limite o Vérifie :

a=g(a)
a est la solution de I'équation.
Conditions de Convergence
La méthode converge vers la solution o si :
|g'(a))| <1
Plus généralement, si:
lg(x) <1

Dans un voisinage de la racine, alors la convergence est assurée. Cette condition signifie que la
pente de la fonction g(x)doit étre suffisamment faible autour du point fixe.

Exemple
En utilisant la méthode du point fixe, résoudre I’équation suivante :
x—x—-2=0

On pedt écrire :

x=Vx+2
Ainsi :
9 (0)=(x+2)N(1/3)
Choisissons :

x,=15
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Itération 1
x,= (1,5 + 2)™ (1/3)
x; =1,518294
Itération 2
x, = (1,518294 + 2)(1/3)
x, = 1,520935
Itération 3
x; =(1,520935 + 2)(1/3)
x; =1,521316
Itération 4
x, =(1,521316 + 2)(1/3)
x, =1,521371
Itération 5

x5 = (1,521371 + 2)™\(1/3)
x5 =1,521379
La solution est donc :

x = 1,52138
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4+ Code Matlab

B4 Editor - D:\teaching\licence\2\Numerical methods\2017-2018\m files\FixedPointNM.m
| teskimim | simulation_TES serpentinm * | bissm | bissm | FixedPointNM.m \ fixom % | + |
il|= clear all:clc TD
2= x=[0:0.2:10];
3= f=Q@(x) =.~2-5;
4 — g=@ () (x+53) ./ (x+1);
Gl= ylin=x;
6 — plot(x,ylin, 'b-', 'Linewidth',2)
T|= hold on
Gl= plot(x,g(x), 't-', 'LineWidth',2)
9 - grid on
19|= format long
il |= x0 = 3.0; %initial guess
13 |= eps = 1.0e-5;
1g|= xl=g(x0)
14 |= k =0;
15 — disp('iteration solution flxzm")
16 — while (abs(xl-x0)>eps)
17 - x0 = x1;
18 — xl=g (x0);
18)|= k=%k + 1;
20
L= fprintf('%5i £15.8f ¥15.8f\n", k, x1, £(xl)):
22
23 — end
24
25 — x1
26 = k
b4
10 T T T T T T T T T
9 L .
8 - -
"a' - -
6 - -
5 -
4 L .
3 - -
2 - -
1 - -
0 I 1 | 1 1 1 1 1 1
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%+ Méthode des rectangles

L'intégration numérique (parfois appelée quadrature numérique) est un ensemble de techniques
mathématiques et algorithmiques utilisées pour calculer une valeur approximative de lintégrale
définie d'une fonction :

b
I= ff(x)dx

En termes simples, cela revient a calculer l'aire géométrique située entre la courbe d'une
fonctionf(x), laxe des abscisses, et les droites verticales x =a etx=b

.VA} y= f('.c')

s e —— s s

a=xg X X Xasg xE=b

Figure 01 : Interprétation géométrique de la méthode des rectangles

Meéthode des rectangles

L’idée principale est de remplacer la surface sous la courbe par une somme de rectangles. On
divise I'intervalle [a, b] en nsous-intervalles égaux :

h=

n

Pour calculer la valeur de I'intégrale en utilise la rel ation suivante :

b n—1
[re=rY s m
a i=0
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Exemple

Calculez T'intégrale suivant par la méthode des rectangles en prenant n=4 :

1
I=]x2dx
0

Solution

Les points seront respectivement :

Leurs valeurs sont
f(0)=0
£(0.25) = 0.0625
£(0.5)=0.25
£(0.75) = 0.5625
Donc :
I1=0.25(0+0.0625+0.25+ 0.5625)

I1=0.21875
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4+ Code Matlab

ﬂ Editor - D:\teaching\licence\2\Numerical methods\2018-2019\rectangle_method.m

+'7 | Newt.m | New Text Document.bxt | symvar.m \ trapez.m | simps.m \ rectangle.m \ rectangle_method.m | + \|

il|= |clear, clc O
2 5 f=@(x) (x.~2):

3 - I=B(x) 1./(=+2);

4 - a=-1;

5= bh=1:;:

€ % step size

7= n = 120;

8 — h = (b-a)/n ; % the counter

] %Rectangle Method:

10| = ¥ = ath:b;

11 - F = f(x):

1l = Rec=(sum(F(l:n)))*h

13

14

Command Window ®
MNew to MATLAB? See resources for Getting Started. x

Rec =

1.104188419720372

\2\Numerical methods\2018-2019\rectangle.m

+5 |‘ fixp.m | newtonm | Newtm | New Text Dacumentid 1 symvar.m 1 trapez.m 1 simps.m \ rectangle.m ‘|‘ + |
il [= clear, clc O
2 5 f=0(x) (x."2);

si[= f=@(x) 1./ (x+2);:

4 = a = -1;

5= b=1;

[ % step size

7= n = 8;

8 — h = (b-a)/n ; % the counter

9 tRectangle Method:

10 - 5=0;

il = for i =0:n-1

z|= ¥xn= a + (i*h);

13|= 5 =5 + £(xn);

14 — end

15 — Rectangle = h * s

Command Window

x|@

New to MATLAB? See resources for Getting Started.

Rectangle =

1.186544011544012
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+ Méthode des Trapézes

La méthode des trapezes est une méthode d’intégration numérique utilisée pour approximer une
intégrale definie :

b
I= f f(x)dx
a
L’aire a calculer est toujours divisé en n intervalles égaux de base h.

y P
t y = f(x)

> X

¥ Q0 REFRRS I S

a=Xg 1 X2 Xp-1 Xn=b

Figure 02 : Interprétation géométrique de la methode des trapezes

Pour calculer la valeur d’mtégrale, on doit appliquer la relation suivante :

ff(x)—gz f(a+ih) + f(a+ih+ h)

Exemple

Calculer la valeur de I'intégrale suivant par la méthode des trapézes avec h=0.1

1
= dx
f1+x2

0

Solution

h=0.1 donc le nombre des répartitions sera :



Chapitre 03:L’'intégration numérique

b—-a 1-0
n= h = 0—1 =10

x f(x)
0 0
0.1 0.0990
0.2 0.1923
0.3 0.2752
04 0.3448
0.5 0.4
0.6 0.4412
0.7 0.4698
0.8 0.4878
0.9 0.4972
1 0.5

I =

0.1
- [(0+0.5)+2%(0.0990+0.1923 + ---.....+0.4878 + 0.4972)]

I =0.3460

+ Code Matlab

B Editor - Di\teaching\licence\2\Numerical methods\2017-2018\m files\trapezm

+3 | bissm | FixedPointNM.m | fixp.m | newton.m | Newtm | New Text Document.txt | symvar.m | trapezm | + |

i|= clear, clc O
2 g f=@(x) (x.72);

3= f=€(x) 1./(x+2);

4 — a = -1;

Sl= b=1:

[3 % step size

7= n=8&;

8 % step size

g9 — h = (b-a)/n ; % the counter

10 — x = a:h:b;

il [= F = f(z);

12 — I =(h/2)*(F(1)+F(n+1))+ h*sum(F(2:n))

13 % TrapEg5=(b-a)*I/|(2%n)

Command Window ®

New to MATLAB? See resources for Getting Started.

I =

1.103210678210678
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4+ Méthode des Simpson

La méthode de Simpson est une methode d'intégration numeérique utilisée pour calculer une
approximation d'une intégrale définie :

b
I= jf(x)dx

Contrairement aux meéthodes des rectangles et des trapézes qui utilisent respectivement des
rectangles et des segments de droite, la méthode de Simpson utilise des paraboles pour
approximer la courbe. Cette méthode est généralement beaucoup plus précise.

YA

|
|
|
|
|
|
|
I
|
|
|
|
|
|
|
]
I

— - ————

a=xqg X X

Figure 03 : Interprétation géométrique de la méthode des Simpson

Pour calculer la valeur d’intégrale, on doit appliquer la relation suivante :

‘ n-1 n-1
ff(x):g f(a)+f(b)+22f(xk)+42(xk%+xk)
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Exemple

Calculer la valeur de I'intégrale suivant par la méthode des trapézes avec h=0.1

1
1—] * 4
1™
0

Solution

h=0.1 donc le nombre des répartitions sera :

b—a 1-0
n-= h = W =10

x f(x)
0 0
0.1 0.0990
0.2 0.1923
0.3 0.2752
0.4 0.3448
0.5 0.4
0.6 0.4412
0.7 0.4698
0.8 0.4878
0.9 0.4972
1 0.5

1_0.1
T 6

[(0+0.5) +4 * (0.0990 +0.2752 + 0.4+ 0.4698 + 0.4972 + 2 * (0.1923 + 0.3448 + 0.4412 + 0.4878)]

I =0.3466
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4+ Code Matlab

Editor - ching\licence

cal methods\2017-2018\m files'

+4 | FixedPointNM.m | fixp.m | newton.m | Newtm | New Text Documenttet ¢ | symvarm | trapezm 'I’ simps.m
L= |clear.'clc

2 2 f= @(x) x.°2;

3= f= @(x) sin(x);

4 — a=0;b=pi/2;

5 - h=pi/4;

6 — n=(b-a)/h

7l= xi = ath:b;

8 - fa = f£(xi(1))

&= fb = f(xi(end))

10 % the paires terms.. i.e. f£(x2), f(x4),

11 — fimp = f(xi(3:2:end-2));
iz £ similarly the impaires terms.. i.e. f(xl), £(x3),
13 — fpa = f(xi(2:2:end));
14 % finale
15 — I=h/ 3% (fa+ 2 * sum(fimp) + 4 * sum(fpa) + £fb)
16 ©

Command Window

(«

Mew to MATLAB? See resources for Getting Started.

X

fb

1.0022798774652210
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+ Méthode d’Euler

Introduction

On appelle “équation différentielle ordinaire (EDO) une relation entre une variable réelle indépendante x,

une fonction inconnue x — f (x) et ses d'dérivees (y, y’, y,...... ). L’ordre d’une EDO est défini
comme étant l'ordre de la d'dérivée la plus élevée figurant dans I’’équation. Ainsi, une équation
différentielle d’ordre n se présente sous la forme f (x,y’, y""5..coenon... y™)=0.
y A
y(xn+2)
numerical
X ;
Y " solution
y
y(xn+1) 2
yn+1
Yn h-f(X,,Yn)
>
Xn Xn+1 Xn+2 X

Figure 01 : Interprétation géométrique de la méthode d’Euler

Meéthode d’Euler

La méthode d'Euler est une méthode numérique simple qui permet d'obtenir une approximation
de la solution d'une équation différentielle du premier ordre. On prend le cas d’une équation
differentielle du premier ordre de la forme :

{ y=Ff(xy)
y(x5) =¥,
ou:

» f(x,y) est une fonction connue ;
> x, estlavaleur initiale de la variable indépendante ;
>y, estla condition initiale.
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Principe de la méthode d'Euler

L'idée consiste a remplacer la courbe de la solution par une succession de petits segments de
droite. A chaque étape, on utilise la pente donnée par Il'équation differentielle pour calculer la
valeur suivante.

Si h désigne le pas de calcul, alors :

+h

xn+1 = xn

Et la formule d'Euler est :
Yui1 = Yn T h* f(Xy,¥)
Ou:
» x, abscisse du point courant ;
> y, approximation de la solution au point x,, ;

» h pasdintégration ;
> f(x,¥,) pente de la courbe au point(x,, v,).

Exemple
Résoudre approximativement par la méthode d’Euler I'équation differenticlle suivante :
y=x+y; y0)=1; h=0.1
Solution
La premiére étape (conditions initiales) :
Xy =0; y,-1
La pente vaut :
f(x,y,)=0+1=1
Donc :

Y1=Yo t h=f(x4,¥0)

y;=1+0.1%1

y,=1.1
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(x,,,)=10.1,1
La deuxieme étape :
f(x;,y,)=01+11=1.2
Y2=¥1+h*f(x1,y,)
y,=1.1+0.1%1.2
y, =1.22
La troisieme étape :
f(xy,y,)=0.2+1.22=1.42
3=y, +h*f(x;,5;)
y;=1.22+0.1%1.42
y; = 1.364

On peut classer les résultats dans un tableau :

n Xn Yn

0 0 1.000
1 0.1 1.100
2 0.2 1.220
3 0.3 1.364
4 0.4 1.5282
S 0.5 1.7210
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Méthode de Heun (Euler améliorée)

C’est I'extension de la méthode classique d’Euler (version améliorée)

Yo = La valeur initiale

h
yn+1 = yn +E (f(xn'yn) + f(xn+1'yn + h* f(xn'yn))
Exemple :
Résoudre par la méthode de Heun I'équation différentielle suivante :

{ y' =—2xy
y(0) =1

Prenez : h = 0.1

Solution :

Xy =xy+h=0.1
h
yn+1 = yn"’i(f(xn'yn) +f(xn+1'yn+ h* f(xn'yn))
0.1
y, =1 +T(f(o,1) +£(0.1,1+ 0.1+ £(0,1)))

0.1
yl=1+T(—2*O*1)+(—2*0.1*1))=0.990

x, Solution exacte Euler Euler améliorée
y = exp(—x*)
0 1 1 1
0.1 0.9900 1 0.9900
0.2 0.9608 0.98 0.9607
0.3 0.9139 0.9408 0.9138
0.4 0.8521 0.8843 0.8520
0.5 0.7788 0.8135 0.7788
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4+ Code Matlab

BZ Editor - Diteaching\licence\2\Numerical methods\2017-2018\m files\euler.m (n) %
+'? \ Newt.m ‘| New Text Document.txt \ symvar.m ‘| trapez.m ~| simps.m ~| rectangle.m \ rectangle_method.m |‘ eulerm ~|‘ +
1-— |clear,clc,close all T-D
al= f= @ (x,y) -y+20
3 - a=0,b=2.5;

4 - h=0.5;

5 T x(1l)=a;

6 T y(l) = 3.0;
7= ®x(1l)=a;

3i|= yi(l) = 30;

9 — N = (b - a)/h;

10 — ¥ = ath:b;

11 & f= 0@ (x,v) -1.2%y+7*exp(-0.3%x);

1z

13 — for i = 1:N

14 — x(i+l) = x(i) + h

15 — | y(i+1) =y(i) + E(x(i),y(i))*h

16 — end

17 — xp=0:0.05:2.5;

18 = yp=20+10*exp (-®p)

19 — plot(x,v, "*c', xp, vp, 'V") o

3[}*’ T T T T

29 - .

28 | .

27 t -

26 7

20 #* ]

24 | 1

23 1

22 1

21 | -
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+ Méthode de Runge-kutta

La méthode de Runge-Kutta c’est I’amélioration de la méthode d’Euler a des ordres supérieurs a un
(ordre élevé). Cette méthode donne plus de précision (elles génerent des solutions numériques plus
proches des solutions analytiques) que la méthode d’Euler.

La relation de la méthode de Runge-kutta d’ordre 2 :

ke,

h
Yn+1 :yn+h*f<xn+5'yn+?)

ki =h*f(xy yn)

Il existe aussi la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 :

1
Ynt1 =Yn T g(k1 + 2k, + 2k3 + ky)

Avec :
ki=hxf(x,y,)
k,=h ( +h +k1)
= * — i
2 f xn Z’yn 2
k.=h ( +h +k2)
= 3 — —
3 f xn zlyn 2
ky=hxf(x,+hy,+k;)
Exemple

En utilisant la méthode de Runge-kutta d’ordre 4, résoudre I’équation differentielle suivante :
y =2xy; y@0)=1; h=0.1
Solution
D’abord, on calcule les coeflicients:
ki=hx*f(x0,y,) =0.1%f(0,1)=0.1%x(2%0x1) =0
k, = h*f(x0+’2—l,yo+%) =0.1+£(0.05,1) = 0.1+ (2+0.05+1) = 0.01

h k,
ky; = h*f(x0+§,yo +7) =0.1+*f£(0.05,1.005) = 0.1 % (2 * 0.05 «1.005) = 0.01005
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k,=hx*f(xg+hy,+k;)=0.1+f00.1,1.01005) =0.1* (2 0.1+ 1.01005) = 0.020201

1
Yi=Yo Tt g(k1 + 2k, + 2k; + k,)

1
Y1=Yot+ E(O +0.02+0.02010+0.020201 =1.01005

On continue de la méme fagon, on obtient :

Itération X, Yo
0 0 1
1 0.1 1.01005
2 0.2 1.04081
3 0.3 1.09417
4 0.4 1.17351
S 0.5 1.28403

+ Code Matlab

! Editor - D:\teaching\licence\2\Mumerical methods\2017-2018\m files\Range_Kutta2.m

+9 | symvarm | trapezm | simps.m | rectangle.m | rectangle_method.m | eulerm | Range_Kutta2m |+ |
i|= |clear,clc,close all A O
2= f= @ (x,v) -y+20

3 g f= 0@ (x,v) -1.2*y+7*%exp(-0.3%x);

4 - a=0,b=2.5

5 - h=0.5;

6 — ®(1l)=a;

7-  y(1l) = 30;

Bl = ®x = a:h:b;

9 %5 ®x(l)=a;

10 % y(l)y = 3.0;

il [= N = (b - a)/h;

12 — for i = 1:8

13 - kl = f(x(i),y(i))

14 — k2 =f((x(i)+h),v(1)+kl*h)

15 - y(i+tl) = y(i) + 1/2* (k1+k2)*h

16 — end

17 — xp=0:0.05:2.5;

1% |= yp=20+10%exp (-xp) ;

19 % yp=10/9%exp(-0.3*xp) -43/9%%exp(-1.2%=xp);

20 - plot (%, v, " *r',%¥p, ¥yp, 'V") v
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Introduction

L’interpolation polynomiale permet d'interpoler une série de points par un polynbme qui passe
exactement par ces points appelés aussi nceuds. On se donne n+ 1 points (x4,y,). (x,,, ¥, )avec
les x;croissants et distincts deux a deux). On se propose de construire un polynéme de degré

minimal qui aux abscisses x; prend les valeursy;, ce que la méthode suivante permet de réaliser.

y = f(x)
A
.'["'54’5)

Figure 01 : Polyndme interpolé

#+ Méthode de Lagrange

La méthode d'interpolation de Lagrange est une technique numérique permettant de déterminer
un polynbme qui passe exactement par un ensemble de points donnés. Le polynbme

d'interpolation de Lagrange s’écrit:
n
Pu(®) = ) yili(x)
i=0

Ou L; est le polyndme de base de Lagrange défini par :

n

X — Xj
‘ ‘ J
L; = _
X — Xj

j=0
J#i


https://fr.wikipedia.org/wiki/Interpolation_num%C3%A9rique
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Exemple

Déterminer le polyndme de Lagrange qui passe par les points suivants :

(1,2),(2,3),(4,1)
Solution

Comme premier pas, on doit calculer les polynome de base L;:

Pour x, = 1
L. = (x_xl)(x_xz) _ (x—Z)(x—4-)
° T - x) (o —x)  (A-2)(1-4)
_ (x-2)(x—-4)
o 3
Pour x; = 2
L= (x—1)(x—4)
1T 2-D2-4
—1(x—4
L, = (x _)z(x )
Pour x, = 4
L. — x—1)x-2)
27 4-1D@-2)
L, = (x—1D(x-2)
6

Maintenant, on passe au deuxieme étape ou on construit le polyndéme :

P(X) = ZL()(X) + 3L1(x) + Lz(x)
On obtient aprés développement :

2 7 1
Px)=——-x*+-x+=
() =—Zax+zx43
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4+ Code Matlab

o

===ﬁag:ange Interpolation ===

x=[1, 2, 4, 5]1; v = [3, 1, 7, 5]; % Data points
¥ = linspace(1l, 5, 100); % Query points
Y =X * 0; % Initialize output
% The ¢-line Lagrange logic
for i = 1:1length(x)
p=1; k=x; k(i) = []1: % k is all x points except x(i)

for 9 =k, p=p .* (X - 7J) ./ (2(i) - 7):; end

end

[

% Plot to werify
plot (X, Y, 'b-', %X, ¥y, 'ro', 'LineWidth', 1.5);
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+ Méthode de Newton (Méthode des différences divisées)

La méthode d’mterpolation de Newton permet de déterminer un polyndme passant par un
ensemble de points déterminés. Elle est particulierement pratique lorsque de nouveaux points
sont ajoutés, car il n'est pas nécessaire de recalculer tout le polyndme comme avec la méthode de
Lagrange.

La formule du polynbme de newton est comme suit :

P,(x)=ay+a,(x—xp) +a,(x—x5)(x—2x,) + e e ... a,(x—xy)(x—x)...(x—x,_;)

Exemple

Construit le polynome de newton du deuxieéme degré qui relie les points suivants :

X; 1 2 4
f(x;) 1 8 64
Solution
(x, = 1 f(xo) =1 1
8-1
x, =2 f(xl) =8 m =
(e) 64— 8 )8 28 —7 .
=4 =64 — = —_— =
|2 flx. 4-2 4-1 :
Un tableau récapitulatif
Xy f(x;) lere diff.div 2eme diff.div
1 1 7 7
2 8 28
4 64
Donc :
a,=1
a, =7
a, =7

P,(x)=ay,+a,(x—xy) + a,(x —xy)(x —x;)
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P,(x)=1+7(x-1)+7(x—1)(x—2)
P,(x)=7x*—14x+8

+ Code Matlab

clear all ,clc
x=[0131;
y=[018];
n = length(x);

a(l)= y(1)
for i=l:n-1
divDIF (i, 1)=(y(i+1)-y (1)) /(2 (i+1)-x=(i)
end
for j =2:n-1
for i =1:n-3
AivDIF(i,§)=(QivDIF(i+1,§-1) -divDIF(i,j-1))/ (x(j+i)-x(i))

end

end

for j =2:n

a({j) =divDIF(1,3-1)

end
¥int= 2;

Yint =a(l);

xn = 1;

for k = 2:n

xn = xn.* (Xint-x(k-1));
Yint = ¥int+a(k)*xn
end

plot(x,y,'o',Xint, ¥int)

Newton Polynomial Interpolation

Interpolated Curve
@ Criginal Data Points

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
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