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Notations

Dans tout ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes :

R =RU{—o00, 400}

— si X et Y sont deux espaces normés, on écrit X < Y pour signifier que X
est inclus dans Y et que I'injection canonique de X dans Y est continue

> pour signifier que X est inclu dans Y et que I'injection canonique de X
dans Y est compacte

X’ dual topologique

(., crochet de dualité entre X et son dual

Supp(u) support de la fonction u

+

u fonction définie par ut = max{u,0}

u” fonction définie par u~ = —min{u, 0}
fn— f  dénote que la suite {f,} converge vers f en norme

fo— [  dénote que la suite {f,} converge faiblement vers f

LP(T) ={u: I — Rmesurable sur I et [;|u(z)[Pdx < +o0} avec
1/p

July = | Jrlu(@)Pda] ™ = JulL.

L>(1) ={u:I — R mesurable, IM >0/ |u(z)| < M p.p. x € I},

sa norme est notée par | - |p.

D(I) espace des fonctions indéfiniment dérivables sur 7,
a support compact dans [

WLP(I)  espace de Sobolev des fonctions de LP(I) dont les dérivées
sont également dans LP([)

L7 (I)  espace des fonctions localement LP-intégrable sur [

1 <p<oo.



Notations

c(I) espace des fonctions continues sur /
AC(I) espace des fonctions absolument continues sur /
(1) espace des fonctions indéfiniment différentiables et a supports compacts sur I
u® derivée d’ordre i de u
pP-p- presque partout
ie. c’est-a-dire



Introduction générale

Les méthodes variationnelles ont une longue histoire, qui est probablement originaire du pro-
bleme brachistochrone posé en 1696 et résolu par Newton, Leibniz, Jakob et Johann Bernoulli,
ainsi que par L’Hopital et qui consiste a déterminer la trajectoire la plus rapide permettant
a une masse ponctuelle uniquement soumise a la gravité d’aller d’'un point A a un point B,
bien que le probleme des surfaces de révolution dans un milieu résistant étudié par Newton
remonte encore plus loin. Des contributions importantes ont également été donnée par Euler,
qui a publié la premiere monographie sur le calcul des variations en 1744, et par Lagrange qui a
introduit des formalismes et des techniques qui sont toujours en usage aujourd’hui. Le principe
de moindre action de Maupertuis est aussi un des premiers cadres variationnels posé.
L’exemple classique pour les problemes variationnels est le principe de Dirichlet, a savoir le fait
que la solution d’une équation a dérivées partielles de type elliptique couplée avec une condition
aux limites peut étre obtenu comme un minimiseur d’une fonctionnelle appropriée. Dans un
des cas les plus classiques, un ensemble ouvert €2 est donnée, avec une fonction réelle f définie
sur la frontiere de €. Le probléme consiste & trouver une fonction u :  — R qui satisfait le
probleme aux limites

(1)

Au =0, dans ;
u=f, sur 0.

Sous des hypotheses convenables, la solution (unique) de (1) est caractérisée comme étant le

minimum absolu de la fonctionnelle

I(u) = /Q Vul?dz
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parmi tous les u qui prenne la valeur f sur 02 et appartenant a un espace de fonctions conve-
nable.

Riemann a introduit ce point de vue en 1851, et a donné le nom de principe de Dirichlet pour
le processus de résolution de (1) en minimisant .J. Bien que le principe de Dirichlet est élégant
et peut étre appliqué a une grande classe de problemes autres que (1), la preuve fournie par
Riemann ne peut pas étre considérée comme correcte, comme cela a été diment signalé par
Weierstrass. Le probleme réside dans le fait que lorsque on travaille dans des espaces fonc-
tionnels, et donc dans des espaces vectoriels de dimensions infinies, les propriétés de compacité
usuelles de la dimension finie ne sont plus vraies, et les étapes de la démonstration de 'existence
des extremas, en grande partie fondées sur des arguments de compacité, ne fonctionnent plus.
Ces faits n’avaient pas encore été pleinement reconnu au temps de Riemann.

Le dénouement théorique de ces types de difficultés a besoin du développement extraordinaire
de I'analyse fonctionnelle, théorie de la mesure et de l'intégration qui a explosé au cours du
XXe siecle, avec I'étude précise des propriétés topologiques et métriques des espaces vectoriels
de dimensions infinies, la théorie de I'intégration de Lebesgue, et beaucoup d’autres techniques.
L’idée fondamentale derriere le principe de Dirichlet est 'interprétation d’un probleme diffé-

rentiel, écrit abstraitement comme F'(u) = 0, comme

ou J est une fonction appropriée définie sur un ensemble de fonctions, et J’ est le différentiel de
J dans un sens qu’on va préciser. En d’autres termes, les zéros de F' sont considérés comme des
points critiques (pas nécessairement minimas) de J. L’équation J'(u) = 0 est I’équation d’Euler,
ou I'équation d’Euler-Lagrange associé a J. Dans plusieurs cas, il s’avere que c’est beaucoup plus
facile de trouver un point critique de J que de travailler directement sur I’équation F'(u) = 0.
Par ailleurs, dans d’innombrables applications, la fonctionnelle J a une signification physique
qui est fondamentale. Souvent, J est une énergie, écrite comme l'intégrale d’'un Lagrangien,
et donc trouver un point de minimum signifie non seulement de résoudre I'équation différen-
tielle, mais trouver la solution d’énergie minimale qui est souvent trés importante dans les
problemes concrets. L’interprétation de J comme une énergie est si fréquente que les fonction-
nelles associées a des problemes différentiels sont appelés fonctionnelles d’énergie, méme lorsque
le probleme n’a pas d’applications directes en physique.

Bien siir, tous les problémes différentiels peuvent étre écrits sous la forme J'(u) = 0. Lorsque
cela est possible, on dit que le probleme est variationnel, ou a une structure variationnelle, et

ceux-ci sont les seuls types de probléemes que nous aborderons ici. Au cours du vingtieme siecle,
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apres avoir donné les fondements de I'analyse fonctionnelle, ’extension du calcul différentiel aux
espaces normeés, les méthodes variationnelles n’ont jamais cessé d’étre développées. D une part,
des techniques de minimisation ont évolué a un niveau tres élevé, et ont été appliquées a un
nombre énorme de problemes dans beaucoup de domaines de la science pure et appliquée. Les
méthodes qui sont concernées par la minimisation de fonctionnelles sont appellées des méthodes
directes du Calcul des Variations. D’autre part, les procédures visant a la recherche de points
critiques des fonctionnelles et qui ne sont pas des points de minimum ont donné lieu a une
branche de I'analyse non linéaire connue sous le nom de la théorie des points critiques. Parmi
les précurseurs de cette théorie sont Ljusternik et Schnirelman, avec leur célebre travail en 1929
sur l'existence des géodésiques fermées, et Morse, qui a donné les fondations de ’analyse non

linéaire.

Ce travail consiste a étudier probleme aux limites posés sur les intervalles bornés par des
méthodes variationnelles ainsi que la théorie des points critiques.
Notre travail s’appuie essentiellement sur les articles de J.J. Nieto, D. O'Regan [1] .
Le travail se propose de reprendre systématiquement toutes les démonstrations en les détaillant
dans 'espoir de les rendre plus claires pour un public plus large. Cela nous ameéne a rappeler
ou a detailler certaines notions fondamentales utilisées (telles la semi-continuité inférieure et
supérieure, les espaces de Sobolev, la théorie des injections, condition de Palais-Smale, théorie
des points critiques, minimisation, ...... ).
Dans le deuxieéme chapitre, il a été montré dans [1] la structure variationnelle sous-jacente a une
équation différentielle impulsive. Ils ont pris comme modele un probleme de Dirichlet avec des
impulsions et ils ont montré que les solutions du probleme impulsif minimisent la fonctionnelle
(énergie).
Aussi, les points critiques de cette fonctionnelle sont en effet des solutions du probléme impulsif.
Cette approche est originale et peut constituer une nouvelle maniére de traiter les problemes
non linéaires discontinus tels que les problemes impulsifs.

Plus précisément, dans [1], les auteurs ont étudié le probléeme de Dirichlet non linéaire suivant :

—u"(t) + Au(t) = f(t,u(t)), pp. te0,T];

(NP) { u(0) =u(T) =0,

avec les conditions impulsives

Au'(tj) = I](U(t])), ] = ]_,27 ceey P
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Iei f:[0,T] xR—Ret [;:R— R, j=12,..,p sont continues. Ce probleme impulsif
est désigné par (N P) et ils ont supposé que A > —\; = ;E—z Le premier résultat obtenu affirme
que :

si f est bornée et que les fonctions impulsives I; sont bornées, alors, le probleme (N P) possede
au moins une solution.

Pour la démonstration, ils ont utilisé un théoreme qui assure l’existence d’un minimum sous
une condition de coercivité.

Le second résultat dit que si f est sous-linéaire et que les fonctions impulsives I; croissent aussi
d’une maniére sous-linéaires, alors, le probléeme (N P) possede au moins une solution. Pour la
démonstration, nous avons aussi utilisé la condition de coercivité d’une certaine fonctionnelle.

Comme cas particulier, nous avons aussi traité le probleme impulsif suivant pour A > —A; :

—u"(t) + Au(t) = v?(t) + o(t), t€(0,7T),
AU (t)) = Li(u(t)), j=1, ... .5 (2)
uw(0) =u(T) =0

et ils ont démontré que si les fonctions impulsives I; sont telles que I;(s) = 0 pour s < 0
et satisfaisant |[;(u)| < a; + b;|ul", pour tout u € R,j = 1,2,....,p avec v; € [0,1) et si
o(t) <0,te (0,T), alors le probleme (2) admet une solution.

Pour la démonstration, nous avons utilisé le célebre théoreme du col démontré par Ambrosetti-
Rabinowitz en 1973 dans [4] ou nous avons vérifié la condition de Palais-Smale ainsi que les

conditions géométriques pour certaine fonctionnelle appropriée.
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Chapitre 1

Quelques outils d’analyse fonctionnelle

1 Les opérateurs sur les espaces de Banach

1.1 Quelques notions de convergence

Soit X et Y, deux espaces de Banach.

Définition 1.1 (Convergence d’une suite) Soit (z,), une suite de X et xy € X.

On dit que (x,), converge vers xo (en norme) si lim |lzn — x0l|x = 0, et on ecrit x,, — w9
n oo

dans X.

Définition 1.2 (Opérateur borné) On dit qu’ un opérateur T : X — Y est borné si l'image
de tout borné dans X par T est un borné de Y. i.e : pour tout ensemble D borné dans X, T'(D)

est borné dans Y .

On note B(X,Y’) 'ensemble des applications linéaires et bornées de X dans Y.

Le cas Y = R est tres important par la suite.

Définition 1.3 (Espace dual) La classe des fonctionnelles linéaires et bornées définies sur
X, sera notée par X' .

On munit X' de la norme

[l = sup (J,z)|, pour JE€ b'e
x€X7HI”X§1
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’ . . ’ ey 7
X muni de cette norme est un espace de Banach et nous avons ['inégalité

(T, z)| < || ]|l lzllx, VJeX, VreX.

Exemples (Duals de certains espaces)
Soit €2 un ouvert de R .
1) Soit p € R avec 1 < p < +00; on pose
LP(Q) ={f:Q—R; f mesurable et (/ \f(ac)dﬁc\p)5 < 400}
Q
On note )
Flo = 1fly = ( [ 1f@)dap)”.
Pour 1 <p < +4ocoon a:

(1) = L1(9) tel que ]19 + i ~1

2) On pose
L*(Q)={f:Q—R; f mesurable et IM >0 |f(z)| < M p.p. sur Q}.
On note

|fleee) = [floo = Inf{M; |f(z)| < M p.p. sur Q}.

On a
(L1(Q) = L=(Q).

( Pour plus détails voir [1].)

Remarque 1.1 Nous remarquons que si (x,) C X est une suite telle que : x, — = dans X
alors
VJ e X, (Jz,) — (J,z).

L’implication inverse n’est en général pas vraie.

Définition 1.4 (Convergence faible) On dit qu’une suite (x,) C X converge faiblement vers
T, S1

VJe X, (Jz,) — (J,z)

10
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et on écrit x,, — x.

Proposition 1.1 ([1]) Soit (x,) une suite de X. On a
1. Six, — x, alors x,, — x.
2. Si x, — x, alors (x,,) est bornée et ||z||x <liminf, i ||zn]x.
3. Six, —uwx, et J, — J dans X', alors (J,,x,) — (J, x).

Proposition 1.2 ([1]) Lorsque X est de dimension finie, une suite (x,) converge faiblement

st et seulement si elle converge fortement.

Exemple

Soit (e,) une base orthonomée dans un espace de Hilbert H. D’aprés [1] (théoreme V.9),

tout élément x € H peut étre décomposé comme suit

n=oo
T = Z (€n, x)en,
n=1

donc (e,,r) — 0,Vz € H. Ceci signifie que e,, — 0.

Mais il est clair que la suite (e,) ne converge pas en norme vers 0 car,

Ceci sert comme exemple d'une suite faiblement convergente qui n’est pas fortement conver-

gente.

Définition 1.5 Un ensemble A C X est dit faiblement pré-compact si toute suite de A contient
une sous suite faiblement convergente.

Si toutes les limites faibles sont dans A, alors A est dit faiblement compact.

Remarque 1.2 1. Comme nous allons voir par la suite, on ne peut pas appliquer les mé-
thodes variationnelles que lorsqu’on travaille dans des espaces de Banach qui ont la pro-
priété que toute boule fermée est faiblement compacte. Les espaces de Banach qui ont cette

propriété sont appelés des espaces réflexifs.

2. Soit X un espace de Banach, X' son dual et X" son bidual. On a une injection canonique

i X — X" définie comme suit :

(iz, J)xr o = (L) x VzEX, VJEX,

11
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i est linéaire et c’est une isométrie [1].

Définition 1.6 On dit que X est réflexif si i(X) = X" (i.e. i est surjective de X sur X.)

Exemple

Soit €2 un ouvert de R.
1. Un espace de Hilbert est réflexif.
2. les espaces fonctionnelles LP(2) sont réflexifs pour 1 < p < oo.
3. L'(Q), n’est pas réflexif .
(Pour plus détails voir [1].)

Théoréme 1.1 (/2]) Un espace de Banach X est réflexif si et seulement si sa boule fermée est

faiblement compacte.

Corollaire 1.1 (/2]) Si X est un espace de Banach réflexif alors toute suite bornée (x,) C X
avec ||z,||x < M, contient une sous suite qui converge faiblement vers un élément x € X
vérifiant ||z||x < M.

Corollaire 1.2 ([1]) Soit X un espace de Banach. Alors X est réflexif si et seulement si X'

est réflexif.

1.2 Continuité des opérateurs

Nous allons considérer des opérateurs T de X dans Y et nous allons donner une définition

concernant les propriétes de la continuité de 7'. La notion la plus simple est la suivante :

Définition 1.7 LopérateurT : X — Y est dit continu en x € X, si pour toute suite (x,) C X
qui converge vers x, T'(x,) converge vers T(x).

T est dit continu sur un ensemble A C X si T est continu en tout point x € A.

Remarque 1.3 Comme il est bien connu pour les opérateurs linéaires, les concepts de borni-
tude et de continuité sont équivalentes; pour les opérateurs non linéaires, ceci n’est pas vrai.
A coté de la définition précédente, il y a d’autres définitions qui sont liéés au concept de conver-

gence faible. Nous énongons les plus importantes :

Définition 1.8 Soit T' un opérateur de X dansY .

12



I.1 Les opérateurs sur les espaces de Banach

1. T est dit fortement continu en xo € X, si pour toute suite (x,) C X tel que x, — xg
dans X alors T(x,) — T(xy) dans Y.

2. T est dit faiblement continu en xqy si pour toute suite (x,) C X tel que z, — xo dans X
alors T'(x,) — T(xg) dans Y.

Remarque 1.4 1. Comme la convergence en norme implique la convergence au sens faible,
il s’en suit que si T est fortement continu alors T est continu.

Donc la continuté forte est un concept qui est "plus fort" que le concept de la continuté.

2. Pour les fonctionnelles définies sur X, les définitions (1), (2) coincident.

Définition 1.9 Un opérateur T : X — Y est dit compact s’il est continu et a la propriété :

Pour toute suite (), bornée dans X, la suite (T'(x,)) admet une sous suite convergente.

Nous donnons maintenant une relation entre la compacité et la continuité forte.

Théoréme 1.2 ([2]) Si X est un espace de Banach refléxif et T : X — Y wune application

fortement continu , alors T est compact.

Remarque 1.5 Limplication inverse dans le théoreme précédent n’est pas toujours vraie.
Par exemple la fonctionnelle :J(x) = ||x||g définit sur un espace de Hilbert H est compact ,

mais nous avons vu qu’il existe une suite (e,) telle que : e, — 0 et |le,||ln = 1,

VneN: lim J(e,) #0

n—-+oo

L’implication inverse est vraie pour les opérateurs linéaires.

Théoréme 1.3 (/2]) Soit X un espace de Banach réflexif et Y un espace de Banach.

Si L: X — Y est linéaire et compact, alors il est fortement continu.

1.3 Semi-continuité
Définition 1.10 On a les définitions suivantes :

1. Une fonctionnelle J : X — R est dite semi-continue inférieurement (s.c.i.) au point x,

si pour toute suite (x,) C X telle que x,, — xo, on a

J(zo) < liminf J(x,).

n—-~aoo

13
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2. On dit que J est faiblement semi-continue inférieurement (f.s.c.i.) au point xo si pour

toute suite (x,) C X telle que x,, — x¢, on a

J (o) < liminf J(z,).

Exemple

Nous avons déja vu que la fonctionnelle J(z) = |||/ definie sur un espace de Hilbert n’est
pas faiblement continue. Ici nous allons démontrer que J est (f.s.c.i) en tout zog € H.

En effet : soit (x,) telle que z,, — ¢, alors

(xnal‘()) — (ZE07$‘0) = ”l‘OHJQLI

De plus

0 < (20 — @0, T — o) = [|lzallly — 2(2n, w0) + 2017

On en déduit que

lwallr = 220, 20) = [lzol7-

Ceci montre que

tim inf |2, |11 > [Joll -

1.e
lim inf J(z,,) > J(z0).

1.4 Fonctions convexes

Définition 1.11 On dit qu’une partie K de X est conveze si :
Ve,ye K, VOel0,1], Ox+(1-0)yeK.
Lorsque K est convexe et J: K — R est une fonctionnelle. On dit que J est convexe si :
Ve,ye K, V0 el0,1], JOx+(1—-0)y) <6J(z)+ (1—46)J(y).
On dit que J est strictement conveze si :

Ve,y € K, avec x#y V0€]0,1], JOx+ (1—-0)y) <0J(x)+ (1—0)J(y).

14
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Théoréme 1.4 (lemme de Mazur) (/1]) Soit C C X convexe. Alors C' est faiblement fermé

st seulement s’il est fortement fermé.

Corollaire 1.3 ([1]) Soit J : X —| — 00, +00] une fonctionnelle convexe. Alors J est (f.s.c.i)
si seulement si elle est (s.c.i)

15



Chapitre I. Quelques outils d’analyse fonctionnelle

1.5 Espace de Sobolev, théoremes d’injections

1.5.1 L’espace de Sobolev :W™P?(])
Soit I =]a, b un intervalle borné ou non et soit p € R avec 1 < p < co.

Définition 1.12 L’espace de Sobolev W'P(I) est défini par

Whe(I) = {uELp(I); dg € LP(I) tel que /Iuga’: —/Iggo, Vo e D(I)}.

Si 1 < p < o0, alors on définit une norme :

3=

lllwro = (Jules + [o]10)
Si p = 400, alors on définit une norme :
[ullwr.eo == max(fulp, [u'] L)
Quand p = 2, on note H'(I) = WH2(I). Cet espace doté du produit scalaire :
(u,v) i = (u,v) g2 + (v, 0") 2

est un espace de Hilbert.

1
Remarque 1.6 1) La norme ||u|lw1» est équivalente d la norme (|u\’zp + o ’ip)p

st 1l < p<oo.

2) Si I est un ouvert borné, alors on a, pour tout 1 < p < 00
CHIT) c Whe(I) c WHP(I) C LP(I)

ou da chaque fois l’inclusion est stricte.

Corollaire 1.4 ([1]) Si I est non borné, 1 < p < oo et u € W'P(I) on a
u(z) — 0, pour |x| — oo, z € I.

Définition 1.13 Etant donné un entier m > 2 et un réel 1 < p < oo, on déflnit par récurrence

I’espace

Wmr(r) = {ue WP (1); o' e Wrhr(I)}
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I.1 Les opérateurs sur les espaces de Banach

On pose
H™(I) = W™(I).

et l’espace H™(I) est muni du produi scalaire

(u,0) g = (w,0) 2 + 3 (D, 0D s
i=1
Définition 1.14 Etant donné 1 < p < 400, on désigne par Wy (I) la fermeture de C*(I) dans
Wh(I). On note HY(I) = Wy 2(I).

On a
Hj(a,b) = {u € H'(a,b); u(a)=u(b) = 0}.

Proposition 1.3 (Inégalité de Poincaré)([1]) On suppose que I est borné.

Alors il eziste une constance C' ( dépendante de mes(I)) telle que
[ullwir < Cld|pe,  Vu € WyP(I).

Autrement dit, sur WyP(I) la quantité |u/| p est une norme équivalente d la norme de W'?(I).

Définition I.15 (fonctions absolument continues) Soit I un intarvalle borné.

On dite qu’une fonction u est absolument continue (AC(I)) si :

Ve > 0 46 > 0 tel que pour toute suite finie d’intervalles disjoints (]ai, bl[) o1 de I on a :
Z |b; — a;| <6, = Z lu(b;) — u(a;)| < e.
i=0 i=0

Remarque 1.7 - (1) Siu e AC(I), alors elle est uniformément continue sur I.

- (2) Siue HY(I) alors u € AC(I) et v’ € L*(I).
~ (3) Siue H*(I) alors u € AC(I), v € AC(I) et u" € L*(I).

Théoréeme 1.5 ([1]) Si I est borné, on a

WhL(I) = AC(T)
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1.5.2 Théorémes d’injections

Théoréme 1.6 ([1]) Il existe une constante C (dépendante seulement de |I| < 0o) telle que
|U’L°° S CHUHWLp Yu c Wl’p(j), 1 S P S 0,

autrement dit W'P(I) C L>®(I) avec injection continue pour tout 1 < p < oo.

De plus, lorsque I est borné, on a
WP (I) < C(I) pour 1 <p< oo

W) < LY(I) pour 1< q< co.
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1.2 Applications différentiables

2 Applications différentiables
Par la suite, X et Y seront deux espaces de Banach. €2 un ouvert de X.

Définition 1.16 Une application F : Q0 — Y est dite Gateauz-différentiable en a € €2, s’il
existe une application linéaire et bornée T'(a) : X — Y telle que
F th) — F
lim FOE = F@) ey vhex

t—0 t

o L'opérateur T(a) sera appelé dérivée au sens de Gateaur de F' en a, et sera noté DF(a).
Par définition DF(a) € B(X,Y).

e DF(a)h €Y est appélée différentielle au sens de Gateauxr de F' en a dans la direction de
h.

o F' est Gateaux différentiable sur ), si F' est Gateauz différentiable en tout point de €.
Dans ce cas Uapplication a — DF(a) est dite derivée au sens de Gateaux de F sur §) et

est notée par DF' .

Définition 1.17 Une application F : Q@ — Y est appelée Fréchet-différentiable (ou différen-

tiable ) en a € Q s’il existe une application linéaire bornée T'(a) : X — Y telle que
F(a+h)—F(a)=T(a)h+W(a,h), VheX.

avec
W (a, h)[ly

Ihllx—0  ||7||x

=0.

o L'opérateur T(a) est appelé derivée au sens de Fréchet de F' en a € Q et est noté dF'(a)
ou F'. Par définition dF(a) € B(X,Y).
o [ est Fréchet différentiable sur 2, si ' est Fréchet differentiable en tout point de ) ; dans

ce cas lapplication a — dF(a) est dite derivée au sens de Fréchet de F sur Q et est
notée par dF ou F', donc dF : Q — B(X,Y).

Remarque 1.8 1. Si F est Fréchet différentiable au point a € €0, alors F est continue au

point a .

2. On remarque directement de la définition que si F' est Fréchet différentiable en a, alors F

est Gateauz différentiable en a.

3. Le cas inverse n’est pas toujours vrai, mais on a :
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Chapitre I. Quelques outils d’analyse fonctionnelle

Théoréme 1.7 ([2]) Si F est Gateauz différentiable sur un voisinage U(a) d’un point a et si
DF est continu sur U(a), alors F' est Fréchet différentiable sur U(a) et on a dF(x) = DF(x)
quel que soit x € U(a).

Définition 1.18 On dit que F est de classe C' sur Q (F € CY(Q,Y)) si F est différentiable
sur Q et F' € C°(Q, B(X,Y)).

Théoréme 1.8 ([2]) Si F est Gateaux différentiable sur Q et DF € C°(Q, B(X,Y)) alors F

est de classe C' sur Q.

Exemple

Soit €2 une ouvert de R et soit 2 < p < +oc.

Les fonctionnelles

o) = [ Ju®Fat, v(w) = [ u* (@)t

sont de classe C1(LY(Q),R) et

(@), h) =p [ [u®F 2u®h@dt, @ w).h) = p [ {u* @} hdt

Remarque 1.9 En pratique, il est plus facile de vérifier la différentiabilité au sens de Gateauz.
Si on veut prouver que F est C', il suffit donc de prouver qu’elle est Gateaux différentiable,

puis de vérifier que la différentielle DF est continue.
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3 Résultats de minimisation

3.1 Points extrémes

Définition 1.19 Soit J : X — R une fonctionnelle. Un point xo € X est appelé extrémum

de J s’il existe un voisinage U(xy) de g tel que :ou bien
J(z) < J(x), VzeU(xy), (Jestmaximal en xg)

ou bien
J(z) > J(xg), VxeU(zxy), (Jestminimalen xy).

Définition 1.20 Soit Q C X un ouvert et J € C1(Q,R).

On dit que xo € Q) est un point critique de J, si J'(x¢) = 0. Si xg n’est pas un point critique on
dit qu’il est un point réguliér de J.

Si c € R, on dit que c est une valeur critique de J, s’il existe xy € Q) tel que J(xg) = ¢ et

J'(z9) = 0. Si ¢ n'est pas une valeur critique, on dit que ¢ est une valeur réguliere de J.

L’exemple le plus simple de point critique d’une fonctionnelle J € C1(2,R) est le point extré-

mal; ¢’est-a-dire un point ou J atteint un minimum ou un maximum, local ou global.

Théoréme 1.9 (/2]) Soit J une fonctionnelle définie sur un domaine (ouvert et borné) Q C X
et xo un point intérieur de 2. Supposons que J est Gateauz-différentiable en xo. Alors si xg est

un extrémum de J, il est donc un point critique de J.

Remarque 1.10 Comme on peut voir par la suite, si xo € 0 alors on n’a pas nécessicerement

3.2 Théoréemes de minimisation

Théoréme 1.10 (/2/) Soit X un espace de Banach réflexif et Q0 un sous-ensemble dans X qui
est bornée et faiblement fermé.
Si la fonctionnelle J est faiblement semi-continue inférieurement (f.s.c.i) sur Q, alors J est

bornée inférieurement et atteint son infinimum.

Remarque 1.11 S7 on pose J = —g dans le théoreme précédent, on voit qu’une fonctionnelle

qui est (f.s.c.s) est bornée supérieurement et atteint son supremum.
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Définition 1.21 Une suite minimisante d’une fonctionnelle J : X —]—o00,400| est une suite
(x,) telle que
lim J(z,) =infJ
X

n—>-+o0o

Théoréme 1.11 (/3]) Soit X un espace de Banach réflexif et Q un sous-ensemble dans X qui
est faiblement fermé. Si la fonctionnelle J est faiblement semi-continue inférieurement (f.s.c.i)
sur €, alors J attient son infinimum sur () si et seulement si une suite minimisante de J est

bornée sur §).

Définition 1.22 Soit J: X — RU 4o00. On dit que J coercive ssi :

J(u) = +o0.

l[ull x —>+o00
Théoréeme 1.12 ([2]) Soient X un espace de Banach réflexif, et J une fonctionnelle définie
sur X, telle que
1 limyp) —yoo J (@) = +00  (coercivité )
2. J est (f.s.c.i),

alors J est bornée inférieurement sur X et atteint sa borne inférieure en un point xy. De plus,

si J est Gateaux différentiable en xo, alors DJ(xy) = 0.

Corollaire 1.5 ([/]) Soient X un espace de Banach réflezif, et J une fonctionnelle définie sur
X, telle que

1. J est conveze,
2. J est coercive,
3. J est s.c.i ( pour la topologie forte).

Alors, J atteint son infinimum.

Théoréme 1.13 ([4]) Soit J € C'(X,R) conveze. Alors o € X est un minimum de J ssi xq

est un point critique de J.

3.3 Théoreme de Lax-Milgram

Soit H un espace de Hilbert et H' son dual. L’un des résultats les plus utilisés dans ’analyse

fonctionnelle linéaire est :

Définition 1.23 On dit qu’une forme bilinéaire a : H x H — R est
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1.3 Résultats de minimisation

1. continue s’il existe une constante C' telle que

la(u, v)| < Cllullgllvlla Vu,ve H,
2. coercive s’il existe une constante o > 0 telle que
a(u,u) > allul|y; Vu € H.

Théoréme 1.14 ([1]) Soit a : H x H — R une forme bilinéaire, continue et coercive. Alors

pour tout ¢ € H' il existe u € H unique tel que
a(u,v) = (p,v), Vo€ H.

De plus, si a est symétrique, alors la fonctionnelle J : H — R définie par :

J) = 3a(v,) ~ (o,v)

atteint son mintmum en u.

Notons que :

o llullz < Zllella

e L’application T,, : H — R, definie par

est une forme linéaire continue sur H et ||T,||m < C.

e L’opérateur solution S : H' — H, Sy = u, est un opérateur linéaire et borné.
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4 Théorie des points critiques

4.1 Condition de Palais-Smale

Définition 1.24 Soit J : X — R une fonctionnelle de classe C* sur X. On dit qu’une suite

(un) est de Palais-Smale pour la fonctionnelle J si
1. J(uy,) est bornée dans R;

2. J'(u,) — 0 dans X'.

Définition 1.25 Soit J : X — R une fonctionnelle de classe C'. On dit que J vérifie la
condition de Palais-Smale (PS), si toute suite (u,) de X telle que

1. J(uy,) est bornée dans R ;
2. J'(u,) — 0 dans X',

contient une sous-suite (uy,, ) convergente.

Définition 1.26 soit J : X — R une fonctionnelle de classe C'. Si ¢ € R, on dit que J

vérifie la condition de Palais-Smale au niveau ¢, (PS)., si toute suite (u,) de X telle que
1. J(u,) — ¢ dans R;
2. J'(up) — 0 dans X',

contient une sous-suite (uy,, ) convergente.

Corollaire 1.6 ([/]) Soit J une fonctionnelle de classe C*(X,R) minorée et vérifiant la condi-

tion de Palais-Smale au niveaw c. Alors J atteint son minimum c.

4.2 Lemme du col (Mountain Pass Lemma)

Théoréme 1.15 (/3]) Soient X un espace de Banach, J € C*(X,R) vérifiant la condition de
Palais-Smale (PS). On suppose que :

1. il existe up € X, p >0 et a > 0 tels que si ||u — wol| = p, alors J(u) > J(up) + «;
2. il existe un point u; € X tel que ||uy — uo|| > p et J(ur) < J(ug) + a.

Alors J posséde une valeur critique c telle que ¢ > J(ug) + a. De fagon plus précise, si on pose

I = {7([0,1]); v € C([0,1], X), ¥(0) = uo, ¥(1) = us},
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1.4 Théorie des points critiques

et :

¢ = min max J(u),
Aell ueA

alors ¢ est une valeur critique de J, et ¢ > J(ug) + a.

Notons que si soit ug ou bien u; est un point critique de J alors on obtient I'existence d’au

moins deux points critiques de J.
Théoréme 1.16 (Cas plus simple)([)]) Soient X un espace de Banach, J € C'(X,R)
vérifiant la condition de Palais-Smale (PS). On suppose que J(0) =0 et que :

1. il existe p > 0 et o > 0 tels que si ||u]| = p, alors J(u) > o ;

2. il existe uy € X tel que ||Juy|| > p et J(uy) < av.

Alors J posséde une valeur critique c telle que ¢ > «. De facon plus précise, si on pose

['={7([0,1]); v € C([0,1], X), 7(0) = 0, ¥(1) = w1},

et :

¢ = minmax J(u),
A€l ueA

alors c est une valeur critique de J, et ¢ > a.
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Chapitre 11

Approche variationnelle pour des équations
différentielles impulsives sur des intervalles

bornés

(D’apres : Juan J. Nieto, Donal O’Regan [1].)

Résumé

Beaucoup de systemes dynamiques ont un comportement impulsif dynamique di a des

changements brusques a certains instants au cours de 1’évolution du processus. La description
mathématique de ces phénomenes conduit a des équations différentielles impulsives.
Dans ce travail nous présentons une nouvelle approche par le biais des méthodes variationnelles
et de la théorie des points critiques pour obtenir I’existence de solutions aux problemes impulsifs.
Nous considérons un probleme linéaire de Dirichlet et les solutions sont obtenues comme des
points critiques d’une fonctionnelle. Nous étudions également le probleme impulsif non-linéaire
de Dirichlet.
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Chapitre II. Approche variationnelle pour des équations différentielles impulsives
sur des intervalles bornés

1 Introduction

Beaucoup de problemes peuvent étre compris et résolus en termes de minimisation d’une
fonctionnelle, généralement liés a 1’énergie, dans un espace approprié de fonctions. Par exemple,

une solution du probleme aux limites de Dirichlet
—u"(t) = ¢(t),t € [0,T]; u(0) =u(T) =0

minimise 1’énergie

1 T T

J(u) = = / W2 (H)dt — / o(t)u(t)dt.

2 Jo 0
Les solutions peuvent étre trouvées en minimisant cette énergie et, donc, comme des points cri-
tiques d’une fonctionnelle définie par 1’énergie. Pour diverses applications liées a ces problemes
voir [2], [3].
Le but de ce travail est de montrer la structure variationnelle sous-jacente a une équation diffé-
rentielle impulsive. Ils prennent comme modele un probleme de Dirichlet avec des impulsions et
ils montrent que les solutions du probléme impulsif minimise la fonctionnelle (énergie). Aussi,
les points critiques de cette fonctionnelle sont en effet des solutions du probléeme impulsif.
Nous faisons remarquer que les effets impulsifs existent largement dans les processus d’évolution
au cours desquels se produisent des changements d’états brusques a certains moments. Pour
quelques travaux géneraux et récents sur la théorie des équations différentielles impulsives, nous
renvoyons le lecteur a [4].
Les applications des équations différentielles impulsives intéressent les domaines de la biologie,
de la médecine, de la mécanique, de l'ingénierie, la théorie du chaos, etc [5],[6].
Pour une équation différentielle du second ordre u” = f(t,u, '), on considére généralement les
impulsions dans la position u et la vitesse u’. Toutefois, dans le mouvement des engins spa-
tiaux on doit considérer les impulsions instantanées selon la position qui résulte des sauts de
discontinuités dans la vitesse, mais sans aucun changement dans la position [5],[6]. Des impul-
sions uniquement sur la vitesse se produisent également dans la mécanique impulsive [7]. Un
probléme impulsif avec des impulsions dans les dérivés seulement est considéré dans [4].
Le chapitre est organisé comme suit :
dans la section 2, nous présenterons quelques résultats généraux.
Puis, dans la section 3 nous exposerons la formulation variationnelle d’'un probleme linéaire de
Dirichlet avec des impulsions dans la dérivée. Les résultats présentés dans cette partie, incluant
un exemple, sont élémentaires, mais cruciaux pour réveler clairement qu’un probleme impulsif

peut étre résolu en trouvant les points critiques d’'une fonctionnelle.
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Dans la section 4 nous considérons le probleme non linéaire de Dirichlet. Nous prouverons
I’existence de solutions utilisant les résultats standards de la théorie des points critiques.
Enfin, nous étudierons une classe particuliere de non-linéarité et des fonctions d’impulsions
pour montrer l'existence de (au moins) une ou deux solutions en utilisant le théoréeme du Col
(Mountain Pass).

Quelques exemples sont présentés dans chaque section afin d’illustrer les résultats obtenus.

2 Préliminaires

Dans 'espace de Sobolev H}(0,T), considérons le produit scalaire,

(wo)= | L (1),

induisant la norme : )
T 3
Jullom = ([ o))

Le produit scalaire

(u,v) = /OT u(t)v(t)dt + /OT u'(8)v'(t)dt,

induit la norme équivalente

|l g0y = (/OT u?(zf)dt>é + </OT(u’(t))2dt>%.

Une conséquence de l'inégalité de Poincaré est :

(/OTUQ(t)dt); < \/1)\_1</0T(u’(t))2dt>é.

Ici, \y = :% est la premiere valeur propre du probleme de Dirichlet

{ —u(t) = Mu(t), te[0,T];

Soit T'> 0, A € R et ¢ € L?(0,T) Considérons 'équation du second ordre

—u"(t) + Au(t) = o(t), p.p. t€]0,T], (IL.1)
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avec les conditions aux limites de Dirichlet
u(0) = u(T) = 0. (11.2)

e Par une solution classique de (I1.1) et (I1.2), nous signifions une fonction u € H?(0,7)
satisfaisant (I1.1) pour p.p. ¢ € [0,7] et les conditions de Dirichlet (I1.2). Ainsi, u €
HL(0,T).

e Une solution faible de(I1.1) et (I1.2) est une fonction v € HZ(0,T) telle que

/0 L (1)t + ) /0 " u(t)o(t)dt /O L ot(t)t, (1L.3)

pour tout v € H(0,T).

Définissons :
a: Hy(0,T) x Hy(0,T) — R,

a(u,v) = /0 L0 ()t + A\ /0 D uyet)dt,

et
l: H&(O,T) — R,

nous voyons que (I1.3) est équivalent au probléme qui consiste a trouver v € Hg(0,7T) tel que
a(u,v) = I(v), pour tout v € Hy(0,T). (11.4)

Il est évident que [ est linéaire et bornée :
soit w € Hy(0,T)

il = | [ el
(/OT <p2(t)dt)%(/0Tu2(t)dt>é

1
< WHQOHIP(O,T)HU||H3(O,T)7

IA
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et que a est bilinéaire, symétrique et continue :

Soit u et v deux éléments de HJ(0,T) on a

la(u,v)] = | OTu’(t)v’(t)dt—l—)\ OTu(t)v(t)dt\
< (/OTu’Q(t)olt)%(/OTU’Q(t)dt)é +/\(/OTUQ(ﬂdt)é(/OTUQ(t)dt);
< (/OT u’z(t)dt)%(/oT v’2(t)dt)% + i(/ﬁT u’z(t)dt)é(/: U’Q(t)dt>%

A
< (1+ )\—l)HuHHg(o,T)|!UHH3(0,T)-

Par ailleurs, en utilisant 'inégalité de Poincaré ( proposition 1.3), si A > —\, alors a est

coercive, en effet : en utilisant 'inégalité de Poincaré nous avons,

T T
)\/ u?(t)dt > min(0, ;\)/ u' (t)?dt,
0 0

1

alors
T T T A /T
/ (024t + A / E()dt > / (12t + min(0, ) / o/ (1)2dt
0 0 0

1 0
T
a/ u' (t)2dt
0

> allul%y o

A%

ou @ = 1+ min(0, %1), d’oti il existe une constante o > 0 telle que pour tout u € H(0,T),
nous avons :

a(u,u) = O‘HUH%{(}(O,T)- (IL5)

Selon le théoreme de Lax-Milgram ( théoreme 1.14), nous obtenons I'existence d’'une solution
faible de (I1.1) et (I1.2). En vertu de la théorie de la régularité, la solution faible est aussi une

solution classique. En effet, nous avons

/0 ' W () ()dt = /0 ' (o) = Mu(t) Ju(t)dt, Vv € Hy(0,T),

alors v’ € H'(0,T) ( car ¢ — Au € L*(0,T)) c’est-a-dire u € H*(0,T). Par ailleurs, en utilisant

le fait que a est symétrique, nous pouvons dire que la solution faible minimise la fonctionnelle
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J:H}0,T) — R  défine par

J(v) = 5( v) = (L,v)
_ ;/ V2dt + 2 / / o(t)u(t)dt.

Ainsi, une solution faible v € HJ(0,7) est un point critique de J, c’est-a-dire J'(u) = 0.
Réciproquement, si u € Hg(0,7) est une point critique de J, alors u est effectivement une

solution faible.

3 Probléme linéaire impulsif

Soit tg = 0 < t1 < tg < ... < t, < tpy1 = T. Considérons maintenant I’équation
(I1.1) avec les conditoins de Dirichlet (I1.2) et soumis aux impulsions en derivée aux instants
ti,j=1,2,........ ,p. Soit des constantes fixés d;,j =1,2,........ .-

Nous nous intéressons aux solutions de (II.1) et (II.2) satisfaisant aux conditions d’impulsions

A (ty) =/ (t]) —u'(t;) =dj, j=1,2,........ D (11.6)

J

Pour u € H?*(0,T), nous avons u et u' sont toutes les deux absolument continues et u” €
L*(0,T). Donc Au/(t;) = u/(t") —«/(t7) = 0 pour tout ¢ € [0, 7.

Si u € Hi(0,T), alors u est absolument continue et v’ € L?(0,7). Dans ce cas les deriveés
unilatérales v/ (t7) et «/(t7) peuvent ne pas exister.

En conséquence, nous aurons besoin d’introduire un concept différent des solutions.
Supposons que u € C(0,7T) satisfait les conditions de Dirichlet (II.2). Par ailleurs, supposons
que pour tout j = 0;1,.....,p, uj = uj; ;) est telle que u; € H?(tj, tj1)-

e Nous étudions le probleme impulsif suivant :

|
g\
=
+
>
g
=
[

o(t), pp. tel0,T]

e On dit que u est une solution classique du probleme (LP) si elle satisfait (IL.1) p.p. sur
[0, T, les limites w'(t; ),/ (t]), j=1,2,....,p, existent et satisfont (IL.6) et (II.2).
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Prenons v € H}(0,T) et multiplions (II.1) par v et intégrons entre 0 et T :

_ / £)dt + A / at= | oyl

Le premier terme est maintenant

- /OT u" (tyv(t)dt = —ji)/jm u”(t)o(t)dt,

et
A A R BTG B B RO I O
Donc
— /OT u"(to(t)dt = §Au’(tj)v(tj) + 4/ (0)v(0) — ' (T)o(T) + OT o ()0 (t)dt

= /OT u' () (t)dt + ]Zjdjv(tg)

Par conséquent :

T J=p T T
/ W (E)dE+ S diot;) + A / u(tyo(t)dt = / o()u(t)dt.
0 o 0 0
Ceci suggere que nous définissons la forme bilinéaire a : H3(0,7) x Hg(0,T) — R, par :

a(u,v) = /0 L ()t + A /0 D ute(t)dr, (IL.7)

et I'opérateur linéaire [ : H}(0,T) — R par :

I(v) = /0 Lottt —fdjv(tj). (IL.8)

e Ainsi, le concept de solution faible au probléme impulsif (LP) est une fonction u €
H}(0,T) telle que a(u,v) = I(v) est valable pour tout v € H}(0,T).

Evidemment, a et [ définies respectivement en (I1.7) et en (I1.8) sont continues :
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Chapitre II. Approche variationnelle pour des équations différentielles impulsives

sur des intervalles bornés

soit uw € H(0,7T)

) = 1 et 3 dut)

IN

1
ﬁH@Hm o0 llullmgom +Z ] sup Ju(?)]

j=1 t€[o,1]

IN

1 Jj=p
< (Fxlelzon +8 X 4 lelmon:

et a est coercive, si A > —\; ( voir IL.5).
Considérons J : H}(0,T) — R, définie par

J(u) = / V2dt 4 2 / £)dt — / o(t)u(t)dt +§dju(t])
Il est clair que J est différentiable en tout w € Hj(0,7) et
T(uw)(v) = /0 L (@)t + A /0 " u(t)o()dt — /0 ottt +j§djv<tj)
= a(u,v) —l(v).

En effet : Soit u et h deux éléments de Hj(0,7). Pour £ € R*, nous avons :

1
ﬁ||<ﬁ||L2(o,T)||U||H5(0,T) +5; djllull gy car ullepr < Bllulla o

(1L.9)

J(u+ €h) — J(w) = € /OT o (VR (£)dE + A /OTu(t)h(t)dt . /T oD h(t)dt + Jidjh(tj)ﬁ

0

+522(/0T h’(t)thJrA/OT h3(t)dt).
Mais, , )
T T
S wwrae [T iewad) < S0+ B,

de sotre que

J(u+&h) — J(u)

lim _ /()Tu’(t)h/(t)dtJr/\ /OTu(t)h(t)dt— /OTgo(t)h(t)dt—kjipdjh(t])

£—0 & =

36



I1.3 Probléme linéaire impulsif

Nous posons :

J(u)h = /OTu’(t)h’(t)dt—Ir/\/OTu(t)h(t)dt—/OT gp(t)h(t)dt+§)djh(tj).

Il est clair que I'application h — J'(u)h est linéaire; elle est continue, puisque

A

1 p
J' (u)h| < +—’ + —= + d;| )|k :
7'@hl < (Wl + 5 lullmon + = lelon Bg;|ANIH%mm

alors
| S (w)h| < Cllhllgr o), C > 0.

. A
o C = [|ull g0,y + Sellull + Fllellzor) + B8 1d;] et [|Pllopa) < BllAllmo.)-
De plus, soit uy, uy, h trois éléments de HJ(0,T).

() = ). B = [ h(0) = )W O+ A [ (an(e) = wal®))h()e
B

< (1+Tl)||h||H3(o,T)||U1—UZHH(}(O,T),

alors

lim (J'(uy) — J'(ug), h) = 0,Yh € Hy(0,T).

Ul —ru

Ainsi, un point critique de J, défini par (I1.9), nous donne une solution faible du probleme
impulsif (LP).

Lemme I1.1 Siu € H}(0,T) est une solution faible de (LP), alors u est une solution classique
de (LP).

Preuve - Evidement, u(0) = u(T) = 0, puisque u € H}(Q).
Pour j € {0,1,2, ....,p}, choisissons v € H}(0,T) avec v(t) = 0 pour tout ¢ € [0,t;] U [tj11,T].
Alors
tiv1 , tit1 tj+1
/ o ()0 () dE+ A / u(t)o(t)dt = / o()u(t)dt.
t t t

i i
Ceci implique que —u”(t) = —Au(t) + p(t) p.p. sur (t;,t;41). Donc u; € H(t;,t;41) et u vérifie
(IT.1) p.p. sur [0, T]. Maintenant, en multipliant par v € H}(0,T) et en intégrant entre 0 et T,

nous obtenons

~ /f’“ W (t)oe)it = A D uto()dt + / gt

J
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Chapitre II. Approche variationnelle pour des équations différentielles impulsives
sur des intervalles bornés

et — ) )
—JZ/.M u(t)o(t)dt + A/O u(t)v(t)dt —/tm p(t)u(t)dt = 0,Yv € H}(0,T),

j=1"t J

alors

J=p tit1
S Ad(t) / Bt + A/ t)dt _/t e(t)o(t)dt = 0,%v € HL(0,T).
j=1

J

Comme u est une solution faible, alors :

tj
Zd o(t +/ £)dt + )\/ dt—/t " o(t)o(t)dt = 0,0 € H2(0,T)

J

et par conséquent

Jj=p

> AW (t5)v( Zdv ), Vo € Hy(0,T).
Donc, Av/(t;) = dj, pour tout j = 1,2, ...., p et les conditions impulsives de (I1.6) sont satisfaites.
Ce qui acheve la démonstration. [ ]

Lemme I1.2 Si uw € H}(0,T) est un point critique de J défini par (I1.9), alors u est une
solution faible du probléme impulsif de Dirichlet (LP).

Théoréme II.1 Si A > —\; alors le probléme impulsif de Dirichlet (LP) a une solution faible
u € Hg(0,T) pour tout uw € L*(0,T).
De plus, u € H?(0,T) et u est une solution classique et uw minimise la fonctionnelle (I11.9) et

par conséquent, c’est un point critique de (11.9).

On a donc pour tout ¢ € L?(0,T), (dy,ds....,d,) € RT et nous avons ensuite que (LP) possede
une solution unique v € H}(0,7) N H*(0,T). Ceci nous permet de définir 'opérateur :

S:L*0,T) x RP — H}(0,T),

Evidement, S est linéaire. D’apres le théoreme de Lax-Milgram, nous voyons aussi qu’il est
borné.

En effet : comme

a(u,u) = l(u),
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I1.3 Probléme linéaire impulsif

on a

allullipory < 1iw)

p
< lellzomllullmom Z |dj|lu(t;
p
< lellzomllulmor + Z\d [l[wllcrom
=1
p
< lellzomllulmor + Z dilllullzz o), car lullewr) < Bllullmom,

alors

Ll

p
)(lllzzom) + 3 1d51).-

j=1

ClIrm

[wll 3 0,7y < max(—,

En notant que Uinclusion H}(0,T) C L?(0,T) est compact, nous obtenons que
S L*(0,T) x R — L*(0,T)

est un opérateur compact et borné.

Exemple 4 Prenons t; € (0,T), di € R et considérons le probléme suivant

—u"(t) = 0, p.p. t€(0,T);
u(0) = u(T) = 0,
AU (ty) = dy,

La solution sur [0, t) est donnée par u(t) = at,«a € R, parce que u(0) = 0.
Pour t € (t1,T], u(t) = pt +; B, v € R. En utilisant la condition «(7") = 0, nous avons

BT +~=0 (I1.10)
Par la continuité de u en ¢; nous obtenons

et par la condition impulsive en #;
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Chapitre II. Approche variationnelle pour des équations différentielles impulsives
sur des intervalles bornés

Le systeme (I1.10)-(I1.11)-(I1.12) avec les inconnus «, /3, et 7 a une solution unique.
Sid; =0alors a=p=7v=0et u=0 qui est la solution du probléeme de Dirichlet dans le cas

non impulsif. Si T'= 1,1, = %, et dy = 1, alors

K
I

Y

= Wl

I

——
<
~~
~
~—
I

N
~
~
m

=)

u(t)=3St+3, te]

Wl

5 Probléeme non linéaire impulsif

Considérons le probleme de Dirichlet non linéaire

{ —d"(t) + Mu(t) = f(t,u), pp. te[0,T];
u(0) = u(T) =0,

avec les conditions impulsives
Au'(tj) :I](U(t])), j = 1,2,....,]?.

Iei f:[0,7] x R — R, est continue, et [; : R — R, j = 1,2,....,p sont continues. Nous
désignerons ce probleme impulsif par (N P). Nous supposons que A > —\;.
e Une solution faible de (N P) est une fonction u € Hj(0,T) telle que

T T j=p
/ u’(t)v’(t)dt—l—)\/ w(ty(t)dt = = I;(u +/ Fltu(®))o(t)dt, Yo e HY0,T).
0 0 j=1
Il est facile de voir qu’une solution faible u est dans H?(t;,t;41) j =1,2,....,p. Définissons la

fonctionnelle

Pitu) = [ fit.)de.

et considérons la fonctionnelle J : H}(0,T) — R, definie par

- / Yt + 2 / dt+z /0 e - /OT F(t, ult))dt. (I1.13)

Proposition I1.1 La fonctionnelle J : H}(0,T) — R définie par (II.13) est continiment
différentiable, et faiblement semi-continue inférieurement. De plus, les points critiques de J
sont des solutions faibles de (N P).
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I1.5 Probléme non linéaire impulsif

Preuve - En utilisant la continuité de f et I;,j = 1,2, ...., p nous obtenons la différentiabilité
de J et que J': H}(0,T) — R est définie par

! T / / T j:p T
T (u)(v) = /O W (8 (£)dt + X /0 w(tyo(t)dt +j§:jlfj(u(tj))v(tj) . /0 F(t, u(t))o(t)dt.
En effet : soit u, h deux éléments de H;(0,T). Pour £ € R, on a :

Juteh) —Jw) T, T TP, pult)+eh(s) u(t)
( 5) (W) _ /0 o (OB () dt+A /0 u(t)h dt+z ( / I(t)dt— /O 1,(1)dt)

_/ +§h(£)) —F(t,u(t))>dt+§(/0T h’(t)Zdt+)\/0Th2(t)dt).

Posons ¢(u) = [y 1;(t)dt; alors en utilisant la formule des accroissements finis, nous avons

u(t;)+&h(t;) u(t;)
L nwae— [T By = ente () + 0h(t,)

avec 0| <[], comme I; est continue nous avons :

1 u(t;)+Eh(ty) u(t;)
g( /O I(t)dt — /0 L(t)dt) — h(t,) L (ulty)), quand € — 0.

Ainsi, en utilisant la formule des accroissements finis, nous avons

F(t, u(t) + &A1) — F(t,u(t))
3

= f(t,u(t) + Oh(t) ) h(t),
avec |0] < ||, comme f est continue on a :

F(t, ut) + Eh(t) = F(L u(t))

— f(t,u(t))h(t), quand & — 0.

3
Donc
élino J(Hg? —J(w) = /OTu’(t)h’(t)dt+A /OTu(t dt+2h ))dt— /OTf(t,u(t))h(t)dt.
Posons
J’(u)h:/OT ()h( dt+>\/ dt+jzh ( ))dt—/o F(t, u(®))h(t)dt
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Chapitre II. Approche variationnelle pour des équations différentielles impulsives
sur des intervalles bornés

Il est clair que I'application h — J'(u)h est linéaire; elle est continue, puisque

Al
|Jl(u)h’§(HUHH(%(O,T)—’—WHUHHIOT)+BZ sup  [L(y)l+  sup £ &) IRl o)

j=1lyI<llvllco, e[0T, |yl <llullcjo,7)

De plus, nous avons : soient uy, ug, h trois éléments de H} (0, T).

[(J'(ur) — J'(us), h)| = I/OT(u’l(t) — ub(8))W (t)dt + )\/OT(ul(t) — us(t))h(t)dt
+§h(tj>(lj(m(tj)) — Ii(us(t)))) — /OT (f(t,u1(t)) - f(t,uQ(t))>h(t)dt|7

| | Jj=p
)Ilul—qulHloT||hl|HloT + > 1w (ty) = Li(ua ()] a2 0,7)

7j=1

< (1+

_|_/ [t ui(t) = f(tua )l 20,1y

alors  limy, ., (J'(uy) — J'(u2), h) =0, Vh € Hj(0,T). Ceci montre que les points critiques
de J nous donnent les solutions faibles de (N P).

Pour montrer que J est faiblement semi-continue inférieurement, soit (ux) une suite faiblement
convergente vers u dans Hy (0, 7). Alors [|ul| gz o,r) < ]lclgirg |kl o) [voir proposition (L.1)].

Nous avons que (ug) converge uniformément vers u sur [0, 7] ( voir théoréme (1.6)). Alors

li A t)dt t)dt TF(t t)dt) = At 2(t)dt
k_lfiloo(z/o ug(t +Z/ _/0 ue(t)) ) - 2/0 B
Jj=p

+% /0 £)dt — /O R u(t)dt.

On en déduit que :  J(u) < liminf J(uy). u

k——+o00

Théoréme I1.2 Supposons que f est bornée et que les fonctions impulsives I; sont bornées.

Alors, il existe un point critique de J, et (NP) posséde au moins une solution.
Preuve - Prenons M > 0et M; >0, j=1,2,....,p tels que
|f(t,u)| < M, pour tout (t,u) € [0,T] x R,

et
|I;(u)] < M;, pour tout ueR, j=1,2,....p.
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I1.5 Probléme non linéaire impulsif

En utilisant le fait que A > —)\y, il existe o > 0 tel que pour tout v € HJ(0,T)

ut)

Jw) = allulZyon +Z/ dt—/OTF(t,u(t))dt

Vv

allully0r) - ZMru )= [ Jutoar

> OfHUHHl 0,7) ZM Hu”Hl(OT 5TM||U||H3(0,T)

7j=1

> afullfor = clulmon

ol ¢ = ﬁZ]_pM + BTM, ¢ > 0. Ceci implique que lim J(u) = 4o0, et J est
”u”Hé(O,T)—)JFOO
coercive. Donc (théoreme 1.12) J a un minimum qui est son point critique. ]

Théoréme I1.3 Supposons que f est sous-linéaire et que les fonctions impulsives I; croissent
aussi d’une maniére sous-linéaire. Si X\ > —\y, alors il existe un point critique de J et (NP)

possede au moins une solution.

Preuve - Soient a, b, a;, b; >0, et v, 7, €[0,1), j=1,2,....,p tels que
|f(t,u)| < a—+blul”, pour tout (¢,u) € [0,T] X R,

et
11;(u)| < aj+bjul”, pour tout uweR, j=1,2,..,p. (I1.14)

Comme consequence, J admet un point critique. En effet : J est coercive car, soit u € H}(0,T),

nous avons
IZP ru(ty)
Z/O |1;(t)|dt < Z/ (a; + bj|t])dt
j=1
1
< ZaJﬂHuHHloT +Za3 H o
et
u(t)
F(tu®) < [ (a+ols)ds
0
bﬂ'y—i—l
< y+1
< aﬁ”“”H&(O,T) + Y1 |
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Chapitre II. Approche variationnelle pour des équations différentielles impulsives
sur des intervalles bornés

T bTﬁ 7+
| IFEu@)ldt < aBTlulyom + = Il for
Alors
T
Jw) > allullyorn - Z / (8)ldt - /0 Pt u()|at

+1
H 510y — @BT lull 23 0,y

> O‘H“H%{é(O,T) - Za]’BHUHH(}(OT Z + 1
j=1 = Vi

bTﬁW—&-l 1
7+1 H HHl 0,T)

> ollulliyor — cllulliion = ZCJHUIHloT) callull g o.m),

bT Y+ b; ﬁ”ﬂ*l =
ol ¢ = il )G = ;G = YiZVa;B + aBT.
Nous avons : lim J(u) = +oo, puisque v < 1,7; < 1, pour j = 1,....., p. [ ]
||u||H(1)<01T)—)+OO

Exemple 6 Soit T = 7w, A > —1,t; € (0,7), et ¢ € C[0,7|. Le probléme impulsif non linéaire
de Dirichlet

—u"(t) + Au(t) = \/|u(t)| + (1), € (0,7);

u(0) = u(mr) = 0;

Au'(ty) =1+ Ju(ty).

admet une solution. Dans cet exemple nous avons : f(t,u) = ¢(t) + |u|2, et I;(u) = 1+ u(t;)

0t @ = 8uPyepo [P, D=1, v=35, a1 =bi =1, 11 = 3.

7 Probleme quadratique impulsif

Nous étudions le probleme impulsif suivant pour A > —\; :
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I1.7 Probléme quadratique impulsif

Ici o : [0,7] — R est continue. Dans ce cas, la fonctionnelle J : H}(0,7) — R est définie

par

L yde- / Ta(t)u(t)dt—;) / " (nydt. (1L15)

Proposition 11.2 La fonctionnelle J : H}(0,T) — R définie par (II.15) est continiment
différentiable. De plus, si les impulsions I; vérifient (11.14) alors elle satisfait la condition de

Palais-Smale.

Preuve - La premiere partie découle de la proposition (II.1). Pour montrer qu’elle satisfait

la condition de Palais-Smale, soit (J (uk))k une suite bornée telle que

lim J'(ug) = 0.

k— 400

Notons d’abord que

3T(uy) — J'(u )y = ;/OT (14 0) -+ Alue 1) dt+32/

j:p T
= Li(ug(ty)ur(ty) — 2/0 o (t)ug(t)dt
j=1

En utilisant le fait que limy_, 4 o J'(ug)ur = 0, (J(uk)) est bornée et que les impulsions I, j =

1,2, ....,p satisfont (I1.14), nous déduisons que

a ) J=p b, Brit! S
¢ 2 Sllullor - 3Za15||uk||H10T —3>_q ],+1 ekl 73 0.7
j=1 Vi
j:
= (a5 + 0B el Bl oy = 28l [ lotolar
C = Sllueldyon - (4Zagﬁ+26 [ lo0lde) el

XL, bputt +1
- Z (BCLJ 41 + b 5%+1)|’uk|’1}1 0,T)’
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Chapitre II. Approche variationnelle pour des équations différentielles impulsives
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a — i+1
¢ > §Huk!lfq;<o,n — callunll g0,y — ;c;HukHZ;ém,T),
. vl
ol c3 = 42?;11’ a; B + 2 fOT o(t)|dt et ¢ = 3a; bjfjil + b; B+,

et par consequent la suite (uy) est bornée dans H}(0,T). Donc il existe une sous suite de (uy)
(pour la simplicité notée egalement (uy)) telle que (uy,) converge faiblement vers u dans Hg (0, T).

Alors la suite (uy) converge uniformement vers u en C[0, 7] ( théoréeme 1.6). En calculant

(' () — /() — ) = g = ull 3y oz + A/OT (un(t) — (b)) dt

Jj=p T

+ 3 (I (uelt) = L) (u() = u(t) = |

=1 0

(u(®) — (1)) (un(t) — u(t))dt,

et comme (J’(uk) - J’(u)) (uk — u) — 0, quand k — +o0, alors
llug — u||§{é(0’T) — 0, quand kK — +o00 et on voit que (uy) converge ( fortement) vers u dans

HY0,T). n

Théoréme I1.4 Supposons que les fonctions impulsives I; sont telles que I;(s) =0 pour s <0
et satisfait (11.14) avec v; € [0,1).
Sio(t) < 0,t € (0,T), alors la fonctionnelle (11.15) a au moins un point critique, qui donne

une solution au probléme impulsif non linéaire de Dirichlet.

Preuve - Considérons le probléeme non impulsif

{ —u(t) + Au(t) = u3(t) + o(t),
u(0) = u(T) =0,

notons que 0 est une sur-solution et une constante ¢ < 0 (pour ¢ — —o0 ) est une sous-
solution. Ainsi, nous avons une solution uy comprise entre 0 et ¢ (voir théoreme 2.1 dans [16]),

et
T

/OT(ué(t))zdt+A/0Tu§(t)dt—/0 a(t)uo(t)dt—/OTug(t)dt: 0.

Ainsi

I=P fuo(ty)
Z/ I;(s)ds = 0.
j=1"0

< 0, pour tout t € (0,7). En effet, si ug(ty) = 0 pour t, € (0,7), alors

De plus, ug(?)
0 < ugi(ty) = o(ty) <0, ce qui est une contradiction.
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I1.7 Probléme quadratique impulsif

Choisissons € > 0 tel que
ug(t;) + ew(t;) < 0 pour tout j =1,2,....,p, w € Hy(0,T), [wl| g0y = 1-

Prenons maintenant w € Hy(0,7), [Jw|gior = 1 et soit Q = B(ug,¢) ( on choisit ¢ > 0
comme ci-dessous).

Soit u = ug + €w, nous avons

p o(t;)+ew(t;) T e T
J(u) = J(ug) +Z/ I;(s)ds — 62/ up(t)w?(t)dt + 7/ (w')?
i1 Juolt) 0 2 Jo
R
2 Jo
p uo(tj)+ew(t; 2 Ae2
— J(up) +Z/ i I;(s)ds — e / wwr®dt + = + 2 [ w2 yar
= Juo(ty) 0 22
e3 [T 300\d
—— t)dt
3 0 w ( ) )
et puisque [;(s) = 0 pour s < 0 et ug < 0 nous avons
2 T e T
T(u) — J(ug) > 7/ dt+—/ w(t)dt — g/ WA (8)dt
0 0

> — — — 3(t)dt.
z 3 Ow(t)dt

L’injection de H}(0,T) C L3(0,T) est continue et il existe une constant cz telle que

2 3 T 2 3
ae® € ae®  €ec
— —— [ WOt > — - —=2.
2 3 Jo 2 3
Nous concluons que pour € < 376“ et = B(uyg, €) nous obtenons inf,coq J(u) > J(ug). D’'un

autre coté, prenons e (t) = sin 7:t. Notons que e;(t) > 0,t € (0,T) et

277'2 T
J(per) = 2T2/ —dt—i——/ sin? dt—,u/ s1n—dt
per (t T t
—1—2/ dt—% 51n37;dt
Maintenant,
|§:/M61(t)] t dt’ < zp: vi+1 bj ’Yj+1(t
2 fy B < [Xagme )+t S o)
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avec v; + 1 < 3 pour tout j = 1,2,.....p. Nous avons grglr J(per) = —oo. Dong, il existe
“w [eS)
uy & Q avec J(uy) < 0.  max{J(up), J(u1)} < inf,eaq J(v). u

Remarque I1.1 Notons que [’on obtient en réalité obtenu deux solutions. En effet, ug est une
solution du probléme impulsif puisque 1;(s) = 0 pour s < 0. D’un autre coté, le point critique
qui est assuré par le théoréme du col (Mountain Pass) correspond a une valeur critique définie

par ing m[%}l(] J(y(t)) ou T est la collection de tous les chemins continus v : [0,1] — X avec
~yel te|0,

v(0) = ug,y(1) = wy. Ceci implique que le point critique donné par le théoréme du col est
différent de ug.

Exemple 8 Soit T =7m,\ > —1,t; € (0,7), et 0 € C[0,7|. Le probléme impulsif non lineaire
de Dirichlet

|
:\
=
+
>
=

t) = u?(t) — sint, t e (0,7),

admet une solution.
Dans cette exemple nous avons :
o(t) = —sint < 0,Vt € (0,7),

L(t) = —u3(t,)0, t; >0;
[1(t1) - O, tl S O
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Chapitre 111

Conclusion

Dans notre travail, nous avons étudié probleme aux limites posés sur les intervalles bornés
par des méthodes variationnelles ainsi que la théorie des points critiques.

Dans un premier temps, nous avons étudié des équations différentielles impulsives sur des
intervalles bornés et nous avons montré la structure variationnelle sous-jacente a une équa-
tion différentielle impulsive. Nous avons pris comme modele un probléeme de Dirichlet avec des
impulsions et nous avons prouvé que les solutions du probléme impulsif minimisent une cer-
taine fonctionnelle (énergie). Aussi, les points critiques de cette fonctionnelle sont en effet des

solutions du probleme impulsif.
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Annexe

Lemme II1.1 (de Fatou) Soit Q un ouvert de RY et soit (f,,) une suite de fonctions de L*(£2)
telle que

1. pour chaque n, f,(x) >0 p.p. sur €.
2. Supy, [o fo(x)dr < oo,
Pour chaque x € 0, on pose f(x) = liminf, . f.(z). Alors f € L'(Q) et

@) < timinf [ £, (@)da.

Théoréme II1.1 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue) Soit Q) un ouvert
de RN et soit (f,) une suite de fonction de L'(2). On suppose que

1) fulx) — f(x), p.p. surQ,

2) il existe une fonction g € LY(Q) telle que pour chaque n, f,(z) < g(x) p.p. sur Q.
Alors f € LY(Q) et || fr — fllor — 0.
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