Chapitre2. Controlabilité

On considére L.: L? (0,T; U) — H ’opérateur linéaire borné défini par :
Lew=[ St — s)Bu(s)ds ; Vu € L2(0,T; U)

L, sera utilisé par la suite pour divers définitions et propriétés.
2.1.2. Controlabilité et notions de Controlabilité
Controlabilité exacte 1

Définition 2.1 Le systeme (2.1) est dit exactement controlable dans H

sur [0, T] st :
Vys € H,3u € L?(0,T; U) : tel que y(T) =y,

Lemme 2.1 La définition précédente est équivalente a : Im(Ly) = H .
Proposition 2.1 Le systeme (2.1) exactement cotrolable dans H

sur [0, T] si et seulement si : 3¢ > 0 tel que :
11l < cllB*S* (Wl 2o, VY € H .. (2.3)

La preuve découle résultat plus génerale le suivant :

Lemme 2.2 Soient V,W, Z des espaces de Banach réflexifs, et F €
LWV,Z),G € L(W,Z) alors on a l'équivalence entre :

1. ImF c ImG ;

2.3y > 0Otelque ||F" y*|

v S YIGT Y llwe, vy € Z7.

Preuve. Onprend F =Idy,G = Ly .Onaalors
T y*=B*S*(.)y*,Vy* € H* . En effet

<y Lyu>=< y",[7S(T — s)Bu(s)ds >
=f0t < B*S*(T — s)y*,u(s) >ds

=< L7Ty",u>,
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etdonc L7y* = B*S*(.)y" .

On suppose que le systéme (2.1) est exactement controlable, et soit
y € ImF = H.Pouryy; = S(T)y, + yilexisteu € L*(0,T; U)
telque y,,(T) = y4,alorsona:

fOTS(t — s)Bu(s)ds = y.

On a Lyu = y. Donc ImF < ImLy , d’apres le lemme précédent nous

avons la relation (2.3).
Inversement on suppose que (2.3) est vérifiée, alors d’apres lem [2.2],
ImF = H c ImLq et par conséquent on a controlabilité exacte .

Remarque. Le systeme (2.1) n’est pas exactement contrélable si un des

opérateurs B, Lt est compacte ou le semi-groupe (S(t));=q est compacte.
Controlabilité faible 2

Définition 2.2 Le systéme (2.1.) est dit faiblement (approximativement)

controlable dans H sur [0, T] si :
Vys € H,Ve> 0,3u € L>(0,T; U) : ||ly(T) — y4lly < =
Proposition 2.2 Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Le systeme (2.1) est faiblement contréolable sur [0, T];

2. Im(Ly) = H;

3. Ker(Ly) = Ker(LyLy ) = {0},

4, (K B*S*(s)y,v>y=0,Vs € [0,T]etVv € U) >y =0;
5

Si le semi-groupe (S(t))s=o est analytique alors on a :

Ulm(AnS(s)B) — HVs € [0,T].

nenN
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Preuve. (1) = (2) :Le systéme (2.1)est faiblement contrdlablesur [0, T']

© Vyq € H,Ve> 0,3u € L*(0,T; U) tel que ||y, (T) — yall 12¢0y < €.
Ona y,(T) = Lrualors Vy; € H Ve > 0,3u € L?>(0,T; U) tel que

Lt @ = Yallizey <& Im(Lr) = H.
(2) = (3) : Supposons (2) etsoity* € H* tel que L7 y* = 0,
onaalors: < y*,Lyu >ppy= 0,Yu € L*(0,T; U)
Cela implique que :
y elmly) = {0}
Donc y* = 0, et comme WL = ker(L7) alors:
ker(L7) = {0}
On calcule ker (L7 Ly ), supposons que :
dx € H:< (L7Ly )x,y >= 0,Vy €H
=>3x € H: <Ly x, Ly y>= 0,Vy €H
Poury = xona:
dx € H:<Lpx,L7x>= 0
=3dx € H: ||[L7x|]] = 0
et comme ker L = {0},x = 0donc ker(L7Ly) = {0} d’ou:
ker(L7) = ker(L7Lr) = {0}.
(3) = (4) : Supposons:

ker(L}) = ker(LyLy) = {0}
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Il est facile de voirque L7y = B*S*(T — s)y,Vy € H.

Si: < B*S*(s)y,v>y = 0,Vs € [0,T]etVv € U

alors : <B*S*(T — s)y,v>y=0,Vs € [0,T],Vv €U
et comme :ker(L7) = {0} donc L7y = 0douy = 0.

(4) = (5) : On suppose qu’il existe s €]0, T[ tel que :

UIm(A“S(s)B) + HVs € [0,T].

nenN
Donc 3y # 0, tel que < y,A"S(s)Bv >= 0,Vvn € N,Vv €U

Alors :

n

aon <y,S(s)Bv >yy= 0,Vv €U

et par I’hypothése d’analyticité on déduit que < y,S(s)Bv >y+xy= 0,

Vv € U et t voisin de s, alors < B*S*(s)y,v> =0,Vv € U,Vs €
[0,T].D’ou B*S* (s)y = 0, cela implique que y = 0, d’ou la

contradiction.

(5) = (2) : Supposons que Im(Lt) # H,alors Iy* # 0 tel que :
T
<y*,f S(T — s)Bvds >y+yy= 0,Vv €U
0

Alors : < y*,S(T — s)Bvds >p+«y = 0,Vs €]0,T],Vv € U,

et donc :

n

d—sn<y*,S(T — s)Bvds >p+wy= 0,Yn € N,Vs € [0,T],Vv € U,
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et alors :
n
<y*,d—SnS(T — s)Bvds >p+wy= 0,Yn € N,Vs €]0,T],Vv € U,
d’ou:

<y*,A"S(T — s)Bvds >y+xy= 0,¥vn € N,Vs €]0,T],Vv € U,

1
ce qui donne : y* € U, Im(A"S(s)B) ,Vs €]0,T]

d’ou U, Im(A"S(s)B) # H.
2.2. Controlabilité locale d’un systeme non linéaire

Définition 2.3 On dit que le systeme x(t) = f(x(t),u(t)),x(t) €
M,u(-) € U.estlocalement Controlabilité au point x, s’il existe un
voisinage A de x, tel que pour tout x; € A, il existe un temps fini T et un

Controle admissible u(:) : [0,T] = U tel que x; = x(T, xq, u(-)).

On ne dispose pas de condition nécessaire et suffisante de Controlabilité
pour un systtme non linéaire. On a une condition suffisante de

Controlabilité locale qu’on peut obtenir par linéarisation .

Théoréme 2.1 Supposons qu’il existe uy, € R™ tel que U soit un

. . . 0
voisinage de uy et f (xo9,uy) = 0. Soient : A = é (%0, Up),

of
B = I (x0,Ug)

Si le rang de la matrice (B, AB, ...., A" 1B) est égal an (c’est a dire que
le systeme linéaire x = Ax + Bu est contrélable), alors le systeme non
linéaire (1) est localement contrélable en x.

Noter que la controlabilite du linéarité n'est pas une condition nécessaire

de controlabilité du systeme non linéaire. En fait pour les systemes non
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linéaires, il existe un critere simple, rappelant le critere de Kalman, qui
permet d’aborder les questions de controlabilité.

Expliquons sur le systeme particulier : x = f(x) + ug(x),|u|] < 1.
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