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   ملخص

يمكه أن يكىن انسثة انشئيسي لإوهياسها. طشيقح انعىاصش  صنضانيحوجىد انتشققاخ في انثىً انخاضعح نتحشيضاخ  إن

تعشض تذيلا واعذا حيث تقذو خاصيح اعتثاس انتشقق تمعضل عه انشثكح، تإضافح، في قاعذج انعىاصش  (X-FEM)انمىسعح  انمىتهيح

 ، دوال تأخز في انحسثان عذو استمشاس الإوتقال عهً طىل انتشقق كزنك انشكم انمقاسب نلإوتقال انخاص عىذ طشف انتشقق.انمىتهيح

في هزا انىسق، هذف هزا انعمم هى دساسح مذي تأثيش انتشقق، طىنه، مىقعه و ميلاوه عهً معاملاخ شذج الإجهاداخ 

. (X-FEM)انذيىاميكيح و عهً انتصشف انذيىاميكي نعىصش تىاء رو تعذيه مه انخشساوح خاضع نتأثيش صنضال تاستعمال طشيقح 

 دج في الإطاس انذيىاميكي انخطي.وانذساسح محذ

 انمىسعح، خشساوح، تصشف ديىاميكي، صنضال. انمىتهيحانعىاصش  طشيقح تشقق، لمات مفتاحية :ك

0. Résumé  

La présence des fissures dans des structures soumises à des excitations sismiques peut être la 

cause principale de leur effondrement. La méthode des éléments finis étendue (X-FEM) propose une 

alternative prometteuse et représente la caractéristique de considérer la fissure indépendamment du 

maillage, en rajoutant, dans la base éléments finis, des fonctions prenant en compte la discontinuité 

des déplacements le long de la fissure ainsi que la forme asymptotique des déplacements singuliers 

au fond de fissure. 

Dans ce contexte, le but de ce travail est d’étudier de l’ordre d’influence d’une fissure,  sa 

dimension, sa position et son inclinaison sur les facteurs d’intensité de contraintes dynamiques et sur 

le comportement  dynamique d’un élément structural bidimensionnel en béton soumis à un 

chargement sismique, en utilisant la méthode X-FEM. L’étude est limitée au cadre de la dynamique 

linéaire.  

Mots-clés : Fissure, Méthode des éléments finis étendue, Béton, Comportement dynamique, Séisme. 

Summary  

The existence of the cracks in structures subjected to seismic excitations can be the principal 

cause of their collapse. The extended finite element method (X-FEM) proposes a promising 

alternative and represents the characteristic to consider the crack independently of the mesh, while 

adding, in the finite elements base, some functions which taking into account the discontinuity of 

displacements along the crack as well as the asymptotic form of singular displacements at the crack 

front.   

In this context, the aim of this work is the study of the crack influence order, its dimension, its 

position and its inclination on the dynamic stress intensity factors and on the dynamic behavior of a 

two-dimensional structural concrete element subjected to a seismic loading, by using X-FEM 

method. The study is limited to the framework of linear dynamic.   

Key words: Crack, extended finite element method, Concrete, dynamic behaviour, seism. 
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                   Principales Notations  

a Longueur de la fissure. 

t Temps. 

c
+ 

La lèvre supérieure d’une fissure. 

c
- 

La lèvre  inférieure d’une fissure. 

Fd Les efforts surfaciques. 

fd Les efforts volumiques. 

u Champ de déplacement. 

σ Tenseurs des contraintes. 

ε Tenseurs des déformations. 

₵ L’opérateur de Hooke. 

ρ La masse volumique. 

n La normale sortante. 

 ̈ Champs d’accélérations. 

Ω Domaine considéré. 

 ̇ Champ de vitesses. 

 ̇ Vitesse de fissure. 

r Première coordonnées locale. 

θ Deuxième coordonnées locale. 

KI, KII, KIII Facteurs d’intensité des contraintes des modes 1, 2, 3 respectivement. 

κ Constante de Kolosove. 

ν Coefficient de poisson. 

ℬr Fonctions angulaires d’enrichissement. 

λ, μ paramètres de Lamé. 

K
cin

 Facteurs d’intensité des déplacements 

Cp Vitesse des ondes de dilatation. 

Cs Vitesse des ondes de cisaillement. 

fI, fII Fonctions universelles. 

e Epaisseur. 

G Taux de restitution d’énergie. 

γs Energie spécifique de création de fissure. 

E
*
 Module d’élasticité effective. 

J Intégral de conteur J. 

ddl Degré de liberté. 

H Fonction heaviside. 

Fl Fonctions singulières. 
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Φ, Ψ Level set. 

Ni Fonctions d’interpolations. 

u
h
 Déplacement approximé par FEM. 

axi, ayi Degrés de libertés d’enrichissement. 

N Matrice d’interpolation. 

B Matrice liant les déplacements aux degrés des libertés. 

ke Matrice élémentaire de rigidité. 

me Matrice élémentaire de masse 

R Vecteur des forces extérieurs. 

ξ Coefficient d’amortissement. 

C Matrice d’amortissement. 

D Matrice de souplesse. 

   ̇  ̈ Déplacement, vitesse, accélération généralisés. 

                Abreviations 

FIC Facteur d’Intensité de Contraintes. 

MLR Mécanique Linéaire de la Rupture. 

FEM Méthode des Eléments Finis. 

XFEM Méthode des éléments finis étendue. 

BEM Méthode des éléments aux frontières 

Élément Tip l’élément qui contient le bot de fissure. 

Élément Split l’élément qui totalement traversé par la fissure. 
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En zones sismiques, les structures sont contreventées abondamment par les voiles. En raison 

des contraintes importantes que subit la structure lors d’un séisme, l’apparition de fissures y est 

inévitable. Selon les situations, ces fissures sont plus ou moins dangereuses. Certaines ne se 

propageront pas, alors que d’autres présentent un risque important. Ces dernières affaiblissent la 

résistance mécanique de la structure peuvent entraîner ça ruine, et être à l’origine de catastrophes 

graves. Afin d’éviter celles-ci, ingénieurs et scientifiques doivent donc être capables de prédire le 

comportement des structures fissurées. 

La sureté des personnes impose évidemment de réparer la structure dans le premier cas. Mais 

il ne faut pas réparer toutes les fissures ; car dans le cas où la fissure n’est pas dangereuse, la réparer 

aura un coût important, et causera un dérangement pour les habitants. Il faut donc savoir précisément 

si la fissure est dangereuse ou pas. En dehors de cas extrêmes (fissure très petite ou très grande), ce 

diagnostic n’est pas facile à poser, car même une petite fissure peut se propager brutalement. Il est 

clair que l’acuité de ce diagnostic est un enjeu important. 
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-Mécanique linéaire de la rupture 

La mécanique de la rupture est la science  qui étudie le comportement des structures fissurées. 

Il s’agit d’un domaine scientifique relativement récent puisqu’il est apparu après la première guerre 

mondiale, notamment avec les études de Griffith en 1920 et d’Irwin et Rice (années 1950-1960). 

Cette théorie postule l’existence d’une énergie de cohésion, qui ne dépend que du matériau. 

Lorsqu’une fissure se propage, l’énergie libérée par la structure est appelée taux de restitution 

d’énergie. On considère qu’il y a rupture si le taux de restitution d’énergie est supérieur à l’énergie 

de cohésion. 

En mécanique de la rupture, l’ensemble des matériaux est divisé en 2 catégories. Ceux dont la 

rupture est dite fragile, c’est-à-dire ceux où la rupture se produit pour une contrainte inférieure à celle 

de la limite d’élasticité [donc avant un certain nombre de phénomènes non-linéaire comme la 

plasticité ou les grandes déformations]. L’étude des matériaux fragiles s’appelle la mécanique 

linéaire de la rupture. Les matériaux dont la rupture n’est pas fragile sont dits ductiles. 

Il peut sembler paradoxal de modéliser le comportement relatif à la fissuration par un modèle 

linéaire. En effet, la présence de fissure implique celle d’une singularité, aussi la contrainte tend vers 

l’infini près du fond de fissure. Or le modèle linéaire est obtenu en faisant l’hypothèse des petits 

déplacements et des petites déformations, ce qui montre une contradiction évidente. Cependant, cette 

théorie donne des résultats intéressants, réalistes et parfois suffisants selon le type d’application 

visée.  

Le concept de Facteurs d’Intensité de Contraintes (FIC) est également une notion importante 

de la mécanique de la rupture. Les FIC sont équivalents au taux de restitution d’énergie, et donnent 

une information supplémentaire sur la sollicitation mécanique de la fissure. En outre, ils sont plus 

souvent utilisés que le taux de restitution d’énergie. 

La mécanique de la rupture trouve notamment ses applications dans les domaines 

aéronautiques, de construction navale, de génie civil, et dans les activités nucléaires…..   

-Méthodes numériques pour la modélisation des fissures 

A côté des expériences de ruptures, qui permettent de connaître la résistance des matériaux, la 

simulation numérique apparaît comme un outil de tout premier choix : elle permet de réaliser autant 

d’expérience que voulu, et de modifier les paramètres physiques, dans les seules limites du logiciel. 

Ainsi la simulation numérique permet de réduire le nombre d’expériences nécessaires. Elle permet 
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aussi parfois de simuler des expériences qui seraient trop coûteuses, impossibles à réaliser, ou même 

dangereuses. 

- La méthode FEM 

En calcul de structure, l’outil de base pour la simulation numérique est la méthode des 

éléments finis. Introduite dans les années 50, elle a montré son efficacité et sa puissance pour 

résoudre de nombreux problèmes en mécanique des solides, mais elle est moins adaptée à la 

modélisation de la propagation de fissure, puisque sa mise en œuvre nécessite des opérations de 

remaillage et de raffinement de maillage assez lourdes, qui peuvent être difficiles à maîtriser.  

- La méthode XFEM 

La méthode des éléments finis étendue, désignée par le sigle XFEM (pour eXtended Finite 

Element Method), est appliquée aux problèmes de mécanique de la rupture depuis 1999. En effet, 

dans cette méthode, la fissure est représentée indépendamment du maillage, par une représentation 

explicite. Le domaine est donc maillé sans tenir compte de la fissure, qui est indépendante du 

maillage. On définit d’abord une méthode d’éléments finis classique sur le maillage. Sur les éléments 

touchés par la fissure, la base élément fini reçoit des degrés de liberté spécifiques pour représenter les 

effets de la fissure : 

– le long de la fissure, pour représenter la séparation du matériau, on multiplie les fonctions de forme 

classiques par une fonction de Heaviside. 

– Sur l’élément contenant le fond de fissure, les fonctions de forme classique sont multipliées par les 

singularités du modèle. 

Cette méthode sera utilisée dans le présent travail. 

- Autres méthodes 

Dans la méthode XFEM, l’idée de l’utilisation de la fonction de Heaviside pour représenter la 

fissure est quelque chose de nouveau et original. Par contre, l’idée d’enrichir la base élément fini par 

la singularité n’est pas nouvelle. Par exemple, la méthode dite de la singularité ("Singular Function 

Method") est antérieure à XFEM, et applique cette idée. C’est une simple méthode d’élément fini où 

la singularité est ajoutée dans la base. Cette méthode permet d’obtenir un taux de convergence 

optimal, au moins en théorie. 
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On distingue d’autres méthodes se rapprochant d’XFEM telles que celles dites "sans maillages" ; où 

celles dites les méthodes des éléments de frontière BEM, où la frontière est seul soumise à la 

discrétisation.  

-La XFEM : son historique  

 L’utilisation de la méthode des éléments  finis étendue bien que récente a connu un vif succès pour 

des cas de fissuration très divers : la rupture par fatigue, la rupture fragile élasto-dynamique, la 

déchirure ductile et la fissuration multiple.  

 La méthode des éléments finis étendue est une idée originale de Belytschko et Black [1],  les auteurs 

ont présenté une méthode pour l’enrichissement des éléments finis pour que les  problèmes de 

propagation de la fissure puissent être résolus avec un remaillage minimal. Möes et al. [2] ont 

éliminé complètement les opérations de remaillage en ajoutant une fonction discontinue dans la base 

d’enrichissement. 

Daux et ces collaborateurs [3] ont proposé le concept de la fonction de jonction pour représenter 

plusieurs fissures branchées. Pour les fissures branchées, ils ont utilisé les fonctions asymptotiques ; 

la fonction discontinue H(x) et une nouvelle fonction J(x) pour tenir compte du branchement. Cette 

technique a été employée pour modéliser les géométries compliquées telles que les fissures multiples 

branchées, les vides et les fissures émanant de trous. Dolbow et al. [4] ont étudié la propagation des 

fissures dans les plaques de type Mindlin-Reissner.  

 Sukumar et al. [5] ont présenté l’implémentation de la XFEM dans la modélisation des fissures en 

trois dimensions. Ils ont démontré l’efficacité de cette technique pour des fissures statiques 

tridimensionnelles, une fonction discontinue a été utilisée pour modéliser la surface intérieure de la  

fissure, et des fonctions asymptotiques dérivées à partir du champ de déplacements bidimensionnel 

pour l’enrichissement des frontières de la fissure.  

Stolarska et al. [6] et Sukumar et al. [7]  ont utilisé la XFEM en conjonction avec la méthode level 

set. 

Belytschko et al. [8] ont présenté une nouvelle technique d'enrichissement pour éviter les difficultés 

rencontrées avec l’ X-FEM original dans des problèmes dépendant de temps. 

Réthoré. [9]  a proposé un arrangement  énergie-conservation pour la propagation dynamique de la 

fissure en utilisant la méthode des éléments finis étendue. Le travail a  proposé une généralisation du 
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X-FEM pour modéliser la rupture dynamique et les problèmes dépendant de temps dans un sens  

général, et il a fourni des preuves de la stabilité de  l'organigramme numérique dans le cas linéaire.  

Menouillard. [10]  a proposé un temps explicite efficace faisant un pas pour la (X-FEM). Il a effectué 

une étude numérique de  l'évolution de l'étape critique de temps pour des éléments avec  des 

discontinuités en déplacement. 

Prabel [11] a étudié la propagation et l’arrêt d’une fissure de clivage dans un acier de cuve REP. 

Prabel et al [12] ont démontré que la modélisation de propagation dynamique d'une fissure dans les 

milieux élastiques-plastique –peut être faite en utilisant l'approximation des fonctions linéaires de 

l’X-FEM. 

Combescure et al [13]  a prouvé que l’ X-FEM est un outil intéressant  pour la simulation simple et 

efficace de la propagation dynamique de fissure. 

Dréau et al [14] a étudié la possibilité pour employer des fonctions de forme d'approximation d'ordre 

supérieur avec X-FEM, quand les géométries incluent des discontinuités arrondies. En  particulier, il 

est intéressé par les surfaces libres  arrondies et les interfaces matérielles. 

-Vibration de plaques fissurées 

La connaissance des fréquences naturelles est un moyen de contrôle non destructif utilisé 

pour connaître s'il y a des défauts dans le matériau où il y a des changements dans la rigidité. 

Cependant, quand les plaques sont en service, des fissures peuvent se présenter à cause de l'impact 

accidentel ou des effets environnementaux. En conséquence, leurs propriétés dynamiques peuvent 

être modifiées. Les fréquences de vibrations diffèrent de celles des plaques sans défaut et des 

facteurs d'intensité de contraintes sont produits. Les structures peuvent alors être abandonnées  à 

cause du grand déplacement causé par la résonance ou par la propagation de la fissure. Différentes 

études ont été entreprises pour déterminer  les propriétés dynamiques des plaques. 

Bachen [15] et Bachene et al. [16] ont utilisé la XFEM  pour décrire le comportement vibratoire des 

plaques fissurées. Les plaques avec fissure centrale et les plaques avec fissure au bord ont été 

traitées.  
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Calcul de FIC dans le cas de fissures stationnaires 

La méthode des éléments de frontières a été largement utilisée pour évaluer les FIC sous 

différents chargements dynamiques et pour plusieurs cas typiques, citons en particulier Wen [17] et 

Wen et al [18, 19]  

Phan et al [20] a déterminé le FIC en 2D par la méthode SGBEM, en utilisant l’algorithme de 

Fourier (FFT) pour le post traitement. 

Doyle et al [21] ont montré, en utilisant la méthode  des éléments finis, que le comportement de FIC 

en fonction de la  fréquence est très semblable à une réponse modale. Cette méthode  implique une 

analyse modale de la plane. Après, une suite de ce travail a été faite par Galenne et al. [22]. Ils  

pouvaient déterminer les facteurs d'intensité  de contraintes modaux calculés par le CTOD.  

Calcul de FIC dans le cas de fissures propageant dans le béton 

Belhamel [23] a contribué pour la détermination de l'énergie  de  rupture des bétons ordinaires.  Cette 

énergie est considérée comme une caractéristique  intrinsèque du matériau à l’état fissuré. 

Le calcul de comportement non linéaire pendant un séisme d’une section d’un barrage à lac vide a 

été effectué par Droz [24].  

La propagation arbitraire en  termes de direction et vitesse de la fissure dynamique en mode mixte en 

béton en utilisant la méthode élément-libre de Galerkin (EFG) est  étudiée par Belytschko et  al. [25]. 

-Cadre de l’étude 

On se place dans le cadre de la mécanique linéaire de la rupture, qui correspond au cas de 

matériaux fragiles. Rappelons que le béton peut être classé dans cette catégorie. Dans ce cadre, le 

modèle de l’élasticité linéarisée est employé. 

On suppose de plus que le matériau est homogène isotrope, et que les fissures sont 

traversantes. Le front de fissure est supposé droit, perpendiculaire au plan moyen de la plane.  

-Objet du mémoire 

On se propose de développer une méthode XFEM qui soit précise, au coût de calcul 

raisonnable afin de déterminer les déplacements, les contraintes et les déformations et par conséquent 
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les fréquences et les modes propres de la structure, et pour laquelle les post-traitements habituels de 

la mécanique de la rupture soient praticables.  

Au niveau des post-traitements de mécanique de la rupture, on se limite au calcul des facteurs 

d’intensité de contrainte pour le cas des fissures stationnaires (Pas de propagation). 

-Organisation du mémoire  

  La thèse est composée de quatre chapitres : le chapitre 1 expose des généralités sur la 

mécanique linéaire de la rupture, le chapitre 2 est consacré à la nouvelle méthode d’analyse 

numérique des structures présentant des fissures : la méthode des éléments finis étendue (XFEM). Le 

chapitre 3 est dédié à l’implémentation numérique de cette méthode. Un intérêt particulier est porté 

au calcul des matrices de rigidité et de masse des éléments discontinus, aussi on met l’accent sur le 

calcul de l’intégral J. Afin de donner une idée sur le degré d’exactitude du programme développé 

dans le traitement de planes fissurés, des études comparatives de validation et paramétriques sont 

effectuées dans le chapitre 4. Le mémoire s’achevé par une conclusion générale et des  

recommandations et perspective pour des éventuelles suites du présent travail.  
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2. CHAPITRE 1 :Rappel de la Mécanique de la rupture dynamique 

         Rappel de la Mécanique de la 
rupture dynamique 
 

 

 

 

 

 

Ce chapitre a pour but de présenter les bases essentielles  de la mécanique de la rupture 

dynamique des fissures. Tout d’abord, la détermination des champs asymptotiques au voisinage du 

front d’une fissure est exposée dans le cadre des milieux élastiques. L’accent est mis 

particulièrement sur les aspects énergétiques de la rupture dynamique, conduisant à la 

détermination de paramètres importants comme le facteur d’intensité dynamique de contrainte et le 

taux dynamique de restitution d’énergie. Le dernier paragraphe est consacré à l’exposition de 

quelques méthodes utilisées pour la détermination de ces grandeurs énergétiques, et en particulier 

l’intégrale indépendante de contour J. 
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I.1.  PROBLEME DE REFERENCE : 

Dans le cadre de la mécanique linéaire de la rupture dynamique, la formulation du problème de 

référence est identique à celui en mécanique des milieux continus, en ajoutant une inconnue 

supplémentaire a qui représente la dimension caractéristique de la fissure. 

 

 

 

 

 

 

Soi Ω un milieu continu, homogène, isotrope, et présentant une fissure. Les deux lèvres de la 

fissure sont désignées par c
+ 

et c
-
, γ1 est la première frontière sur laquelle on impose des 

déplacements ud, et γ2  la seconde frontière sur laquelle on impose des efforts Fd. Avec fd les efforts 

volumiques imposés, u le champ de déplacements, σ le tenseur des contraintes, ε le tenseur des 

déformations, ₵ l’opérateur de Hooke, ρ la masse volumique. 

Le problème de référence est représenté sur la figure 1.1. On distingue deux formulations : 

I.1.1. FORMULATION FAIBLE: 

- On se placera en petites perturbations HRR dans cette étude, alors on peut écrire le problème de 

référence de la façon suivante [9, 26, 27] : 

Pour x ϵ Ω(t), t ϵ [0, T] :       Connaissant :   ,
 ⃗ (    )    
 ̇(   )    
 ( )           

    ,          à trouver ,
 ⃗ (    )
 (   )

 ( )    

  tels que ; 

                ,   - 

 ⃗ (  ,t) =  ⃗ d (1.1) 

      ,   -          

∫   ̈
 

 

       ∫    ( )
 

 

    ∫     
 

 

    ∫     
 

    

   (1.2) 

              ,   - 

Fig 2.1 : domaine considéré Ω 

𝛾  

𝛾2 
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σ(x,t) = ₵.ε(u(x,t)) (1.3) 

      ,   - 

 ̇( )    ̇( ( )  (   )) (1.4) 

I.1.2. FORMULATION FORTE (EQUATIONS LOCALES): 

Ces équations sont composées des équations standards auxquelles s’ajoute la loi de 

propagation de fissure. Le problème s’écrit: 

{
 
 

 
  ⃗   ⃗                                         

  ( ⃗ )                                    2

  ( ⃗ )   ⃗                                   

   ( )       ̈                    

  (1.5) 

et :  ⃗  est la normale sortante. 

Il faut noter que dans le cadre de cette étude,  la fissure est supposée stationnaire (c’est-à-dire pas 

de propagation) et a(t) est constante.  

I.2. FACTEURS D’INTENSITE DES CONTRAINTES  

En présence d’une fissure, un certain nombre de mouvements sont possibles au niveau des lèvres 

de la fissure. Ils correspondent aux trois modes de rupture (ou de sollicitation de la fissure) Fig1.2 : 

 Mode I : Ouverture (ou ré-fermeture) 

 Mode II : Glissement plan  

 Mode III : Glissement anti plan  

 

 

 

 

 

 

 

Le cas réel est une superposition de ces modes et on parle alors de mode mixte ; le 

mode I est le principal acteur de la propagation de la fissure. L’influence de chacun des 

Mode I Mode II Mode III 

Fig 2.2 : Différents modes de rupture 
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modes est quantifiée dans les grandeurs appelées facteurs d’intensité de contraintes définis 

par Irwin en1957. Ces derniers caractérisent l’intensité des champs en pointe de fissure ; ainsi 

pour les contraintes ils sont notés Ki
dyn

, et pour les déplacements Ki
cin

 , où     *      +  

correspond au mode de rupture. 

I.3. ANALYSE ASYMPTOTIQUE 

Au voisinage immédiat du front d’une fissure, les contraintes présentent une singularité en 

  √  c’est à dire lorsque  r → 0  elles tendent vers l’infini comme    √  . Le voisinage immédiat de 

l’extrémité de la fissure est donc la zone la plus critique. Et quand on néglige les termes d’ordre plus 

élevé en fonction de r et quand on ne  considère que les termes en   √  la forme générale du champ 

des contraintes asymptotiques dans un matériau dont le comportement est élastique et linéaire est de 

la forme : 

     
  

√   
   
 ( )   

   

√   
   
  ( )  

    

√   
   
   ( )     

( )
 (1.6) 

Où (r, θ) sont les coordonnées repérées par rapport à l’extrémité de la fissure (Fig1.3). KI, KII, KIII sont 

les facteurs d’intensité de contraintes pour les trois modes fondamentaux de la rupture, fijI  , fijII  , fijIII  

sont des fonctions angulaires dépendent du mode de sollicitation , et σij(1) sont les contraintes 

appliquées au front de la fissure. 

 

 

 

 

 

Fig 2.3 : Définition du repère local au voisinage du front d’une fissure 
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I.3.1 Cas de fissure statique  

En élasticité plane, les champs asymptotiques peuvent être décrits à l’aide de l’approche de 

Westergaard [28] selon le mode de sollicitation considéré : 

a- Déplacement : 

{
 
 

 
     

  
  
 √
 

  
(       )   

 

 
 
   
  
 √
 

  
(         )   

 

 

 2   
  
  
 √
 

  
(       )   

 

 
 
   
  
 √
 

  
(         )   

 

 

  ( 2.7) 

Où :   est la constante de Kolosove définie par : 

                                 {
                            
   

   
                               

  

Remarque : le champ de déplacement se décompose dans la base de fonctions : 

[ℬ   ]  √ [   
 

 
    
 

 
        

 

 
    
 

 
    ] ( 2.8) 

Cette propriété sera utilisée ultérieurement lors de l’étude numérique. 

Et l’expression des facteurs d’intensité des contraintes est :    

          

{
 

          
 

   
√
2 

 
⟦ 2(   )⟧

          
 

   
√
2 

 
⟦  (   )⟧

  ( 2.9) 

Où ⟦  (   )⟧    (   )    (    ) sont les sauts de déplacement au passage de la 

discontinuité. 

b- Contraintes : 

          

{
 
 

 
     

  

√2  
.     

 

2
   
  

2
/    

 

2
 
   

√2  
.     

 

2
   
  

2
/    

 

2

  2  
  

√2  
   
 

2
   
 

2
   
  

2
 
   

√2  
.     

 

2
   
  

2
/    

 

2
            

 22  
  

√2  
.     

 

2
   
  

2
/    

 

2
 
   

√2  
   
 

2
   
 

2
   
  

2
            

  ( 2.10) 

 

Et on obtient une nouvelle expression des facteurs d’intensité des contraintes : 
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          {
         √    22 (   )

          √     2 (   )
  ( 2.11) 

I.3.2 Cas de fissure stationnaire soumise à un chargement dynamique  

Dans ce cas,  les champs de contrainte et de déplacement autour de la pointe de fissure sont 

les mêmes que dans le cas précédent mais le facteur d’intensité de contrainte est dépendant du temps. 

L’expression générale des contraintes est [29] : 

              
  

  ( )

√2  
   
 ( )     

( )
            ( 2.12) 

Où les fonctions angulaires fij
M 
(θ) sont identiques à celles qui sont obtenues dans le cas statique. 

a- Déplacement : 

          

{
 

     
  ( )

2 
 √
 

2 
(       )    

 

2
 
   ( )

2 
 √
 

2 
(         )    

 

2

 2   
  ( )

2 
 √
 

2 
(       )    

 

2
 
   ( )

2 
 √
 

2 
(         )    

 

2

  ( 2.13) 

b- Contraintes : 

          

{
 
 

 
     

  ( )

√2  
.     

 

2
   
  

2
/    

 

2
 
   ( )

√2  
.     

 

2
   
  

2
/    

 

2

  2  
  ( )

√2  
   
 

2
   
 

2
   
  

2
 
   ( )

√2  
.     

 

2
   
  

2
/    

 

2
            

 22  
  ( )

√2  
.     

 

2
   
  

2
/    

 

2
 
   ( )

√2  
   
 

2
   
 

2
   
  

2
            

  ( 2.14) 

I.4. TAUX DYNAMIQUE DE RESTITUTION D’ENERGIE  

Une approche plus globale encore consiste à étudier le bilan des énergies mises en jeu dans le 

processus d’accroissement de la fissure.  

D’après les travaux de Griffith, lorsqu’une fissure avance l’énergie totale du corps diminue d’une 

quantité égale à l’énergie de création des nouvelles surfaces de discontinuité. Pour un corps élastique 

fissuré, le taux d’échange du potentiel énergétique total, correspondant aux développements des 

fissures, s’appelle taux de restitution d’énergie, noté habituellement G et exprimé comme [30]: 

     
    

  

  
 
  

  
         ,  [G]= J.m

-2
 (1.15) 

Où : ΔA=e.Δa est la surface fissurée lors de la propagation de fissure sur la longueur Δa dans une 

éprouvette d’épaisseur e, et ΔU l’énergie dépensée lors de la propagation de fissure. 
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Si on considère γs l’énergie spécifique de création de surface on a : 

  
  

  
     (1.16) 

Par sa définition, G représente ainsi la quantité d’énergie, par unité de longueur de fissure, qui 

est fournie par l’énergie élastique du corps et du chargement externe pour la création des nouvelles 

surfaces de la fissure. 

I.5. RELATION ENTRE LES FACTEURS D’INTENSITE DES CONTRAINTES 

ET LE TAUX DE RESTITUTION D’ENERGIE 

De même qu’en statique le taux de restitution d’énergie et les facteurs d’intensité des 

contraintes sont liés par la formule d’Irwin, il existe une relation semblable en dynamique [31, 27]: 

  
 

  
0(  
   )

2
 (   

   )
2
1 (1.17) 

Où : 

   {
                                
 

   2
                          

  

I.6. EVALUATION NUMERIQUE DES FACTEURS D’INTENSITE DES 

CONTRAINTES 

I.6.1 METHODE DIRECTE : 

C’est une approche locale de mise en œuvre simple ; elle consiste à exploiter directement les 

déplacements du nœud le plus proche de la pointe de fissure, en l’injectant à l’expression 

asymptotique du saut de déplacement à travers la fissure [32]: 

{
 
 

 
 
   

 

   
√
  

 
⟦ 2(   )⟧

    
 

   
√
  

 
⟦  (   )⟧

  (1.18) 
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Une variante de cette approche appelée extrapolation consiste à utiliser plusieurs points 

doubles successifs à partir de la pointe de fissure, et de considérer une approximation du saut de 

déplacement ⟦ ⟧ de la forme [32]: 

⟦ ⟧  √ [   ⃗      ] (1.19) 

Les coefficients α, β sont alors recherchés par la méthode des moindres carrés, de façon à ce 

que la fonction ⟦ ⟧ s’approche au mieux des valeurs de saut de déplacement à la pointe de fissure. 

Les facteurs KI, KII sont alors approchés par les valeurs obtenues par identification avec le terme 

principal de la relation (1.18) : 

{
   

 

   
√    

    
 

   
√    

  (1.20) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

I.6.2 L’INTEGRAL J : 

Afin d’estimer  les facteurs d’intensité des contraintes par une approche plus globale, une 

approche classique consiste à utiliser des intégrales de contour autour de la pointe de fissure. La plus 

célèbre est l’intégrale J de Rice. Cette méthode est censée être plus précise que la précédente (calcul 

direct), à cause de sa stabilité vu qu’elle est de nature globale.  

Fig 2.4 : Notations pour le calcul des Fics par méthode directe (à droit)ou au moyen de plusieurs 

points successifs (B+,B-),(C+, C-),… (à gauche). 
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Rice a montré l’équivalence entre le taux de restitution de l’énergie G et l’intégrale J en 

élasticité linéaire. L’invariance de J vis-à-vis du contour d’intégration ᴦ permet de choisir un contour 

éloigné de la pointe de la fissure afin d’avoir des champs plus stables. 

   ∫ [             
   
   
]

 

 

   (1.21) 

Où : i la direction initiale d’ouverture de fissure supposée x1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Plusieurs méthodes numériques basées sur l’intégrale J existent. Parmi elles la méthode 

d’intégral d’interaction qui la plus compatible avec la formulation de la méthode des éléments finis. 

Considérée par beaucoup de chercheurs comme [9, 33, 34, 35, 36]. 

IV.2.1 Intégrale d’interaction 

a. Calcul Numérique en statique 

Les valeurs des facteurs d’intensité de contrainte sont extraient de l’intégrale J en utilisant la 

technique des intégrales d’interaction développée par Yau, Wang et Corten [33]. Nous considérons 

deux états d’équilibre du corps fissuré. L’état 1 est l’état réel du problème étudié satisfaisant les 

conditions aux limites et l’état 2 est un état auxiliaire fictif. L’intégrale J des deux états superposés 

est :  

  
(  2)
 ∫ *

 

 
.   
( )
    
(2)
/.   
( )
    
(2)
/    .   

( )
    
(2)
/
 .  

( )
   
(2)
/

   
+   

 

 

   (1.22) 

  

Fig 2.5 : Intégral J 

a- En 3D b- En 2D 
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En réarrangent les termes, nous obtenons : 

   
(  2)
   
( )
   
(2)
  (  2) (1.23) 

Où J
(1)

 et J
(2)

 sont les intégrales J des états 1 et 2 respectivement. I
(1,2)

 est l’intégrale d’interaction des 

deux états :  

 (  2)  ∫ [ (  2)       
( )    

(2)

   
    
(2)    

( )

   
]   

 

 

   (1.24) 

Où W
(1,2)

  est l’énergie de déformation mutuelle définir par : 

 (  2)  
 

 
.   
( )
   
(2)
    
(2)
   
( )
/ (1.25) 

D’autre part on a : 

 (  2)  
.  
( )
   

(2)
/
2

  
 
.   
( )
    

(2)
/
2

  
 

 (  2)    
( )
  2
( )
  (
  
( )
  
(2)

  
 
   
( )
   
(2)

  
) 

 

Finalement, nous obtenons : 

 (  2)   (
  
( )
  
(2)

  
 
   
( )
   
(2)

  
) (1.26) 

Où I
(1,2)

 est obtenu par (1.29). Les facteurs d’intensité de contrainte de l’état réel s’obtiennent en 

évaluant l’intégrale d’interaction entre l’état réel et les états auxiliaires successifs judicieusement 

choisi. Nous choisissons les trois états des modes purs asymptotiques de la section 2.2.2. Par 

exemple, si l’état auxiliaire est celui du mode I pur avec   
(2)

 = 1,    
(2)

=0 le facteur d’intensité de 

contrainte du mode I de l’état réel s’obtient directement : 

  
( )
 
 (            )  

 
 (1.27) 
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Et par la même procédure : 

   
( )
 
 (             )  

 
 (1.28) 

Il est souvent souhaitable d’utiliser une forme d’intégrale sur le domaine intérieur à une 

courbe plutôt que sur la courbe elle-même pour évaluer l’intégrale J à partir des champs de contrainte 

et de déplacement obtenus par une méthode numérique. De cette manière, les oscillations parasites 

qui affectent cette solution numérique se trouvent lissées et généralement la précision et 

l’indépendance de l’intégrale J de la solution estimée augmentent. Cette technique est due à Moran et 

Shih [33, 37, 34]. Nous considérons une certaine intégrale sur le contour fermé de la figure 1.5-b où 

l’intégrante est celui de l’intégrale de l’équation (1.24) multiplié par une fonction q [2] : 

 (  2)  ∫ [ (  2)       
( )    

(2)

   
    
(2)    

( )

   
]     

 

 

   (1.29) 

Où : m est la normale extérieure au contour fermé qui vaut n sur Γ2 et −n sur Γ1. La fonction q est 

choisie telle que : 

  {
                             
                             2
                      

  (1.30) 

D’une part, puisque q = 0 sur Γ2 et que l’intégrante est nul sur C+ et C−, l’intégrale sur le contour 

fermé se réduit à une intégrale sur Γ1. 

Par l’application du théorème de divergence, l’intégrale d’interaction sera [2]: 

 (  2)  ∫[   
( )    

(2)

   
    
(2)    

( )

   
  (  2)   ]

  

   
 

 

 

   (1.31) 

Ou par une écriture éléments finis [34]: 

 (  2)  ∑∑2.   
( )    
(2)     

(2)    
( )     

( )   
    /    3 | |    

  

   

  

   

 (1.32) 

Où : eA est le nombre des éléments du domaine d’intégration A, eP est le nombre des points 

d’intégration dans un élément,  | |   est le déterminant de la matrice du jacobienne,    sont les poids 

des points de Gauss. 
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Le domaine A est alors tous les éléments qui sont touchés par une cercle du rayon rd  autour 

du bout de fissure, la figure 1.6-a montre un exemple typique d'éléments pour le domaine  A avec le 

rayon rd. La figure 1.6-b montre la fonction q sur les éléments de A. 

b. Calcul Numérique en dynamique 

Dans le cadre de la rupture dynamique fragile, les facteurs d’intensité des contraintes dynamiques 

  
   

 et    
   

 sont choisis pour représenter la rupture. 

Afin d’estimer ces quantités, les notions définis par Irwin et Rice en statique ont été étendues et 

différentes intégrales de contour ont été exhibées par le passé [28]. 

À partir de l’équivalent pour la dynamique de la relation d’Irwin et de l’équivalent du concept 

d’intégrale d’interaction en dynamique qui peuvent être reliés en choisissant un champ auxiliaire 

approprié, le découplage des modes est réalisable. 

     
 

  
(  
   
  
      

   
  
   ) (1.31) 

où   
   ,    

    sont les facteurs d’intensité des contraintes auxiliaires. 

Et [28, 9]: 

    ( )   ∫    

 

 

[(   
          ̇  ̇ 

   )    (   
               

   )]   

  ∫  

 

 

[(     
          ̈     

   )    (  ̇ 
    ̇      ̇  ̇   

   )]   

(1.32) 

où : (u,σ) sont les champs actuels dépendant du temps et (u
aux

,σ
aux

 )  des champs auxiliaires, A est 

l’aire délimitées par n’importe quel contour Γ entourant la pointe de fissure. 

  

Fig 2.6 : a- sélection des éléments de l’intégrale d’interaction autour la pointe de fissure. b- la 
fonction q sur les éléments d’intégration, tiré de [2] 

a-  b-  
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Et q le champ d’extension virtuelle, est compatible avec la géométrie de la fissure à l’instant t, c'est-

à-dire : q est tangente aux lèvres de fissure, ‖ ‖    sur le front et ‖ ‖    sur Γ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig 2.7 : J-domaine utilisé e pour le calcul de l'intégrale d'interaction en 2D dans le cas dynamique, 

tiré de [9] 
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3. CHAPITRE 2 : XFEM et son emploi en Fissuration Dynamique 

XFEM et son emploi en Fissuration 
Dynamique 
 

 

 

 

 

 

Ce chapitre expose en détail la théorie de la méthode des éléments finis étendue (XFEM) utilisée 

pour la modélisation de structures contenant des fissures préexistantes. La méthode est d’abord 

présentée d'une manière générale, le couplage avec la méthode des courbes de niveaux LSM est 

présenté, ainsi la technique d’intégration numérique et la construction des matrices de masse et de 

rigidité dans le cadre bidimensionnel sont exposées, et enfin on présente le calcul numérique du 

paramètre de fissuration dans le cas statique et dans le cas dynamique avec fissure. 
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II.1. PROBLEMATIQUE 

La modélisation des structures fissurées par l’approche de la mécanique de la rupture est l’un des 

outils essentiels pour prédire le comportement des structures fissurées mises en charge. Un grand 

nombre de méthodes numériques ont été proposées pour modéliser de tels problèmes comme la 

méthode des éléments de frontière BEM, les méthodes sans maillage, les méthodes des éléments finis 

avec des éléments spéciaux…. Cependant, pour utiliser ces méthodes, les frontières des éléments 

finis doivent coïncider avec la fissure, et constitue une difficulté majeure surtout lorsqu’on désire 

étudier la propagation de fissures car de plus un remaillage à proximité du fond de fissure devient 

alors nécessaire à chaque itération. Le maillage est souvent raffiné en pointe de fissure afin de mieux 

évaluer les singularités des différents champs à cet endroit. 

Afin de surmonter ces difficultés l’idée est d’enrichir la base d’interpolation "éléments finis 

classiques " dans l’objectif de résoudre ces deux problèmes. La méthode de partition de l’unité 

(PUM) propose une technique pour augmenter l’espace d’approximation de la solution éléments finis 

et en donnant naissance à la méthode des éléments finis étendus (XFEM). 

II.2. PRESENTATION DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS ETENDUE 

XFEM 

La méthode des éléments finis étendue XFEM « eXtended Finite Element Method » est introduit 

pour la première fois en 1999 par Belytschko, Moës, [1, 2]. C’est une extension de la méthode des 

éléments finis, qui permet de modéliser la présence d’une fissure sans le mailler explicitement 

(Fig2.1). Seul le maillage de la structure sans fissure est nécessaire. Ensuite, la méthode de partition 

de l’unité est utilisée afin d’enrichir l’approximation de l’élément fini standard, par des fonctions 

additionnelles. 

II.2.1 MODELISATION DES FISSURES PAR LA XFEM 

Dans la méthode XFEM, le domaine est maillé sans tenir compte de la fissure, car celle-ci est 

présentée indépendamment du maillage, voir Fig. 2.1. La singularité et la discontinuité  des champs 

au niveau de la fissure sont prises en compte dans l’enrichissement des éléments contenant la fissure. 

On pourra en plus mettre à jour la fissure sans avoir à remailler la pièce (cas de propagation).  

D’abord, on définit une méthode d’éléments finis classique sur le domaine non-fissuré. Puis, sur 

les éléments contenant la fissure, l’espace des fonctions de forme classique est enrichi : on y ajoute 
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des fonctions de forme discontinues et singulières pour représenter respectivement les déplacements 

discontinus à travers la fissure, ainsi que le déplacement singulier autour du fond de la fissure. Lors 

de la propagation (qui n’est pas le cadre de cette étude), il suffit de mettre à jour ces fonctions de 

forme. 

 

 

 

 

 

 

La solution discrète est développée sur une base éléments finis classique, à laquelle on rajoute 

des degrés de liberté spécifiques représentant la fissure. Ces derniers sont de deux types. 

a- Fonctions représentant la séparation du matériau  

Pour représenter la fissure, des degrés de libertés (ddl) représentant le "saut" du déplacement sont 

ajoutés. Ces ddl sont obtenus en multipliant une fonction de forme élément fini classique par une 

fonction de type Heaviside, notée H, et valant +1 ou -1 de part et d’autre de la fissure. Ce produit 

représente une fonction à support limité, et qui représente bien une discontinuité à la traversée de la 

fissure. 

Pour chaque fonction de forme classique dont l’élément support est complètement traversé par la 

fissure, on ajoute une fonction de forme discontinue, voir Fig. 2.2, où les nœuds enrichis de cette 

manière sont marqués d’un carré bleu.  

On aura la solution en déplacement : 

   ∑  
   

    ∑  
    

     (2.1) 

ui nœud avec degrés de liberté classique 

bi nœud avec enrichissements singuliers 

ai nœud avec enrichissements discontinus 

bi ai 

ui 

Fig. 3.2 : Enrichissements 

Fig. 3.1 : Représentation de fissure FEM/XFEM 

Fissure 

A : MEF classique : la fissure coïncide avec les 

interfaces des mailles 

Fissure 

B : XFEM : la fissure est libre. 
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Où : Ni représente les fonctions d’interpolation standards (éléments finis classiques), n  

l’ensemble des nœuds du domaine discrétisé, NJ  l’ensemble des nœuds des éléments traversés par la 

fissure,     le déplacement classique au nœud i,    sont les degrés de liberté permettant de quantifier 

le saut de déplacement induit par la discontinuité. 

b- Fonctions représentant le déplacement singulier dans le voisinage du fond 

de fissure  

Pour le problème d’élasticité linéarisé bidimensionnel, dans le cas d’un matériau homogène 

isotrope, les expressions des champs asymptotiques sont connues et peuvent être exprimés par : 

{
 
 

 
     

  
  
 √
 

  
(       )    

 

 
 
   
  
 √
 

  
(         )    

 

 

 2   
  
  
 √
 

  
(       )    

 

 
 
   
  
 √
 

  
(         )    

 

 

  (1.7) 

En se basant sur ces champs et sur le même principe que pour le saut du déplacement, on peut 

obtenir des fonctions de forme F représentant la singularité de fond de fissure en multipliant les 

fonctions de forme élément fini classique par la singularité ci-dessus. Plus précisément, cette 

singularité est développée sur les 4 fonctions singulières présentées dans la figure 2.3 et exprimées 

par: 

  ( )  {   
 

 
   
 

 
       

 

 
   
 

 
    } 

(2.2) 
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Fig. 3.3 : Les fonctions F, tiré de [46] 
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   Ainsi, dans la méthode XFEM, pour chaque ddl classique de l’élément contenant le fond de 

fissure, on rajoute un jeu de 4 degrés de liberté. Sur la Fig. 2.2, les nœuds enrichis par des 

degrés de liberté singuliers sont notés par un cercle bleu. 

L’expression du déplacement u
h
 approchant la solution exacte u sera : 

   ∑  
   

    ∑   
    

(∑  

 

   

  
 ) (2.3) 

Où : Np l’ensemble des nœuds des éléments contenant la pointe de fissure,   
    sont les degrés de 

liberté agissant sur les fonctions asymptotiques. 

On peut tout de même donner l’expression globale donnant la solution : 

   ∑  
   

    ∑  
    

     ∑   
    

(∑  

 

   

  
 ) (2.4) 

II.2.2 COUPLAGE AVEC LA METHODE DES COURBES DE NIVEAUX (LEVEL SET 

METHOD)  

Dans la version originale de la méthode XFEM, il faut une représentation explicite de la fissure 

[38, 39]. Mais très rapidement, des chercheurs se sont penchés sur l’idée de coupler XFEM avec la 

méthode des courbes de niveau ou « Level-Set Method » (LSM), ce qui est très utile pour repérer les 

éléments à enrichir et  mettre à jour la position de la fissure dans le cas de propagation. 

La LSM est une nouvelle technique développée par Sethian en 1987, permet de localiser et 

modéliser implicitement  le mouvement ou la déformation des interfaces ou des fissures.  

Plutôt que de considérer directement les points de l’interface, on adopte une vision eulérienne du 

problème. Sur une grille fixe, on définit une fonction Φ représentant la distance signée à l’interface 

considérée (équation 2.3 et Fig. 2.4) [26] : 

{

 ( )      ((    )  ) |    |

 ( )  {   (   )   }

‖  ‖   

  (2.5) 
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Où x et xp désignent les coordonnées respectives d’un point courant et du point le plus proche 

situé sur l’interface, et n est la normale à cette interface orientée vers l’extérieur. 

Pour obtenir l’équation d’évolution de la fonction de niveau, il faut remarquer que l’ensemble des 

points appartenant à l’interface vérifie l’égalité : 

 ( )     ( ( )  )    (2.6) 

Dans le cas des interfaces en mouvement ou de propagation de fissure, l’équation de ce 

mouvement est obtenue en dérivant l’équation précédente : 

  

  
   ‖  ‖    (2.7) 

Application sur la représentation de fissures 

Fig. 3.5 : Définition de la géométrie de la fissure depuis le couple de fonctions de niveau (Ψ,Φ) 

Fig. 3.4 : Définition d’une interface ou d’une fissure depuis une fonction de niveau. [26] 
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La fissure est décrite par deux fonctions de niveau orthogonales (Φ, Ψ) : la première localisera 

par son iso-zéro qui est la surface du plan de fissure, et la seconde servira à définir le bout de la 

fissure (Fig. 2.5). Ce c’est est valable aussi bien en bidimensionnel qu’en tridimensionnel. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

        En plus de leur utilité dans la localisation de la fissure, ces deux fonctions servent très utilement 

à suivre la  propagation de la fissure (voir  la figure 2.6), (ce n’est pas l’objet de cette étude). 

II.2.3 INTEGRATION NUMERIQUE 

La technique de quadrature de Gauss est la plus utilisée en FEM pour l’évaluation numérique des 

différentes intégrations. Cette méthode de calcul sera maintenue en XFEM, mais uniquement pour 

les éléments non enrichis. La présence de fonctions discontinues ou singulières dans un élément pose 

donc un problème d’intégration de ces  fonctions, et rend imprécise une intégration conventionnelle 

numérique de cet élément.  

Φ Level Set Ψ Level Set 

Fig. 3.6 : Level set pendant la propagation de fissure forment une orthogonalité entre eux à la 
pointe de fissure, tiré de [49] 

b : Dolboy a : Moës c : Nistor 

Fig 3.7 : Exemples de partitionnement des éléments discontinus 
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L’XFEM prend comme solution de découper les éléments enrichis et d’appliquer à ces sous-

domaines une technique d’intégration classique. Ce découpage se fait soit en triangles (Fig. 2.7.a) [2] 

ou en quadrangle (Fig. 2.7.b-c)  [29] pour lesquels les matrices élémentaires sont ensuite évaluées. 

Remarques : 

– la partition des éléments est réalisée à des fins d’intégration numérique seulement ; aucun degré 

de liberté additionnel n’est introduit dans l’espace ainsi discrétisé. 

– les fonctions de forme étant associées aux nœuds attachés aux éléments “parents”, il n’y a pas 

de contraintes sur la forme des partitions  

– la tache de division des éléments coupés par les discontinuités est réduite à une démarche 

géométrique relativement simple à réaliser. (Utilisation des algorithmes prédéfinis tel que 

l’algorithme delaunay). 

II.2.4. CONSTRUCTION DES MATRICES K ET M 

La construction des matrices élémentaires dans la formulation élément fini classique étant bien 

connue, on va présenter ici, à l’aide d’un exemple simple, les particularités de cette construction dans 

le cadre de la XFEM. Dans cet exemple, l'élément choisi pour la discrétisation est quadrangulaire à 

quatre nœuds. Deux degrés de libertés par nœuds vont être traités.  

 Deux aspects différencient les matrices élémentaires en XFEM par rapport à celle en FEM: la 

présence des degrés de liberté  additionnels, en nombre variable selon la position de l’élément par 

rapport à la discontinuité, et l’intégration des quantités spécifiques (rigidité et masse) sur le domaine 

des éléments coupés. On a choisi donc une zone de maillage (Fig. 2.8) contenant deux éléments 

coupés (E1 et E2), un élément avec 2 nœuds enrichis par la fonction H (E6), un élément avec 2 nœuds 

enrichis par la fonction F (E4)  et un élément avec un seul nœud enrichi par H (E5)  et un seul nœud 

enrichi par F (E5) et l’élément contenant la pointe de fissure (E3). Pour les éléments avec 3 nœuds 

enrichis (qui peuvent apparaître aussi), le raisonnement reste le même. On garde, pour tous ces 

éléments, la numérotation locale pour leurs nœuds.   
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Pour l’élément quadrilatère, les fonctions d'interpolation qui régissent le champ de déplacements 

à l’intérieur du domaine élémentaire sont exprimées avec les coordonnées (ξ,ε) de l’élément de 

référence parent par : 

   
 

 
(     )(     )            (2.8) 

où (ξi, εi) sont les coordonnées des 4 nœuds du domaine parent. 

Pour l’élément E1, le vecteur des déplacements est : 

    {       2  2                       2    2                }
 
 (2.9) 

où (ui, vi) désigne les degrés de liberté classiques, et par (axi, ayi) les degrés de liberté 

d’enrichissement.  

En accord avec l’expression du champ de déplacement en XFEM, la matrice d’interpolation N de 

l’élément E1 s’écrit : 

    [
          2                                    2                          
                 2                                    2                    

] (2.10) 

La matrice B liant les déformations aux degrés de libertés va s’écrire : 

    *

                   2                                                                      2                                                          

                           2                                                                       2                                              
                 2       2                                                  2       2                                  

+ (2.11) 

 

Fig 3.8 : Eléments considérés pour la présentation de la construction des matrices élémentaires 
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Les blocs associés au nœud i, pour la construction de la matrice [N], par exemple, sont : 

  
  [

      
        

],       
  [

       
         

] (2.12) 

où : 

par Ni
u 
  on note le bloc de la fonction de forme classique et par Ni

a
 celui de l’enrichissement H.   

De la même façon, pour la matrice B on aura : 

  
  *

          

           
           

+,      
  *

             

             
             

+ (2.13) 

Ainsi, les matrices (2.10) et (2.11) peuvent s’écrire : 

    ,  
     2

      
      

      
     2

      
      

 - 

    ,  
     2

      
      

      
     2

      
      

 - 

(2.14) 

(2.15) 

De manière similaire, les vecteurs de déplacements nodaux, pour l’élément E6 sont donnés par : 

    [
          2                                    2     
                 2                                    2

] (2.16) 

Qui correspondent aux matrices d’interpolation suivantes en utilisant la notation par bloc :  

    ,  
     2

      
      

      
     2

  - 

    ,  
     2

      
      

      
     2

  - 

(2.17) 

(2.18) 

Pour l’élément contenant la pointe de la fissure E3, les blocs N et B associés au nœud  i sont 

définis comme suit: 

    ,  
     2

      
      

      
     2

      
      

 - 

    ,  
     2

      
      

      
     2

      
      

 - 

(2.19) 

(2.20) 

Où on note par Ni
b 
 et Bi

b
 le bloc de l’enrichissement F : 

  
  [
                    2                                             
                             2                                    

] (2.21) 
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  *

(    )                    ( 2  )                   (    )                   (    )          
           (    )                    ( 2  )                    (    )                (    ) 
(    )  (    )   ( 2  )   ( 2  )   (    )  (    )  (    )  (    ) 

+ (2.22) 

Les matrices élémentaires, de rigidité ke et de masse me, sont construites en ajoutant la 

contribution de chaque sous domaine de partitionnement de l’élément:  

   *

           
   
         
   
      

    

+  ,    *

           
   
         
    
     

     

+          (2.23) 

où : u se rapport aux valeurs éléments finis classique. 

 a se rapporte aux valeurs de l’enrichissement type Heaviside, b se rapporte aux valeurs de 

l’enrichissement type asymptotique 

et tel que :  

    ∫   
  

 
 ₵       , (α, β = u, a, b) . 

    ∫   
  

 
         , (α, β = u, a, b). 

(2.24) 

(2.25) 

₵ est la matrice des coefficients élastiques, et ρ est la densité du matériau. 

II.3. CALCUL NUMERIQUE DES DEPLACEMENTS ET DES PARAMETRES DE 

FISSURATION 

II.3.1 CALCUL EN STATIQUE 

En statique, le problème de référence régi par l’ensemble d’équations (1.1 à 1.5) se réduit à une 

simple équation : 

      (2.26) 

où : K la matrice de rigidité, U le vecteur déplacement et R le vecteur de forces extérieures. 

On peut résoudre cette équation à l’aide de la méthode de l’élimination de Gauss.  

Par la méthode directe, on peut estimer le facteur d’intensité des déplacements en utilisant juste 

les déplacements des lèvres de fissure auprès de la pointe de la fissure (équation 1.18) comme était 
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mentionné dans la paragraphe IV.1 du chapitre 1. Une autre technique existe appelée l’intégrale J de 

Rice et qui permet de calculer le FIC par un contour éloigné de la pointe de fissure. Ce contour 

délimite une Zone appelée Jdomaine ; sur cette zone on a besoin de calculer le champ de 

déformations et le champ de contraintes (voir paragraphe VI.2 du chapitre 1). 

Les déformations sont données par les dérivées des déplacements, la relation liant les 

déformations aux déplacements nodaux s’écrit dans le cas élastique linéaire : 

      (2.27) 

où : B est la matrice contenant les dérivées des fonctions de forme. 

Dans les milieux isotropes, la loi de Hooke permet d’exprimer les contraintes en fonction des 

déformations, par l’intermédiaire de la matrice du comportement ₵. 

  ₵   (2.28) 

II.3.2 CALCUL EN DYNAMIQUE 

Dans le cas dynamique, le système d’équations (1.1 à 1.5) du problème de référence est un 

système d’équations différentielles espace-temps. C’est-à-dire que les grandeurs (déplacement, 

vitesse, accélération) sont définies en fonction de l’espace et du temps. L’approximation éléments 

finis espace-temps permet de résoudre ce type de système par discrétisations spatiale et temporelle. 

Deux méthodes sont possibles : l’intégration directe et la superposition modale. 

II.3.2.1 méthode de Newmark 

Il existe de nombreux schémas temporels pour traiter la dynamique des structures par intégration 

directe (différence centrale, Newmark, Wilson-ζ, Park, Houbolt, …) [40, 41], mais la plus simple et 

la plus répandue reste sans doute celle de Newmark. Elle est basée sur un développement limité de 

Taylor des fonctions temporelles. Newmark suppose les champs de vitesse et de déplacement 

suffisamment réguliers dans le temps de sorte que : 

,
 ̇      ̇  [(   ) ̈    ̈    ]  

          ̇    [(
 

 
  )  ̈    ̈    ]   

2
  (2.29) 
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où :        sont les coefficients de Newmark, Par exemple   
 

2
     

 

 
 correspond à 

l’hypothèse d’accélération moyenne dans l’intervalle, et l’algorithme sera de type implicite et 

inconditionnellement stable quel que soit le pas du temps choisi. 

L’équation d’équilibre dynamique à résoudre est : 

  ̈       ̇                  (2.30) 

Telle que M  la matrice de masse et C la matrice d’amortissement visqueux établie à partir de la 

formulation de Rayleigh telle que [24] : 

           (2.31) 

où : a0 et a1 sont des paramètres tels que: 

0
  
  
1   

    
  2    2

[

     

 
 

  

 

  

] [
  
  
] (2.32) 

où : ξm et ξn sont les coefficients d’amortissement choisis, relatifs aux pulsations wm et wn. 

Nous exposons ici, étape par étape, les différentes séquences de l’algorithme : 

a- Calculs initiaux : 

- Construction des matrices M, K et d’amortissement C. en supposant que ces matrices ont 

des éléments  constants et ne varies pas dans le temps ; c'est-à-dire pas de propagation (cadre 

de cette étude). 

- donner les valeurs initiales des     ̇   ̈ . 

- choisir la valeur du pas du temps Δt, et les valeurs des paramètres       . 

- calcul des coefficients : 

{
   

 

    2
      

 

    
    2  

 

    
      

 

   
     

    
 

  
        

  

 
(
 

 
  )        (   )          

  (2.33) 

- la matrice de rigidité effective  ̂ tel que : 

 ̂            (2.34) 

- triangularaisation de  ̂ . 
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b- pour chaque étape : 

- calcul de vecteur force effectif à l’instant t+Δt : 

 ̂            (      2 ̇     ̈ )   (        ̇     ̈ )  (2.35) 

- résoudre pour l’instant t+Δt : 

 ̂        ̂     (2.36) 

- calcul des valeurs des  accélérations et des vitesses à l’instant t+Δt 

{
 ̈       (        )   2 ̇     ̈  

 ̇      ̇     ̈     ̈    
  (2.37) 

- calcul de KI(t+Δt), KII (t+Δt) par l’intégrale J ou par la méthode directe. 

II.3.2.2 calcul modal 

La méthode d’intégration directe est préférée lorsqu’on a une courte durée (dynamique 

rapide), mais dans le cas où la durée de chargement est grande cas des chargements sismiques par 

exemple, on recommande d’utiliser la méthode de superposition modale, étant donné qu’elle 

découple le problème de plusieurs degrés de libertés à plusieurs problèmes d’un seul degré de liberté. 

a- Fréquences et modes propres de vibrations 

L’équation générale de la dynamique de ce système est donnée par la relation : 

  ̈( )    ̇( )    ( )   ( ) (2.38) 

Dans le cas d’un mouvement libre non amorti devient : 

  ̈( )    ( )    (2.39) 

C’est un système d’équations différentielles ordinaires d’ordre 2 à coefficients constants sans 

second membre. Conformément à la théorie de cette classe d’équations, on peut rechercher alors des 

solutions sous la forme : 

 ( )      (    ) 

 ̈( )    2    (    ) 

(2.40) 

(2.41) 

  est le vecteur d’amplitude, considéré ensuit comme le mode (vecteur propre). 
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En introduisant les équations (2.38) et (2.37), (2.36) devient : 

,  2   -    (2.42) 

On mathématique, ce problème est connu sous le nom de problème (non standard) aux valeurs 

propres. Pour une solution non triviale du système d’équations, le déterminant de la matrice 

résultante K-w²M doit être nul, [42] d’où : 

|   2 |    (2.43) 

Il en résulte une équation polynomiale de degré n en w². Cette équation polynomiale est appelée 

équation caractéristique du système. Pour chaque valeur de w² satisfaisant l’équation (2.40), on 

obtient une solution pour la valeur   . 

Remarque 

Il y a une autre approche appelée la méthode des souplesses ou des flexibilités, où la matrice 

inverse de K est utilisée, appelée matrice de flexibilité du système D. En notant I  la matrice unité 

d’ordre n×n on obtient : 

(   
 

  
 -)    (2.44) 

La matrice DM appelée matrice dynamique du système. Les wi sont les pulsations propres du 

système oscillant, les périodes et fréquences propres de vibrations sont respictivement         et 

        . 

Les oscillations correspondant à ces différentes pulsations sont  les modes propres. 

Les formes de vibrations du système étant constantes, on les représente par un vecteur propre 

adimensionnel dit normalisé. On appelle matrice modale du système la matrice des vecteurs propres 

normalisées :, -  ,        -. 

b- Relations d’orthogonalité : 

Les vecteurs propres présentent des propriétés intéressantes dites d’orthogonalité : 

         Les vecteurs modaux des modes i et j respectivement, on a : 
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(2.45) 

Donc :  

          (2.46) 

Soit la matrice spectrale Ω contenant les carrés des pulsations en diagonale, on peut écrire les n 

solutions de l’équation (2.39) comme : 

          (2.47) 

À partir  de (2.43) et (2.44), on a : 

         (2.48) 

c- Détermination de la réponse instantanée par la méthode de superposition modale 

La méthode de superposition modale pour la détermination de la réponse instantanée du 

système à n ddl vise à exprimer son équilibre via n équations indépendantes et découplées, dans 

lesquelles interviennent exclusivement les caractéristiques dynamiques propre de système. 

Introduisant la transformation de coordonnées [42]: 

       (2.49) 

Où ,  ] est la matrice modale et Z est le déplacement généralisé. 

En remplaçant dans l’équation du mouvement (2.35) il vient : 

   ̈     ̇       ( ) (2.50) 

Soit après multiplication à gauche par la transposé du nième vecteur modal   
  

  
    ̈    

    ̇    
       

  ( ) (2.51) 

Par ailleurs on sait que d’après les relations d’orthogonalité : 

  
                

  
                

(2.52) 
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et : 

  
                 

  
         

2          

(2.53) 

 

Supposons maintenant que [43] : 

  
                           

  
                      

(2.54) 

(2.55) 

. 

   ̈     ̇         ( ) , n=1,2, …. N (2.56) 

ou encore : 

 ̈        ̇    
2   

  ( )

  
 , n=1,2, …. N (2.57) 

Dans ces équations, les grandeurs généralisées doivent vérifier les relations suivantes : 

{
 
 

 
      

    

     
       

   
     

            
  ( )    

  ( )

  (2.58) 

Après normalisation par rapport à la matrice masse, Mn =1: 

 ̈        ̇    
2     ( ) , n=1,2, …. N (2.59) 

C’est un système à n équations différentielles découplées, et les solutions sont fournies par l’intégrale 

de Duhamel : 

 ( )  
 

    
∫ ( )    (   )    ,  (   )-   

 

 

 (2.60) 
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d- Calcul du facteur d’intensité de contraintes modale 

C’est une nouvelle expression proposé au débit par Doyle  et  al [44] et par la suite développée 

par Galenne [22], Cette approche est basée sur la recombinaison linéaire des facteurs d'intensité de 

contraintes modaux calculés par la CTOD « classical crack-tip-opening-displacement», dans un 

environnement éléments finis classique. 

 Dans notre code de calcul, on applique cette approche, mais au lieu de CTOD on utilise 

l’intégral J pour l’évaluation du FIC, et dans l’environnement de l’X-FEM au lieu l’FEM. Il s’agit 

donc de l’originalité de ce travail, étant donné que cette idée est utilisée pour la première fois avec le  

XFEM. Alors, la solution de l’équation du mouvement du dynamique linéaire u(x,t) peut être 

approximé par la relation de décomposition modale : 

 (   )  ∑  ( )  
 

 

   

( ) (2.61) 

 

La précision de la recombinaison modale dépend du nombre M  de modes à prendre en 

considération. Au bout de fissure, le saut du déplacement peut  être décrit par les deux FICs (en 

plan). Soit (N, T) les deux cordonnées cartésiens locales au bout de fissure avec N est la normale au 

plan tangente de la fissure, et T est le vecteur tangente du plan de fissure (Voir paragraphe II.1.1.a du 

chapitre 1) : 

{
  
 

  
 
  (   )     

   
(
 

   
√
  

 
⟦  (     )⟧)

   (   )     
   
(
 

   
√
  

 
⟦  (     )⟧)

  (2.62) 

 

Où r est la distance à partir de bout de fissure, dans le plan (N, T), s est l’abscisse curviligne le long 

de la fissure. Combinant les équations (2.58) et (2.59), on trouve une nouvelle équation pour les FICs 

pour mode I : 

  (   )  ∑  ( )   
 

 

   

( ) (2.63) 

Où   
 ( ) est le facteur modal d’intensité de contraintes de mode i : 
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 ( )     

   
(
 

   
√
  

 
⟦  (   )⟧) (2.64) 

Il faut montrer que cette nouvelle technique proposée dans la présente étude est censée 

donner des résultats prépondérants avec des temps de calcul beaucoup moins importants par rapport 

à un calcul du Fic par les méthodes d’interpolation direct. Ceci est en tirant profil de la simplicité  de 

l’analyse modal ajouté à l’apport de la méthode XFEM par rapport à la méthode FEM classique. 
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4. CHAPITRE 3 :PRESENTATION DU CODE DE CALCUL ET IMPLEMENTATION NUMERIQUE 

PRESENTATION DU CODE DE 
CALCUL ET IMPLEMENTATION 
NUMERIQUE 
 

 

 

 

 

 

Le présent chapitre a pour but de présenter toutes les implémentations numériques des 

développements dans les chapitres précédents. Ces implémentations ont été concrétisées par 

l’élaboration d’un code de calcul développé par nos soins pour l’analyse dynamique des structures 

planes fissurées. Il est écrit en MATLAB. Selon une structure organisée de sorte qu’elle facilite son 

manipulation et sa compréhension.    
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III.1. PRESENTATION DU CODE 

Le programme informatique Dyn-Crack-XFEM est un code éléments finis de type X-FEM 

développé dans le cadre de cette étude pour le calcul des paramètres de fissures stationnaires sous 

chargements dynamiques pour différents configurations des fissures. Écrit en MATLAB (Version 7), 

ce code permet de résoudre des problèmes bidimensionnels de mécanique des matériaux avec et sans 

fissure soumis à des chargements contenus dans le plan d’étude. Les matériaux sont considérés 

linéaires, homogènes et isotropes. 

Pour simplifier l’étude, seul le maillage régulier composé de quadrangle Q4 à quatre nœuds est 

utilisé dans cette étude. Cependant, le maillage triangulaire est employé uniquement pour les sous-

éléments enrichis par X-FEM pour fin d’intégration par la méthode de quadrature de gauss. Malgré 

sa simplicité, ce concept permet de traiter beaucoup de problèmes de configurations géométriques 

différentes en utilisant d’autres types d’enrichissements (pas traité dans cette étude). 

Notons que d’autres volets de ce code de calcul sont en cours d’élaboration au sein de l’équipe de 

recherche LDMM de l’université de Djelfa et censé traiter d’autres problèmes tel que les interfaces 

(inclusions, vides, …).  

III.2. STRUCTURATION DU CODE 

L’environnement MATLAB permet de subdiviser un programme en plusieurs sous programmes. 

Chaque sous-programme a son propre nom avec l’extension (.m), dont l’exécution pourrait être 

indépendante le programmes principal (le gérant) inclut dans ces lignes de commandes les noms de 

ces sous programmes a exécuté avec l’ordre et les paramètres de chaque d’eux.  

Notre programme Dyn-Crack-XFEM de calcul des structures par éléments finis étendus est 

structuré en sous programmes selon l’ordre d’exécution des fichiers suivants :  

–  Le fichier  inputGeo.m permettant l’introduction des données.  

– Le fichier meshingLimites.m décrivant le Maillage, et les conditions aux limites globales. 

 – Le fichier levelset_Enrechi.m décrivant l’identification de la fissure par level set, et la définition 

de l’enrichissement selon la valeur de cette manière. 

– Le fichier Initialize_K.m pour le calcul de la matrice de rigidité. 

– Le fichier Initialize_M.m pour le calcul de la matrice de masse. 
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– Le fichier Essential_Bondary_Condition.m décrivant l’introduction des conditions aux limites dans 

la matrice de rigidité. 

– Le fichier F_Espace.m calcul la distribution de chargement dans la structure. 

– Le fichier C_Fdyna_CAL.m permettant le calcul de la matrice d’amortissement, la variation du 

vecteur chargement dans le temps, et définie des conditions aux limites concernant le déplacement, la 

vitesse et l’accélération initiaux.  

– Le fichier U_dynamic.m permettant la résolution du système d'équation, et le calcul du 

déplacement dynamique par la méthode Newmark implicite. 

– Le fichier Post_Processing.m décrivant le calcul des tenseurs de contraintes et de déformations. 

– Le fichier Calcul_Jdomain_Fic.m décrivant  le calcul de J et des Fics. 

– Le fichier Extrapolation permet  le calcul de FIC par extrapolation. 

– Le fichier Modes_valeurs_Propres.m décrivant le calcul des modes et valeurs propres, et les 

masses effectives.  

–  Le fichier Solution_Newmark.m permet la résolution d'équation de mouvement d’un oscillateur 

simple, et le calcul du déplacement dynamique par la méthode "Newmark implicite". 

–  Le fichier K_modal.m calcule de FIC modal. 

–  Le fichier Initialize_Fstatique.m permet le calcul de la distribution de chargement statique dans la 

structure, et l’introduction des conditions aux limites dans la matrice de rigidité. 

–  Le fichier Resultats.m  permet l’impression des résultats. 

 

Le fonctionnement du code Dyn-Crack peut être résumé par l’organigramme suivant (Fig. 3.1  

et Fig. 3.2). 
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Fig 4.1 : Organigramme général du programme (partie 1) 
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Fig 4.2 : Organigramme général du programme (partie 2) 
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III.2.1 INTRODUCTION DES DONNEES 

Les données sont classées selon trois catégories ;  matériau, géométrie, et chargements 

appliqués. Les données du matériau sont le module d’élasticité E, le coefficient de poisson ν,  l’état 

de sollicitations, le pourcentage d’amortissement ξ. Les données géométriques définissent la 

géométrie de la structure 2D, la position de la fissure existante, et les conditions aux limites. Les 

chargements extérieurs appliqués sont de diverses natures : statiques, dynamiques (séisme, choc, 

impulsion) comme ceux illustrés sur les figures (Fig. 3.3) et  (Fig. 3.4). 

 

 

 

𝑢
𝑔
 𝑔

 

Temps [s] 

Fig 4.4 : Accélérogramme de la composante N-S du séisme de El Centro (18 mai 1940) [43] 

Fig. 4.3 : Quelques types de  forces d’impulsion 
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III.2.2 MAILLAGE ET CONDITIONS AUX LIMITES 

La géométrie de la structure sera complètement définie en précisant :  

- Le nombre d’éléments et le nombre de nœuds ainsi que le nombre de degrés de liberté 

bloqués :definis par les données du problème étudiés.  

- L’ordre de numérotation des nœuds : cet ordre influe directement sur la structure de la matrice de 

rigidité globale et par conséquent sur le temps du calcul requis pour la résolution. Généralement, la 

matrice de rigidité est une matrice symétrique bandée, la largeur L de cette bande est exprémée par la 

relation suivante [15] : 

   (    (   ))    (3. 1) 

où n désigne le nombre de degrés de liberté par nœud, et m, la différence maximale entre les numéros 

de deux nœuds adjacents.   

Alors, pour une matrice de rigidité, on a intérêt  de minimiser la largeur de la bande tout en jouant 

sur l’ordre de la numérotation.  

- Les coordonnées des nœuds : Chaque nœud est défini par ses coordonnées par rapport  

au système global d’axes (x,y). Ces coordonnées sont stockées dans une matrice appelée node de 

taille  

numnode × 2   où   numnode   représente le nombre total de nœuds résultant de la discrétisation. 

 

- La géométrie de chaque élément : Elle est spécifiée en donnant  les numéros des nœuds qui  

le définissent, arrangés dans une matrice de connectivité appelée element, dont le nombre de 

colonnes est cellui des nœuds de chaque élément, et le nombre de lignes est le nombre total des 

éléments. Pour l’exemple de la figure 3.5, la matrice de connectivité est : 

 

 

 

     

[
 
 
 
    
 2  2
  
    
  ]
 
 
 

 (3. 2) 
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        [

    
    
     
    

] (3. 3) 

- Les conditions aux limites : Elles se sont faites par la création des quatre matrices colonnes des 

nœuds des quatre côtés du plan. Pour l’exemple précédent on aura: 

           ,              -  

          ,             -  

         ,           -  

         ,                 -  

(3. 4) 

 

 

1er élément 

2èm élément 

3èm élément 

Fig. 4.5 : Exemple d’un plan discrétisé en vingt éléments, simplement appuyé à la base 

31 32 33,34, 
35,36 

37, 38, 
39, 40 

41 42 43,44, 
45,46 

47, 48, 
49, 50 

1 2 3 4 5 6 

7 8 9 10 11 12 

13 14 15 16 17 18 

19 20 21 22 23 24 

25 26 27 28 29 30 

17 18 16 19 20 

12 13 11 14 15 

7 8 6 9 10 

2 3 1 4 5 
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III.2.3 REPRESENTATION DE LA FISSURE PAR  LA METHODE LEVEL SET : 

Pour notre étude on suppose que la fissure ou chacun de ces fragments est une droite qui est 

definie par deux points. Dans l’X-FEM la fissure est décrite implicitement à l’aide de la métgode des 

level set (LSM). Dans le chapitre précedent on a défini les fonctions de niveaux (LSM) pour les 

sections fermés par la relation (2.3) qui reste la même  pour les interfaces ouvertes, le cas des fissures 

par exemple, ou le rayon de courbure tend vers l’infini.  

{

 ( )      ((    )  ) |    |

 ( )  {   (   )   }

‖  ‖   

  

(3.5) 

 

 
 

Dans l’équation (3.5) , le terme :     ((    )   présente le signe de produit victorièl des 

deux vecteurs (    ) et :   . Le terme  |    | est la distance entre un point M et son projection P 

sur le plan definissant le niveau zéro de level-set. 

la présentation de la fissure se fait par l’intersection de deux level set, ou chacune d’elles 

represente   dans l’équation (3.5): 

- la première Ψ donne la distance entre un point M et le plan perpenduculaire à la fissure en la pointe 

de la fissure, et le signe de cette distance. Dans le cas des fissures centrales cette level set est 

composée de l’intersection de deux level set puisque on a deux pointes de fissure. 

- la deuxième Φ donne la distance entre un point M et le plan de la fissure et le signe de cette 

distance. Il faut noter qu’elle ne dépent pas de la pointe de la fissure. 

 

Fig 4.6 : la distance perpendiculaire dans le LSM pour les fissures. 
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Ψ<0 

Ψ>0 Fissure 

Ψ<0 

Ψ>0 
Ψ>0 

(a) : Fissure centrale (b) : Fissure  débouchante 

Fig 4.7 : Présentation 3D de level set Ψ pour une fissure centrale et une fissure débouchante 

Ψ>0 

Ψ>0 

Ψ<0 Ψ>0 

Ψ<0 

(a) : Fissure centrale (b) : Fissure débouchante 

Fig 4.8 : présentation 2D de level set Ψ en  pour fissure centrale et fissure débouchante 

 

Φ>0 

Φ<0 

Fissure 

Φ>0 

Φ<0 

(a) : Fissure centrale (b) : Fissure débouchante 

Fig 4.9 : présentation 3D de level set Φ  pour fissure centrale et fissure débouchante 
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Les valeurs de ces Level Set à chaque nœuds de la structure vont nous permettre de localiser ce point 

vis-à-vis l’interface considéré (la fissure dans notre cas. De plus, l’utilisation de Level Sets facilite le 

calcul des fonctions d’enrichissement utilisées dans la méthode Xfem. On a vu que celles-ci étaient 

définies de façon à introduire une discontinuité au même endroit que l’interface. Comme cette même 

interface est représentée par le niveau zéro de la fonction Φ, toutes les valeurs d’un côté ou de l’autre 

de l’interface sont soit positives, soit négatives. On peut définir la fonction de type Heaviside par : 

 . ( )/  {
            ( )    

            ( )   
  (3.5) 

La position d’un point par rapport à l’interface est alors donnée par le signe de Φ en ce point. 

En mécanique de la rupture, les fonctions d’enrichissement sont, en général, définies dans des axes 

locaux au fond de fissure (r et ζ). Ces coordonnées sont facilement déterminables à partir des Level 

Set. On utilise généralement deux Level Set orthogonaux au niveau du fond de fissure ce qui 

construit naturellement un système de coordonnées. Dans ce système d’axe local, les arguments des 

fonctions de ramification sont exprimés en fonction des Level Sets. Ainsi, en un point x, le rayon 

depuis le fond de fissure et l’angle entre la tangente à la fissure et ce segment sont donnés par : 

  √  ( )    ( )             
 ( )

 ( )
 (3.6) 

Cette approximation n’est adéquate que dans le cas où la fissure est rectiligne à proximité du fond de 

fissure et pour évaluer des points proches de cette terminaison. 

La sélection des nœuds à enrichir est elle aussi simplifiée par l’utilisation des Level Sets Φ et Ψ. Si 

l’on appelle Φmin et Φmax les valeurs respectivement minimale et maximale de Φ sur les nœuds d’un 

Φ>0 

Φ<0 

Φ>0 

Φ<0 

(a) : Fissure centrale (b) : Fissure débouchante 
 

Fig 4.10 : présentation 2D de level set Φ pour fissure centrale et fissure débouchante 
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élément, alors, si Ψ <0 et Φmin.Φmax ≤ 0, la fissure coupe l’élément et les nœuds doivent être enrichis 

avec la fonction d’Heaviside H. De façon similaire, on peut définir Ψmin et Ψmax sur l’élément. Si, sur 

cet élément, Ψmin.Ψmax ≤ 0 et Φmin.Φmax ≤ 0, alors la pointe de fissure est situé à l’intérieur de 

l’élément et les nœuds doivent être enrichis avec les fonctions de singularité F. 

Pour notre exemple : 

            ,           -  

          ,           -  

(3. 7) 

Les nœuds split sont présentés dans la figure (Fig. 3.2) par étoiles, et les nœuds tip sont présentés par 

des carrés. 

III.2.4 CONSTRUCTION DE LA MATRICE K: 

En présence de la fissure, le calcul des matrices élémentaires sera modifié naturellement. La 

construction de ces dernières dépend du  nombre de nœuds enrichis par élément qui dépend lui-

même du type de la fissure selon  qu’elle traverse l’élément ou pas. Dans un domaine discrétisé, trois 

types d'éléments enrichis peuvent se présenter; les éléments qui sont complètement traversés par la 

fissure où  l'enrichissement par H(x) doit être apporté à tous les nœuds de ces éléments , les éléments 

qui contient le bout de fissure où  l'enrichissement par F(x) doit être apporté à tous les nœuds de ces 

éléments et les éléments qui  ne sont pas traversés par la fissure mais possèdent au moins un nœud 

enrichi par H ou par F. Chacune de ces cas distincts nécessite un traitement numérique particulier.  

III.2.4.1 Numérotation des degrés de libertés fictifs  

En raison de la présence des ddl additionnels, nous employons des nœuds fictifs pour 

manipuler ces derniers. Chaque nœud enrichi  par H, nous ajoutons un nœud  fictif donc 1 ddl, et à 

chaque nœud de bout de fissure enrichis par F, quatre nœuds fictifs sont ajoutés, donc 4 ddl 

supplémentaires. Ces  nœuds fictifs sont numérotés de la façon suivante :  

- On a déjà numéroté les nœuds réels de 1 à numnode. 

- On arrange les points fictifs après les points réels. Alors, le premier point sera numéroté par 

(numnode+1), le deuxième par (numnode+2) et ainsi de suite jusqu’à le dernier point fictif. (Pour 

notre exemple voir la numérotation en rouge sur la figure (Fig. 3.5). 

Dans le cas plan, chaque nœud à 2 ddl, et  le nombre total des ddl sera : 

 



CHAPITRE 3 :PRESENTATION DU CODE DE CALCUL ET IMPLEMENTATION NUMERIQUE 
 

 
52 

total_unknown = 2 ×numnode + 2 × 4 × nbr de points Tip + 2 × 1 × nbr de points Split (3. 8) 

Pour notre exemple  nous aurons total_unknown = 100. 

III.2.4.2 Distribution des points de Gauss 

La présence de la fissure pose le problème de l’intégration numérique des fonctions de formes 

sur la discontinuité, ainsi que la présence de la singularité au niveau de l’élément Tip. L'une des 

solutions est d'augmenter le nombre de points d'intégration de part et  d'autre de la discontinuité et 

auteur de la pointe de fissure, en partitionnant l'élément coupé en quatre sous triangles et l’élément 

Tip en six sous triangles (Fig. 3.11).  

 

 

Ce sous découpage nous aide à disposer les points de Gauss, tout en respectant la 

discontinuité et la singularité. 

III.2.4.3 Construction de la matrice de rigidité élémentaire 

Avec la formulation XFEM, rappelons que la matrice de rigidité élémentaire s’écrit par : 

    ∫   
  

 
 ₵       , (α, β = u, a, b) . (2.22) 

Et comme on a vu dans le chapitre précédent, la matrice B liant les déformations aux degrés de 

libertés est assemblée par deux matrices : B = [ Bfem | Bxfem ] , où Bfem est celle de l’élément sans 

enrichissement, toujours calculée. et Bxfem est celle de l’enrichissement. Cette dernière est évaluée 

uniquement dans le cas où l’élément est enrichi au mois en un nœud. 

- Il faut noter que les déplacements nodaux sont stockés de la manière suivante: 

u = [u1 v1 u2 v2 ... un vn | a1 b1 ... an bn]
T
; (3.9) 

Donc, les degrés de libertés additionnels sont stockés à la fin des vecteurs déplacements, des matrices 

de rigidité et des matrices de masse. Cependant, Les déplacements réels des nœuds sont ceux stockés 

en u global de la (2.numnode)
ème

 composante. 

Fig 4.11 : Sous découpage utilisé pour les éléments Tip et Split 
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I - Pour chaque point d’intégration (ξi, εi), on calcule :  

1. Pour chaque élément du domaine discrétisé, on calcul d’une manière habituelle la partie Bfem: 

-  les fonctions d’interpolations ainsi que leurs dérivées.  

-  la matrice Jacobienne, son inverse et son déterminant.  

-  la matrice Bfem pour ce point d’intégration. 

2. Si l’élément contient un point split (un nœud enrichi par H), on calcule : 

- la fonction H((ξi, εi). 

- la fonction H(x) pour l’élément split. 

-  le premier bloc de la matrice Bxfem pour ce point d’intégration. (l’équation 2.11) 

3. Si l’élément contient un point Tip (un nœud enrichi par F), on calcule : 

- la fonction F((ξi, εi). 

- la fonction F(x) pour l’élément Tip. 

-  les blocs 2, 3, 4 et 5 de la matrice Bxfem pour ce point d’intégration. (L’équation 2.20) 

4. On calcul des valeurs de kij  de l’éq(2.22) correspondant à ce point d’intégration. 

L’algorithme de l’intégration numérique et de la construction de la matrice de rigidité est présenté 

sur la figure 3.12.  

La construction  des matrices globales est ensuite effectuée par assemblage de manière 

classique. Le calcul des matrices de masse se fait de la même manière.  
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Pour chaque élément e 

Détermination de coordonnées des points de gauss et leurs poids 

i=1 

Point d’intégration i 

Calcul du jacobienne J0  

Calcul BFEM  

B = BFEM  

Non  Y a-t-il des points 

enrichis ? 
in=1  

Oui  

nœud in 

BXFEM= [ ] 

in=in+1 

Calcul de BF1 BF2 BF3 BF4 

BXFEM= [BXFEM BF1 BF2 BF3 BF4] 

Le nœud in est-il 

enrichi par H ? 

Le nœud in est-il 

enrichi par F ? Calcul de BH 

BXFEM= [BXFEM BH] 

in>Nbr de pts de 

l’élément 

Non  

Oui  

Oui  

Non  

Non  Oui  

i=i+1 

B= [BFEM BXFEM] 

Ki=Ki+e.BT.C.B.w.det(j0) 

i>N_points_intégration 

K finale 

Non  

Oui  

Fig. 4.12 : Algorithme de calcul de la matrice de rigidité élémentaire 
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La figure 3.13 nous donne une idée sur la composition de la matrice de rigidité globale, (donnée 

pour l’exemple de figure Fig. 3.5) où la partie carrée FEM est une matrice bande conventionnelle. 

Cette partie est la plus dominante notamment pour les maillages fins. Il faut noter au passage que 

cette partie reste inchangée pour le cas des interfaces en mouvement (cas des propagations des 

fissures par exemple). Alors seul la partie restante, la partie X-FEM, qui sera effectuée par ce 

mouvement  qui reste inchangée dans le cas de propagation de fissure et qui est en réalité la grande 

partie de la matrice K sauf pour ce cas où le maillage est grossier.  

 

III.3. CALCUL DU DEPLACEMENT 

Après la construction des matrices globales de rigidité K et de masse M, on introduit dans la 

matrice de rigidité les conditions aux limites par blocage des degrés de libertés concernés. A travers 

la résolution de système d’équation, on obtient la réponse de la structure u. 

En statique et avec  Matlab , le problème est simple. Le déplacement u = R/K est  résolu par 

l’élimination de Gauss.( R(t) est le vecteur force) 

Fig 4.13 : structure de la matrice de rigidité globale (cas de l’exemple traité) 

K FEM K XFEM 
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En dynamique, on a utilisé  deux méthodes de résolution, comme été montré dans le deuxième 

chapitre, la méthode directe de Newmark, et la méthode par superposition modale. Les organigrammes de 

ces deux méthodes sont schématisés dans les figures 3.14 et 3.15 respectivement. 

Remarques : 

1- la méthode directe nécessite de construire la matrice d’amortissement C de même dimension que les 

matrices de rigidité et de masse, ce n’est pas le cas dans la méthode modale où on travaille avec des 

valeurs scalaires. 

2- il faut prendre une grande attention à l’opération d’introduction de conditions aux limites. il faut mettre en 

tête que les phénomènes changent quand ’on est en dynamique.(laissez les conditions limites telles qu’elles 

sont et éviter de faire des déductions). 
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Début 

K, M 

C=a0.M+a1.K 

𝑈  �̇�  �̈�  

Vecteur Chargement P (t). F (x, y) 

Calcul de : a0, a1, a2, a3, a4, a5,  
a6, a7 

(Équation 2.30) 

i=1 

t= t+Δt  

Vecteur force effectif : �̂�𝑎  𝑡  
(Équation 2.32)  

i<Nbr n d’étérations Oui 

i=i+1 

CAL 

Matrice de rigidité effective �̂� 

(Équation 2.31) 

Déplacement : 
𝑈𝑡  𝑡  �̂�𝑡  𝑡 �̂�   

Vitesse, Accélération :  �̇�𝑡  𝑡  �̈�𝑡  𝑡  
(Équation 2.32)  

Fic : K(t+ 𝑡)  

Non 

Fin 

Fig 4.14 : Calcul du Fic par la méthode directe de Newmark 
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Non 

Déplacements modaux  u(j)=V(j) 

J=1 

j<Nbr de modes 

Fics modaux  Kj(s) 

Oui Non 

j=j+1 

Fic modal K (t,s)=  𝑦𝑖 (𝑡) 𝐾𝑗(𝑠) 

Fin 

Début 

K, M 

CAL 

Modes et Valeurs propres V, D 

Matrice dynamique K
-1

M 

Vecteur Chargement F (x, y) 

Vecteur Chargement P (t) 

Vecteur temps t 

Variables généralisés : 

Mg = V
T
.
 
M. V   ,   Kg = V

T   
.K. V 

    accs = V
T
 .F. P

T 

i=1 

Oscillateur simple: ξ(i), Mg(i), Kg(i), accs(i) 

Avec chargement accs variable dans le temps t 

Méthode de résolution : 

 Intégral de Duhamel, Newmark, ou autres. 

i<Nbr de modes Oui 

i=i+1 

Fig 4.15 : Calcul du Fic par la méthode de superposition modale 
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III.4. CALCUL DES FACTEURS D’INTENSITE DES CONTRAINTES 

Le but principal du ce présent programme de calcul (Dyn-Crack-XFEM) est d’évaluer le facteur 

d’intensité des contraintes K considéré comme le paramètre principal caractérisant la fissuration, on 

va montrer ici la mise en œuvre numérique des deux méthodes d’évaluation de K  qui sont déjà citées 

dans le premier chapitre ; la méthode directe et la méthode d’intégral J. 

III.4.1- Méthode directe  

La mise en œuvre de cette méthode est relativement simple, elle est basée sur l’évaluation de la 

différence en saut de déplacement entre deux points adjacents P1, P2 près du front de fissure. Le point 

P1 situe sur la lèvre supérieure de la fissure, et le point P2 sur la lèvre inférieure avec la même 

distance que le point P1 (Fig.3.16). Ces deux points appartiennent à l’élément Tip. 

Supposant qu’on a calculé les déplacements nodaux. Pour l’élément Tip le vecteur déplacement u 

est: 

  ,       2  2             |  
    
2    
    
   2
   2
2  2
   2
   
    
2   
    
    
    
2   
    
 -  (3.10) 

Dans le repère iso-paramétrique, les coordonnées locales des points P1, P2 sont respectivement 

(ε=-1, δ=+1/400), (ε=-1, δ=-1/400). 

  

Pour estimer le déplacement à l’intérieur de l’élément Tip, rappelons l’équation de base de 

l’XFEM 2.2 du chapitre précédent, qui devient dans le cas où les quatre nœuds sont enrichis par les 

fonctions de singularité, (pas des enrichissements H):  

(+1,+1) 

(+1,-1) (-1,-1) 

(-1,+1) 

Fissure 

(Tip element) 

ε 

δ 

P1 

P2 

Front de 

fissure 
r 

Fig 4.16 : élément Tip dans le plan iso-paramétrique 
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   ∑  
   

    ∑   
    

(∑  

 

   

  
 ) (3.11) 

 

1 - pour le point P1 de coordonnées iso-paramétriques (ε=-1, δ=+1/400) calculons : 

- les valeurs des fonctions d’interpolations Ni. 

- les valeurs des fonctions d’interpolations Np. 

- calcul de déplacement u(P1), v(P1)  par l’équation 3.11 

2 – refaire (1) pour le point P2 et estimer u(P2), v(P2).   

3 – calcul du Fic on appliquant l’équation 1.25 

 où : ⟦ 2(   )⟧   (  )   (  ) et ⟦  (   )⟧   (  )   (  ). 

III.4.2- L’intégral J : 

On montre ici les étapes à suivre pour évaluer le facteur d’intensité des contraintes 

numériquement, rappelons qu’on a  dans le cas de fissure stationnaire, ce démarche n’applique plus 

dans le cas de propagation de fissure : 

1 – dessinons un cercle d’origine la pointe de fissure et de rayon r inférieur de la longueur de 

fissure a, ce cercle passe sur un ensemble d’éléments appelé Jdomain, l’intégration de conteur se 

transforme à un intégrale de domaine à l’aide de la fonction q qui a été définit par l’équation 1.35 du 

chapitre 1. Par la quadrature de Gausse on  fait l’intégration sur les éléments de Jdomain, on 

choisissant quatre point de Gauss pour chaque élément (Fig.3.17).  

        ,                     - (3.5) 
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2- détermination des valeurs de la fonction q à chaque point des éléments Jdomain, q prend la 

valeur 1 à l’intérieur du cercle et 0 à l’extérieur comme schématise la figure 3.18. 

      

[
 
 
 
 
        
       
        
       
          ]

 
 
 
 

 (3.12) 

 

3- Initialisation: 

I1 =I2=0, I= [0 0]
T
 , pour faire des sommations itératives.  

Jdomain 

Point de Gauss 

a-La Structure b- Jdomain c- Distribution des points de Gauss 

Fig 4.17 : présentation du Jdomain et la distribution des points de Gauss 

Conteur 

la pointe de fissure 

          q=0 

          q=1 

Fig 4.18 : représentation de la fonction q 
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4- pour chaque élément e de l’ensemble Jdomain, pour chaque point d’intégration (ξi, εi), on 

calcul : 

4.1- les fonctions de formes Ni et leurs dérivés  
   

   
. 

4.2- le jacobien J0 et leur inverse. 

4.3- le vecteur déplacement pour l’élément u= [ufem uxfem]. 

4.4- le graduant H de déplacement u : 

  

[
 
 
 
 
   
  

   
  

   
  

   
  ]
 
 
 
 

 (3.13) 

4.5- on calcule le tenseur de déformations : 

ε = B . u (3.14) 

4.6- on calcule le tenseur de contraintes : 

σ = ₵ . ε (3.15) 

4.7- on calcule le graduant de la fonction q : 

gradq = qnode(élément).
  

  
 (3.16) 

4.8- transformons ces matrices et vecteurs au repère local de fissure (figure 1.9 du chapitre 1): 

Le graduant H de déplacement u au repère local de fissure:  

graddisploc  = QT
T
.H.QT (3.17) 

Le tenseur de contraintes au repère local de fissure: 

stressloc   = QT.σ.QT
T
 (3.18) 

Le graduant de la fonction q au repère local de fissure: 

gradqloc    = QT*gradq
T
 (3.19) 

où QT est la matrice du changement de repère. 



CHAPITRE 3 :PRESENTATION DU CODE DE CALCUL ET IMPLEMENTATION NUMERIQUE 
 

 
63 

Remarque :  

Jusqu’à maintenant, on a calculé le gradiant du déplacement, le tenseur de contraintes, et le gradiant 

de la fonction q dans le repère local de fissure. Pourquoi le repère local ? Puisque nous allons 

multiplié ces grandeurs par les champs auxiliaires de graduant de déplacement et de contraintes qui 

seront évalués dans le repère local. 

4.9- Calculons pour le mode I : 

4.9.1- KI=1 et KII=0 

4.9.2- Pour les champs auxiliaires, on utilise l’équation 1.13 pour estimer le déplacement u1, u2 et 

1.14 pour estimer les contraintes AuxStress. 

4.9.3- on évalue AuxGradDisp le graduant  du champ de déplacement auxiliaire: 

            

[
 
 
 
 
   
  

  2
  

   
  

  2
  ]
 
 
 
 

 (3.20) 

4.9.4- on calcul la matrice AuxEps tel que : 

       

[
 
 
 
 

   
  

 

 
(
   
  
 
  2
  
)

 

 
(
   
  
 
  2
  
)

  2
  ]

 
 
 
 

 (3.21) 

4.9.5- on calcul I1 la partie    
( )    

( )

   
 dans l’équation 1.29 : 

   (         (   )            (   )            (   )            (   ))          ( ) 

 (         (   )            (   )             (   )            (   ))          ( ) 

(3.22) 

4.9.6- on calcul I2 la partie    
(2)    

( )

   
 dans l’équation 1.29 : 

 2  (         (   )            (   )             (   )            (   ))           ( ) 

 (         (   )            (   )            (   )            (   ))           ( ) 

(3.23) 

4.9.7- on calcul l’énergie de déformation mutuelle StrainEnergy par l’équation 1.30 
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 (                                      ) (3.24) 

4.9.8- on calcul l’intégrale d’interaction I par la sommation itérative: 

I(mode) = I(mode) + (I1 + I2 – StrainEnergy.gradqloc(1))*det(J0)*wt (3.25) 

4.10- Calculons pour le mode II : 

4.10.1- KI=0 et KII=1 

4.10.2- Refaire les étapes de 4.9.2 à 4.9.8 

4.11- on calcul les Fics par application des équations 1.32 et 1.33 

Knum = I. E
*
/2 (3.26) 

Où : 

   {
                                   
 

   2
                             

  

Remarque : 

Une copie de listing du code de calcul élaboré est incluse  dans l’annexe I de ce mémoire. 
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5. CHAPITRE 4 :VALIDATION ET EXEMPLES D’APPLICATION  

VALIDATION ET EXEMPLES 
D’APPLICATION  

 

 

 

 

 

Dans ce chapitre, nous testons l’efficacité et la robustesse du programme de calcul élaboré. À cet effet, 

plusieurs exemples de validation seront traités. Les résultats obtenus seront comparés avec d’autres codes tel 

que le SAP2000 (Version 14.0.0) pour les structures planes sains, et Aster (Version default) pour les 

structures planes fissurées. Ensuite, le code sera utilisé pour des applications d’ordre pratique (chargement 

avec des sollicitations sismiques notamment), pour lesquels une compagne d’étude paramétrique sera menée. 

Des observations et des conclusions seront tirées de ces tests. 
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IV.1. VALIDATION 

IV.1.1. MODES ET VECTEURS PROPRES 

Dans cette catégorie d’exemples, la recherche des réponses vibratoires est effectuée en utilisant 

notre programme développé en Matlab (Version 7), organisés par ordre de complexité croissante. 

Afin de donner une idée sur l'ordre de précision de ce programme, plusieurs tests sont effectués sur 

les premières fréquences propres, où nos résultats sont comparés à ceux obtenus par d’autres codes 

tels que le SAP (Version 14.0.0) et ASTER (Version default).  

Exemple 1 : Structure plane encastrée sans fissure. 

Nous considérons en premier lieu l’exemple d’une structure saine (sans fissure) afin de bénéficier 

de la faculté de comparaison avec d’autres codes professionnels tel que le SAP. 

Cet exemple concerne un voile sein en béton, 

encastré au sol avec les caractéristiques 

suivantes (Fig. 4.1): 

- Hauteur : 3m, Largeur : 1m, Epaisseur 0.15m. 

-Matériau élastique linéaire de module 

d’élasticité E=30 000 MPA, ν=0.18, et de masse 

volumique ρ=2400kg/m
3
. 

Nos résultats sont comparés à ceux obtenus par 

le logiciel SAP (Version 14.0.0). Le tableau 4.1 

résume les résultats obtenus :  

Tab.  5.1 : Fréquences fondamentales d’un Voile sain encastré au sol (en Hz). 

Identification SAP Présente Etude Erreur % 

 Mode 1  59.01 59.10 0.16 

Mode 2 274.14 274.80 0.24 

Mode 3 294.97 295.00 0.01 

Mode 4 605.05 607.50 0.40 

Mode 5 881.48 882.50 0.12 

Mode 6 934.94 940.50 0.59 

Mode 7 1235.70 1241.90 0.50 

Mode 8 1332.30 1339.60 0.55 

Fig. 5.1 : Voile sein encastré au sol.  
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D’après cette comparaison en termes de fréquences propres où de pourcentage d’erreur (en 

concéderons le SAP comme référence) n’excède pas 0.59 % pour les huit premiers modes, nos 

résultats dans le cas d’une structure plane sans fissure sont donc considérées comme acceptables.  

Exemple 2 : Voile encastré avec fissure débouchante. 

Ce deuxième exemple concerne un voile en béton avec une fissure débouchante. Le côté 

inférieur étant encastré (Fig. 4.2). Les caractéristiques de cette structure sont: 

- Hauteur : 30m, Largeur : 10m, Epaisseur 0.15m, la fissure est supposée de longueur a=5m. 

- matériau élastique linéaire de module d’élasticité E=30 000 MPA, de coefficient de poisson ν=0.18, 

et de masse volumique ρ=2400kg/m
3
. Le maillage utilisé est de 30x50 éléments. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Dans cet exemple nos résultats sont comparés à ceux d’une modélisation éléments finis 

classique obtenue par le logiciel Aster (Version default) [45]. Les pourcentages d’erreurs seront donc 

calculés par rapport à cette modélisation (modélisation de référence). 

Une autre modélisation X-FEM effectuée par ce même logiciel Aster sera également 

comparée à la modélisation de référence, Les deux pourcentages d’erreur obtenus seront alors 

comparés entre eux. 

Le tableau (4.2) résume les résultats obtenus : 

Fig. 5.2 : Voile encastré : Maillage, Conditions aux limites. 

L 
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Tab.  5.2 : Fréquences fondamentales d’un voile encastré avec une fissure débouchante (en Hz). 

Identification Code Aster 

FEM 

Présente Etude Erreur % Code Aster 

X-FEM 

Erreur % 

Mode 1 7.005 6.940 -0.93 6.902 -1.47 

Mode 2 24.895 24.660 -0.94 24.984 0.36 

Mode 3 41.820 41.790 -0.07 41.143 -1.62 

Mode 4 84.905 84.530 -0.44 84.661 -0.29 

Mode 5 106.179 105.830 -0.33 103.269 -2.74 

Mode 6 134.298 134.080 -0.16 135.242 0.70 

Mode 7 166.198 164.380 -1.09 165.284 -0.55 

Mode 8 181.048 180.880 -0.09 181.556 0.28 

 

Les pourcentages d’erreur sont quantitativement similaires comme le montre le tableau (4.2), 

Ce qui preuve que les résultats obtenus avec notre programme XFEM sont fiables. 

Exemple 3 : Structure plane avec fissure débouchante sur appuis  simple  

Après ces validations de notre code X-FEM on veut dans cet exemple voir les performances 

du logiciel SAP dans la modélisation de fissures avec l’utilisation de son mailleur automatique. 

Rappelons que le SAP n’est pas conçu pour ce type de modélisation. 

Fig 5.3 : Structure plane avec fissure débouchante, modélisation élément finis classique. 
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Reprenons l’exemple précédent avec une plaque en acier installée sur des appuis simples 

(Fig. 4.3) contenant une fissure débouchante avec les caractéristiques suivantes : 

- Hauteur : 2m, Largeur : 1m, Epaisseur 0.15m, longueur de fissure a=0.20m. 

- Module d’élasticité E=210 000 MPA, ν=0.3, ρ=7800 kg/m
3
 (déformations planes). 

Les résultats sont ressemblés dans le tableau (4.3): 

Tab.  5.3 : Fréquences fondamentales d’une plaque avec appuis simple et une fissure débouchante (en Hz). 

Identification présente Etude SAP % d’erreur 

Mode 1 164 158 -3.55 

Mode 2 415 415 -0.12 

Mode 3 660 631 -4.47 

Mode 4 1010 977 -3.23 

Mode 5 1698 1648 -2.93 

Mode 6 1884 1798 -4.59 

Mode 7 2119 2105 -0.68 

Mode 8 2330 2298 -1.38 

 

Vu que le SAP n’a pas d’outils particuliers pour modéliser la fissure nos résultats seront 

considérés comme la référence.   

À partir du tableau 4.3, les pourcentages d’erreur obtenus pour le SAP peut atteindre 4.59% 

pour les huit premiers modes. Alors, On peut conclure que malgré que le SAP a raffiné le maillage 

vers la pointe de la fissure, il reste relativement incompétent pour décrire la singularité des champs 

des déplacements et des contraintes dus à l’existence de la fissure. 

IV.1.2 FACTEUR D’INTENSITE DE CONTRAINTES DYNAMIQUE : 

Après avoir validé le code au stade de l’analyse vibratoire (calcul des fréquences propres), il 

reste encore une autre étape de validation qui est nécessaire pour notre travail. Il s’agit du calcul des 

facteurs d’intensité de contraintes dynamiques (FICD) des structures fissurées soumises aux 

différents chargements dynamiques. Ce facteur est un paramètre crucial pour évaluer la résistance 

d’une structure fissurée à la rupture. 
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Exemple 4 : Plaque rectangulaire tendus des deux côtés par un chargement impulsif 

avec fissure centrale. 

C’est un exemple de référence traité par plusieurs auteurs  [17, 18, 20]. Dans cet exemple on 

traite l’évolution des facteurs d’intensité des contraintes dynamiques en fonction de temps dû à un 

chargement impulsif uniforme (Fig. 4.4-b). Ce chargement est appliqué dans le sens perpendiculaire 

à la fissure (ζ=0). La plaque est considérée rectangulaire de largeur 2L=0.02 m et de longueur 

2H=0.04 m avec une fissure centrale de longueur 2a. Les rapports H/L et a/L sont respectivement 2 

et 0.24. Les caractéristiques matérielles de cette plaque sont : E=210 000 MPA, ν=0.3, ρ=5000 

kg/m
3
. La figure 4.4 schématise l’exemple et le type de chargement (Chargement Saut). 

 

Pour cet exemple, on a combiné les deux méthodes de calcul de réponses (Directe de 

Newmark et analyse modale) avec les deux méthodes d’évaluation du FICD (Saut de déplacement 

direct SD et Intégrale J). Donc on a quatre méthodes de calcul qui sont : 

 Méthode de calcul : Newmark – SD. 

 Méthode de calcul : Newmark – Intégral J. 

 Méthode de calcul : Modale – SD. 

 Méthode de calcul : Modale – Intégral J. 

Les résultats obtenus par notre code X-FEM (en utilisant les quatre méthodes citées plus haut) 

en terme du FICD KI adimensionnel (KI/(σ0(πc)
(1/2)

) )  sont comparés avec les résultats trouvés par la 

technique de fonctions de poids (WFM) et la technique des éléments de frontières indirecte (IBEM) 

développées par Wen[17, 18]. 

Fig 5.4 : a- plaque rectangulaire avec fissure centrale, b- Chargement dynamique. 

(a) (b) 
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À partir de ce graphe, on peut tirer les remarques suivantes : 

 sur l’intervalle de temps de 0 à 2.5 μs, le FICD est nul malgré l’application du chargement. 

Donc la pointe de fissure est encore au repos et les ondes de chargement ont besoin de cet 

intervalle de temps pour arriver du bord de la plaque jusqu’à la pointe de fissure. sachant que 

la vitesse de ces ondes dans ce matériau est c1=0.743 cm/ μs. 

 sur l’intervalle de temps de 2.5 μs à 3.5 μs, le FICD est augmenté à cause de l’arrivé des 

ondes de chargement à une lèvre de la fissure et pas l’autre.  

 sur l’intervalle de temps de 3.5 à 5 μs, le FICD augmente lentement, et cela est dû au 

mouvement simultané des lèvres de fissure, rappelons que le FICD à une relation directe avec 

l’ouverture des lèvres de la fissure. 

 14 μs est le période fondamentale de cette structure. 

 À l’instant 6.3 μs on observe le pic du FICD. 

 En terme de concordance avec les résultats de la littérature, les résultats obtenus par les 

différents méthodes de calcul sont indifféremment concluants. 
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Exemple 5 : L’effet de type de chargement sur les FICD. 

Pour estimer l’effet du type de chargement sur le FICD on reprend l’exemple 4 avec deux 

types de chargement : chargement Saut (Fig. 4.6-a) et chargement impulsif triangulaire (Fig. 4.6-b). 

Le temps pris dans ces exemples est adimensionnel exprimé par  ̅         où H est la demi hauteur 

et C1 est la vitesse des ondes longitudinales. Pour le chargement impulsif triangulaire, on prend t1=1, 

t2=2. 

Les résultats sont comparés avec ceux de Wen [17] utilisant la technique (IBEM) : 

La figure 4.7 montre que nos résultats sont en bonne corrélation avec ceux de Wen [17]. Par 

rapport à un chargement saut, on remarque que le chargement impulsif triangulaire amène à réduire 
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le pic (la valeur maximale) du FICD et engendre des valeurs négatives (tendance à refermer la 

fissure).  

Exemple 6: Plaque rectangulaire avec fissure centrale inclinée [19] 

Dans le but  de valider le programme développé pour le traitement des fissures en mode 

mixte, on prend la même plaque de l’exemple précèdent avec une fissure centrale inclinée d’angle 

ζ=45° (Fig 4.4-a).  

D’après le graphe de la figure (4.8), notre code de calcul prévoit bien le FICD du mode I (ouverture-

fermeture) KI que le FICD du mode II (glissement plan) KII, vu la bonne concordance de nos 

résultats avec ceux obtenus par Wen [19] utilisant la méthode IBEM. 
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IV.1.3 ETUDE DE TEMPS DE CALCUL ET DE LA CONVERGENCE. 

Dans cette section, nous voulons mettre en évidence le temps de calcul et l’évolution de la vitesse 

de convergence entre les quatre méthodes citées précédemment ; Newmark-Intégral J, Newmark-SD, 

Modale-Intégral J, Modale- SD. 

 

Sur la figure (4.9), on observe que la méthode Modale-Intégral J est la plus couteuse en temps de 

calcul des valeurs propres et de l’intégrale J, qui sont des calculs nécessitant de plus grand nombre 

d’opérations de calcul et par conséquent ils consomment une grande partie du temps de calcul. Par 

contre la méthode Newmark-SD est la moins couteuse. 

Il faut noter qu’avec l’analyse modale le temps de calcul est plus grand par rapport à un calcul par 

résolution directe tel que la technique de Newmark uniquement pour le cas d’un chargement de 

courte durée. Ceci veut dire qu’avec d’autre chargements de longue durée (tel que les sollicitations 

sismiques) le temps de calcul sera sensiblement plus réduit avec l’analyse modale étant donné qu’on 

aura besoin de calculer les valeurs et les vecteurs propres qu’une seule fois. 

Les deux autres méthodes de calcul ont des temps de calcul comparables avec un léger avantage à 

la méthode modale –SD à cause de la complexité relative au calcul de l’intégral J par rapport au 

calcul du SD. Cependant, la complexité de calcul modal devient plus imposant pour les grands 

maillages (après 1800 éléments). 

Fig 5.9 : Temps de calcul des quatre méthodes dévloppées en fonction du nombre d’éléments. 
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Pour la convergence de ces méthodes on a calculé le FICD KI pour la structure plane de l’exemple 

4 avec plusieurs maillages, et on a comparé les résultats avec la valeur donnée par Wen [17]. Les 

résultats sont représentés sur la figure 4.10.  

 

Les méthodes basées sur l’intégral J convergent plus rapidement que celles basées sur le saut de 

déplacement (SD).Sachant que la méthode de l’intégrale J est de nature globale (évaluée sur 

plusieurs éléments autour de la pointe de la fissure). Cependant il faut éviter son utilisation pour les 

maillages grossiers qui provoquent son éloignement du bout de la fissure. Ce qui affecte la précision 

de la méthode. 

IV.2. EXEMPLES D’APPLICATIONS 

IV.2.1. ETUDE PARAMETRIQUE DE L’EFFET DE L’EXISTENCE D’UNE FISSURE SUR  

LES MODES PROPRES 

Après avoir validé le modèle développé, une étude de cas est réalisée. La structure objet de cette 

étude est un voile en béton contenant une fissure, et encastré à la base et libre au sommet (fig.4.11). 

La masse volumique du matériau est alors prise ρ=2400 kg/m
3
, le module d’Young E=3 x 10

10
 N/m

2
. 

Fig 5.10 : FICD obtenus par les quatre méthodes dévloppées en fonction du nombres d’éléments. 
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Le coefficient de Poisson ν=0.3. Avec a : la longueur de fissure, α : son inclinaison, H : la hauteur du 

voile, et L : son largeur.   

L’objectif de cette application est de voir l’influence de la position de la fissure (débouchante ou 

centrale), de son inclinaison par rapport à la base et de sa longueur sur le comportement vibratoire de 

la structure. 

 

IV.2.1.1 Fréquences propres 

Un calcul des fréquences propres de la structure était réalisé pour différentes longueurs et 

inclinaisons de la fissure. Cette fissure est pris dans un premier cas au bord de la structure et puis au 

centre. Nous pouvons résumer ce qui a été obtenu comme suit : 

a – Effet de la longueur de la fissure : 

L’effet de la longueur de la fissure, débouchante ou centrale, a été testé dans cette partie. Pour 

chaque longueur relative (a/L) allant de 0.05 à 0.95, nous avons déterminé les fréquences propres des 

cinq premiers modes (fig. 4.12).   

Fig. 5.11 : Shéma de l’application traitée : (a) Fissure débouchante, (b) Fissure centrale. 
  

(b) Fissure centrale (a) Fissure débouchante 
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Une lecture des courbes obtenues présentant les fréquences propres en fonction de la longueur de 

la fissure montre qu’autant la longueur de fissure augmente les fréquences propres diminues. Cette 

constatation est plus significative pour les modes supérieurs. Alors, avec la longueur de la fissure la 

structure perte sa rigidité. 

b – Effet de l’inclinaison de la fissure : 

Le deuxième paramètre pris dans cette étude est l’effet de l’inclinaison de la fissure par 

rapport à l’horizontale. Les figures 4.13.a et 4.13.b présentent la variation des fréquences propres 

pour différentes valeurs de l’angle d’inclinaison.  

 

 

 

 

 

 

FIG 5.12 : Fréquences propres de cinq premiers modes en fonction de la longueur de fissure, angle 

d’inclinaison α=0: (a) fissure débouchant, (b) fissure centrale. 
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Concernant l’effet de l’inclinaison de la fissure, nous remarquons que globalement les fréquences 

présentant une prépondérance en translation selon x et y respectivement, augmentent avec 

l’augmentation des angles d’inclinaisons. Ceci est dû à la réduction de la composante horizontale de 

la fissure qui est a cosα. Ce qui confirme le résultat de la section précédente. Nous pouvons aussi 

ajouter que la croissance dans les fréquences du mode 2 est plus importante que celles du mode 1 

pour des angles d’inclinaisons supérieures à 45°.  

A la différence du constat précédent, les modes 3 et 4, qui sont des modes en flexion, ont montré 

pour la fissure débouchante une décroissance dans les valeurs des fréquences propres avec la 

croissance des angles d’inclinaisons. Ceci peut  être dû à l’apparition, pour ce type de fissure, des 

modes transversaux affectés par la composante verticale de la fissure a.sinα. 
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IV.2.1.2 Modes propres  

Pour voir l’effet de la présence de fissure sur les déformées modales dans les deux sens X et 

Y, on prend le cas d’une fissure débouchante horizontale (α=0) avec deux longueurs de fissure 

relatives a/L=0.25 et 0.50. On compare les déformées modales de la ligne centrale de la plaque avec 

le cas témoin de la plaque sans fissure. 

 

 

L’allure des modes propres (Fig. 14.6.a) montre une indépendance des déformées modales 

selon les deux sens X et Y dans le cas sans fissure, mais avec la présence de la fissure les modes 

déformées deviennent couplées. Ceci prouve que l’existence des fissures n’affecte pas uniquement 

les fréquences quantitativement, comme on la déjà montré dans la section II.1.1, mais aussi les 

déformées modales qualitativement. 
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Fig. 5.14 : Mode propres de quatre premiers modes : (a) Structure non fissurée, (b) Structure avec 

fissure et a/L=0.25, (c) Structure avec fissure et a/L=0.50. 
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IV.2.1.3 Masses modales effectives 

Afin de bien comprendre et quantifier l’effet de l’existence de la fissure sur le couplage des 

modes, il serait très commode de calculer le pourcentage de la masse effective dans les deux sens X 

et Y. 

a – Effet de la longueur de la fissure : 

Le calcul de la masse modale effective est réalisé pour les deux cas de fissure débouchante et 

centrale, et ce pour deux longueurs relatives de la fissure normalisées a/L=0.4 et a/L=0.8. Les 

résultats obtenus sont comparés avec le cas référence (témoin) d’une structure sans fissure : 

En commentant les résultats obtenus concernant les masses modales pour le cas sans fissure on peut 

dire que : 

- le mode N°1 est prépondérant dans le sens X  

- le mode N°2 est prépondérant dans le sens Y 

a. Fissure  débouchante  

b. Fissure  centrale 

Fig 5.15 : Variation de pourcentage de la masse modale effective de six premiers modes propres dans les 
deux sens X, Y en fonction  de la longueur de la fissure : (a) fissure débouchante, (b) fissure centrale 
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- le mode N°3 est prépondérant dans le sens X 

- le mode N°4 est prépondérant dans le sens X 

- le mode N°5 est prépondérant dans le sens X 

- le mode N°6 est prépondérant dans le sens Y 

Si on part de l’hypothèse que 80 % de la masse modale effective est suffisante pour prédire le 

mouvement, deux modes dans la direction X (modes 1 et 3) et un seul mode dans la direction Y (le 

mode 2) suffisent pour prédire le mouvement de la structure seine (sans fissure).  

Mais avec l’existence de la fissure débouchante (a/L=0.4) on a besoin de trois modes X au lieu 

deux, et quatre modes Y au lieu de un, pour atteindre le pourcentage de 80% de la masse modale 

effective. Ce nombre de modes augmente avec la longueur de la fissure, et les modes supérieurs 

deviennent de plus en plus importants. En prenant leurs parts du mouvement.  

On peut aussi constater qu’il y a des modes qui changent leurs directions avec l’augmentation de 

la  longueur de la fissure. 

Dans le cas de la fissure centrale on a remarqué que seulement deux modes X (N°1 et N° 3) et 

seulement deux modes Y (N°2 et N° 5) ont le grand part de mouvement. 

Le phénomène de couplage des modes est plus remarquable dans le cas de la fissure 

débouchante.  
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 b –Effet de l’inclinaison de la fissure : 

On calcule ici la masse modale effective par les deux types de fissure débouchante et centrale, 

et ce pour trois angles d’inclinaison 15°, 45° et 75°. Les résultats sont regroupés sous la forme 

des histogrammes de la figure (4.16).  

 

 

D’après la figure (4.16), l’effet de l’inclinaison sur le pourcentage de participation des masses 

modal n’est pas très significatif et ce pour les différents longueurs et types de fissures.  

 

 

a. Fissure  débouchante  

b. Fissure  centrale 

Fig 5.16 : Variation de pourcentage de la masse modale effective de six premiers modes propres dans les 

deux sens X, Y en fonction  de l'inclinaison de la fissure : (a) fissure débouchante, (b) fissure centrale 
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IV.2.2 EVALUATION DU FICD DANS LE CAS DE CHARGEMENT DE NATURE 

SISMIQUE 

Dans cette deuxième application une étude de cas est traité afin d’estimer les FICD KI et KII dans 

le cas d’un voile fissuré soumis à un séisme. Cette étude sera effectuée en testant l’effet de plusieurs 

paramètres tel que : l’amortissement, la masse ajoutée au sommet, la longueur de la fissure et son 

angle d’inclinaison sur le FICD max de la structure durant le séisme. 

 

 

 

Pour cela on considère un voile en béton de longueur L=1m, de hauteur H=3m, et d’épaisseur 

e=0.15m (état de contraintes planes). La masse volumique du matériau ρ=2400 kg/m
3
, le module 

d’Young E=3 x 10
10

 N/m
2
, le coefficient de Poisson ν=0.3, le coefficient d’amortissement δ=0.07, la 

ténacité du matériau Kc = 1 MPa.m
1/2

. 

On prend l’accélérogramme de la composante NS du séisme de référence de El Centro (18 mai 

1940). 
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Fig 5.17 : Voile encastré au sol, Masse ajoutée au sommet, Point de référence N : 

(a) Fissure débouchante, (b) Fissure centrale. 
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La figure 4.7 donne les FICD KI, KII adimensionnels par rapport à Kc en fonction de temps pour 

une fissure débouchante, de a/L=0.7 , sans masse ajoutée au sommet : 

D’après la figure (4.7), on constate que les FICD max adimensionnels sont très faibles de l’ordre 

de 0.0015 << 1. Donc les fissures ne propagent brutalement jamais et l’étude des voiles isolés est 

jugée inutile à ce sens. Dans la réalité, les voiles sont trouvés chargés par des masses importantes 

dues aux planchers. Ce qui donne aux séismes leurs forces démolisseuses. Dans ce qui suit, on ajoute 

une masse au sommet de voile (Fig.4.17), et on va traiter l’influence de cette masse sur les FICD et 
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sur les déplacements de point de référence avant d’entamer l’étude paramétrique sur les effets de la 

longueur de la fissure et son inclinaison,  sans oublier l’étude de l’influence du coefficient 

d’amortissement.   

IV.2.2.1 Effet de l’amortissement sur les FICD max et les déplacements max 

Dans cette partie, une variation dans le coefficient d’amortissement  δ est effectuée et ceci 

afin de voir son influence sur les FICD dans le cas d’une fissure débouchante et dans le cas d’une 

fissure centrale.  

 

D’après la figure 4.19,  pour les deux cas de fissure ( débouchante ou centrale) les FICD 

décroient linéairement avec l’augmentation du coefficient d’amortissement. Ceci est attendue, vue 

que l’amortissement joue un role positif dans l’apiassement des déplacements relatifs des lèvres de la 

fissure impliquant directement une baisse des FICD. Ce même constat est observé sur la figure (4.20) 

concernant le déplacement max du point de référence N avec une décroissance légerment plus élvée 

pour la fissure débouchante. 
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IV.2.2.2 Effet de la masse ajoutée au sommet du voile 

On veut maintenant voir l’effet de la masse ajoutée au sommet. Pour cela on varie la masse de 

0 à 100 fois la masse du voile et on évalue les FICD (Fig. 4.21) et les déplacements max au point N 

(Fig. 4.22) : 
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D’après la figure 4.21 on peut dresser les remarques suivantes : 

 En effet, les FICD KI et KII augmentent avec la masse ajoutée. Cette augmentation est 

plus signéficative pour le KI dans le cas de fissure débouchante que les autres cas. 

 On peut déduire que la fissure débouchante cours un grand risque de se propager 

brutalement pour une masse additionnelle de 70 fois la masse du voile. Cependant, la 

fissure centrale resterait stationnaire même avec une masse de 100 fois la masse du 

voile, bien que le critère de rupture brital en dynamique est trop complexe pour être 

piloter uniquement par le rapport K/Kc (critère statique). 

La figure 4.22 montre l’augmentation du déplacement max en fonction de la variation de la 

masse au sommet. Ce déplacement atteint la déplacement max avec une masse ajoutée égale à 100 

fois la masse du voile et ce pour les deux types de fissure et les deux directions du déplacement. 

IV.2.2.3 Effet de la longueur de la fissure 

Dans cette section la variation de la longueur de la fissure, débouchante et centrale, est 

discutée afin de voir son influence. Pour chaque cas de longueur relatif a/L, nous avons déterminé les 

FICD adimensionnels  KI/ Kc et KII/ Kc (fig. 4.23) et les déplacements adimensionnels Ux/ Ux.max, 

Uy/Uy.max avec Ux.max , Uy.max sont les déplacement évalués dans la cas sans fissure pour une masse 

ajoutée de 50 × la masse du voile (fig. 4.24). 
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D’après les graphes de la figure (4.24) on peut dire que : 

 Les FICD KI et KII augmentent avec la longueur de fissure, cette augmentation est 

plus importante avec la fissure débouchante où le K adimensionnel augmente de 0.2 

pour une longueur de fissure de 0.1 à 2.2 pour une fissure de longueur 0.9. 
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Fig 5.23 : FICD max adimensionnels en fonction de la longueur de fissure :(a) Fissure débouchante, (b) Fissure 

centrale.  

F
IC

D
 m

a
x
 a

d
im

en
si

o
n
n
el

s 
K

/K
c 

F
IC

D
 m

a
x

 a
d
im

en
si

o
n

n
el

s 
K

/K
c 

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

 

 

D
ép

la
ce

m
en

t 
n
o
rm

al
is

é 
(U

x/U
x
 s

an
s 

fi
ss

u
re
)

a/L

 U
x
 max Fissure au bord

 U
x
 max Fissure centrale

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

 

 

D
ép

la
ce

m
en

t 
n
o
rm

al
is

é 
(U

y/U
y
 s

an
s 

fi
ss

u
re
)

a/L

 U
y
 max Fissure au bord

 U
y
 max Fissure centrale

(a) (b) 

Fig 5.24 : Déplacements max en fonction de la masse ajoutée au sommet :(a) Ux, (b) Uy 
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 Concernant les déplacements, on observe qu’ils seront augmentés avec 

l’augmentation de la longueur de la fissure et la structure devient plus souple, c’est la 

même remarque qu’on a citée dans le paragraphe II.1.1.a de ce chapitre. 

 On constate que pour la fissure centrale, (il existe une longueur critique  a/L = 0.3 

pour lequel  les déplacements du point de référence N atteint leurs max.  

IV.2.2.4 Effet de l’angle d’inclinaison de fissure 

Dans ce dernier paragraphe, on veut voir l’effet de l’angle d’inclinison de la fissure sur les FICD 

adimensionnels KI et KII (fig. 4.25) et les déplacements (fig. 4.26). 

 

 

De la figure 4.25 on peut tirer les remarques suivantes : 

 Le FIC KI de la fissure débouchante décroit avec l’inclinison de la fissure. Cependant 

dans le cas de la fissure centrale le FIC KI atteint son max pour ζ superieur à 45°. 

 le FIC KII atteint son max  à environ 30° pour une fissure débouchante. Cependant, il 

atteint son max à 0° et à 80° pour la fissure centrale 
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Concernant les déplacements, la figure 4.26 montre que : 

 Avec l’augmentation de l’angle ζ, la structure contenant une fissure débouchante devient 

plus rigide.    

 par contre la structure contenant  une fissure centrale, elle atteint le Maximun, de 

souplesse à 65° puis elle redevient rigide. 
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Conclusion générale et perspectives 

 

 

 

 

 

L’objectif du présent travail consiste à modéliser les structures fissurées soumises à des 

sollicitations de nature dynamique par une nouvelle approche nommée XFEM. La réalisation de cette 

étude a été concrétisée en passant par plusieurs étapes de travail ordonnées dans ce document de 

mémoire en quatre chapitres. 

Après avoir exposé l’état de l'art des méthodes de simulation numérique, nous avons défini le 

problème de référence et les concepts de base de la dynamique de la rupture et des éléments finis 

étendus (X-FEM). Dans cette méthode, la fissure ne dépend pas du maillage, le déplacement des 

nœuds au voisinage de la fissure est enrichi par des fonctions d'enrichissement qui tiennent en 

compte la présence de la fissure. La modélisation du comportement vibratoire des planes avec 

fissures a été traitée et mise en œuvre en utilisant la X-FEM. Un code Matlab a été développé. 

Différents exemples ont été étudiés pour voir la validité de la XFEM et  sa puissance dans l’analyse 

vibratoire. Le programme a été tout d’abord testé sur des cas de planes sans fissures où une bonne 

concordance a été constatée avec les résultats obtenus par le logiciel SAP, puis une autre 

comparaison est faite sur les planes fissurées avec les résultats de la littérature. Des études 

paramétriques ont été ensuite entreprises où les effets de la géométrie de la plaque, de la longueur de 

fissure et son orientation sur les fréquences fondamentales ont été examinés. 
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Pour le calcul de déplacement, dans cette étude, et en plus de la méthode implicite de 

Newmark, un développement d’une technique numérique exploitant les propriétés de la 

superposition modale est utilisé pour la première fois avec l’X-FEM (selon nos connaissances). D’un 

autre côté, et au niveau de calcul de FIC, deux méthodes sont utilisés ; la méthode de saut de 

déplacement (SD) et la méthode basée sur l’intégral J. à cet effet, une comparaison en temps de 

calcul et en convergence a été faite entre les quatre combinaisons de méthodes qui sont : Newmark-

Intégral J, Newmark-SD, Modale- Intégral J, Modale- SD. 

Dans une deuxième application, une étude d’un cas concret a été traitée ; un voile fissuré en 

béton soumise à un séisme avec une masse au sommet. Afin de prévoir le risque de fissuration de 

cette structure,  des études comparatives en terme de FIC et déplacements sont effectuées concernent 

l’effet de l’amortissement du matériau, l’effet de la masse portée par les voiles, l’effet de la longueur 

de fissure et en fin l’effet de son orientation. 

Alors on peut conclure que, la méthode des éléments finis étendue a montré sa puissance et 

son efficacité dans l’analyse des planes fissurées sous chargement dynamique. 

Une des limites de la méthode XFEM est la difficulté à modéliser les fissures de très petite 

taille : celles-ci ne sont modélisables qu’au moyen de maillages très raffinés.  

En considérant que l’objectif global est atteint, à savoir la modélisation dynamique des 

structures fissurées par XFEM, ce travail pourrait être étendu de nombreuses manières. Nous pensons 

particulièrement aux possibilités résumées en quelques points, annoncés par ordre de complexité 

croissant : 

- L’extension des développements effectués ici aux hypothèses de la mécanique élasto-

plastique de la rupture permettra certainement de couvrir un grand nombre de cas d'application. 

- Les essais expérimentaux et la preuve mathématique de la convergence théorique de nos 

méthodes augmenterait la confiance qu’on peut leur porter. 

- Extruder le modèle développé au 3D en prenant en considération l’existence des armatures 

dans le béton. 
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