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Résumé

Commengant par la synthése d’un filtre numérique RIF-2D circulairement symétrique par
rapport a I’origine de plan fréquentielle, par la méthode de fenétrage, on peut trouver une
réalisation de ce filtre dans I’espace d’états sous une forme canonique localement
commandable et localement observable représentée par le modele de Givone-Roesser, ce type
de filtre posséde une caractéristique de denominateur séparable dans son fonction de transfert
qui permet d’étendre les notions de Gramians de commandabilité et d’observabilité
unidimensionnels au cas bidimensionnel, ces Gramians peuvent étre calculés a partir de deux
paires d’équations de Lyapunov chaque une représente un systéme unidimensionnel. Alors, on
peut appliquer la méthode des réalisations équilibrées sur ces systémes. Cette procédure
permet d’équilibrer le systéme bidimensionnel global. La réduction d’ordre de modéle
s’effectue dans le sens ou les états du modéle faiblement comandables et faiblement
observables, correspondant aux valeurs singuliéres faibles sont éliminés, et ca pour les deux
systéemes. La technique présenté préserve les propriétés clés du filtre initial d’ordres complets,
voir la stabilité, la minimalité, et la phase linéaire. Finalement, le filtre résultant est un filtre
RII a dénominateur séparable, qui préféré dans I’implémentation hardware. Les performances
et ’efficacité de la méthode présentée sont montrées par diverse simulations.

Mots clés: Filtre numérique RIF-2D, Fenétrage, Espace d’état, Réalisation équilibrée,
Dénominateur séparable, Réduction de modeles.



Abstract

Starting by the design of a circular symmetric digital FIR-2D filter with respect to the origin
of the frequential plan, by the windowing method, we can find a realization of this filter in the
state space, in a canonical form locally controllable and observable represented in the model
of Givone-Roesser, this kind of filter have the characteristic of separable denominator in its
transfer function witch allow to extend the notions of controllability and observability
Gramians to the two-dimensional field, these Gramians can be calculated from two pairs of
Lyapunov equations each one represent 1D systems, then, we can apply the method of
balanced realizations to these systems. This procedure allow to balancing the global 2D
system. Model reduction is carried out in the direction where the states of the model slightly
commendable and slightly observable, corresponding to the lower singular values are
eliminated, and that for the two systems. The technique presented preserves the key properties
of the initial filter of full order, i.e., stability, the minimality, and linear phase. Finally, the
resulting filter is separable in denominator IIR filter, which preferred in the hardware
implementation. The performances and the effectiveness of the method presented are shown
by various simulations.

Keywords: Digital 2D-FIR filter, Windowing, State Space, Balanced realization, Separable
denominator, Model reduction.
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Notation

1D

2D

(m,n)
(77, #t

(£.)

(z,w)
fA4,B,C,D}
(4,5,¢,D)
Ay;
yi1)
yi4)

diag{ay, . g,.}

p(A)

Al .
Al

RIF
RII
SISO
MIMO

Unidimensionnel.

Bidimensionnel.

Ordre du modéle bidimensionnel original.

Ordre du modéle bidimensionnel réduit.

Variables spatiales discréetes.

Variables complexes fréquentielles.

Matrices d’état du modéle numérique d’ordre (m, ).
Matrices d’état du modéle numérique d’ordre (77, ).
Matrice de transition du model numérique d’ordre (m, ).
Matrice des valeurs singulieres correspond au sous systéme horizontal.
Matrice des valeurs singulieres correspond au sous systeme vertical.
m X m matrice diagonal avec g; est le i — éme élément diagonal.
i — eme valeur singuliere.

p X p matrice identité.

p X g matrice des zéros.

Produit de convolution.

Somme directe des matrices.

Inverse de A.

Pseudo-inverse (inverse généralisé) de A.

Transposé de A.

Conjugué complexe de transposé de A.

Valeurs propres de A.

Rayon spectral de A ou max(4(4)).

Valeur absolu de A.

Norme spectral de A.

Norme infinie de A.

Norme Frobenius de A.

Intégral de contour.

Réponse Impulsionnelle Finie.

Réponse Impulsionnelle Infinie.

Single Input Single Output (Entrée Unique Sortie Unique).
Multi Input Multi Output (Multi Entrées Multi Sortie).
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Chapitre 1

POSITION DU PROBLEME

Il est souvent souhaitable de représenter un systéme d'ordre élevé par un systeme d'ordre
réduit. Dans la plupart des exemples, tels modeéles d'ordre réduit fournissent I'exactitude
raisonnable pour la réalisation, la commande, et la complexité informatique. Le
développement et I'utilisation rapides de processeurs plus petits, tels que les ordinateurs
personnels et les mini-ordinateurs, dans la synthése, I’analyse, et/ou la réalisation des
systemes dynamiques augmentent l'importance et I'intérét accru par des procédures efficaces
de réduction des modeéles.

Un procéde approprié de réduction de modele devrait fournir un modele qui approche bien
le modéle original; il devrait produire un modeéle stable a partir d'un modeéle original stable; et
il devrait pouvoir étre mis en application sur un ordinateur avec une efficacité informatique
élevée et sans dépasser les limites de memoire.

La réduction de modeles dans I'environnement d'espace d'état EE possede des avantages
définis. Telles réalisations sont favorables a I’'implémentation matérielle ; elles peuvent étre
facilement generalisées au cas variable dans temps. Il est possible d'appliquer la connaissance
vaste de la théorie des matrices dans I'analyse, alors que la non-unicité des réalisations de
représentations dans EE fournit a I'ingénieur le choix d'employer ce qui est mieux approprié a
son but. Ce choix peut étre régi par des erreurs de troncature, des erreurs d’approximations,
etc.

Au cours des derniéres années, des nombreuses procedures de reduction des modeles sont
proposé pour les systéemes dynamiques 1D. La plupart de ces procédures est basée sur le
concept de la réalisation équilibrée qui proposé par Moore [23]. Divers applications sont
proposeé dans plusieurs travaux ; la réduction des filtre numérique RIF-1D est traité dans le
travail de [46], ’application de réduction de model sur les contréleurs LQG (Linear Quadratic
Gaussian) est traité dans [43], un exemple sur I’approximation des Systemes non minimales
est élaboré dans [44]. La méthode de réduction par la projection d’état est appliquée au signal
de parole est traité dans [45].

Le probleme de la réduction d'ordre des systemes 2D est abordé dans les travaux de [18] et
[19], le procédé de réduction élaboré dans [20] est prolongé au cas des systemes 2D a entrée
unique et a sortie unique (SISO). Le cas des systémes multi-entrée-multi-sortie (MIMO) est
traité dans [21]. Malheureusement, dans le cas 2D, la stabilité en général du modéle réduit
n'est pas garantie, mais le procédé de réduction peut étre appliqué aux systéemes separables
(c'est-a-dire, séparable dans le dénominateur) sans affecter la stabilité.

Une prolongation normale du concept des Gramians [22] permet de prolonger la notion de
la réalisation équilibrée [23], [24], [25], [26], pour les systemes 1D au cas des systemes 2D.
Peut-étre la premiére tentative d'utiliser les Gramians 2D dans le cadre d’approximations des



erreurs est apparue dans [27], ou quelques erreurs critiques dans le calcul des Gramians ont
éte signalées et plus tard rectifiées [28].

Les filtres numériques 2D trouvent l'application étendue dans l'analyse et le filtrage des
données d'image radiographiques et photographiques. Ces données sont utilisées dans la
météo et les photographies d‘air, le traitement des rayons X, le traitement de séismique,
I’enregistrement magnétiques et de gravité, etc. L’identification visuelle des objets par les
systemes robotiques industriels et la poursuite des cibles dans des systemes de radar traitent
également les données d'image qui exigent pour étre traité une efficacité informatique tres
élevée, habituellement en temps réel. Comme dans les filtres numériques 1D, les filtres 2D
peuvent étre divisés en classe des filtres récursifs et des filtres non-récursifs. Pour la
réalisation récursive, la sortie de filtre est une fonction de tous les sorties passes, aussi bien
que les entrées présentes et passés. Les filtres ayant cette propriété sont désignés
généralement sous le nom des filtres a réponse impulsionnelles infinis (RII). Pour les
réalisations non récursifs, la sortie est une fonction seulement des entrées passés et présentes.
Les filtres de cette classe sont désignes sous le nom des filtres a réponse impulsionnelles finis
(RIF).

Le probléeme de synthése d’un filtre RIF-2D consiste essentiellement a déterminer la
réponse impulsionnelle h(m,n) ou la fonction de transfert H(z,w) qui répond aux
spécifications de synthése [14], [15], [16]. Les quatre approches standard de synthése des
filtres RIF sont la méthode de fenétrage, la méthode d’échantillonnage fréquentielle, la
méthode de transformation fréquentielle, et la méthode optimal. Les deux premiers sont, des
extensions du cas 1D par une modification appropriée au procedé de synthese. On s’intéresse
dans le présent travail par a la méthode de fenétrage en raison de sa simplicité. Une fenétre
2D utilisée dans la synthése de filtre est typiquement obtenue a partir de la fenétre 1D, la
méthode classique de Huang [1] est utilisée pour avoir une fenétre bidimensionnelle
circulairement symeétrique ; cependant des fenétres bidimensionnelles comme la fenétre
Gaussienne peuvent étres utilisé dans la synthése des filtre RIF-2D. La représentation
mathématique du filtre RIF- 2D dans I’espace d’état présente un avantage trés important, voir
la transformation équivalente dans 1’espace d’état, la réduction du model, le test de stabilité et
d’autres opérations, une forme canonique de filtre bidimensionnel ou son fonction de transfert
est a dénominateur séparable est donné dans [10]. Les filtres RIF- 2D appartiennent a la classe
des filtres seéparables qui forment une classe importante des filtres 2D. lls sont employés
couramment dans la synthese, I'analyse, et I’'implémentation des systémes 2D, principalement
due a la simplicité de l'analyse qu'ils offrent. En outre, le test de la stabilité des filtres
séparables est équivalent uniquement au test de deux systémes 1D. Au contraire au cas non-
séparable, ou le test est beaucoup plus compliqué.

Dans le cas ou une fonction de transfert séparable 2D donné, il est toujours possible de
trouver une réalisation séparable minimale [29]. Dans [30], [31], une forme canonique pour la
réalisation séparable et minimale des filtres 2D est présentée. Une procédure de réduction de
modeéle applicable aux systémes séparables est étudiée dans [32], [33], et [34]. Dans ces
articles, par 1’équilibre de deux systemes 1D, une realisation équilibrée de la réalisation
séparable 2D est obtenue.



la présente mémoire est ordonnées comme suite : dans le chapitre 2, on présentera la
procédure du synthese des filtre RIF-2D par la méthode de fenétrage et on donnera le détail
nécessaire sur la méthode de Huang, dans le chapitre 3, on montrera la procédure du
modélisation des filtres RIF-2D dans 1’espace d’état sous un forme canonique localement
commandable et observable, dans le chapitre 4 la technique de réduction des modéles 2D par
la méthode des réalisations équilibrées est présenté, on étudiera la limite d’erreur entre le filtre
initial et son approximant reduit , la stabilité du filtre réduit, et la préservation de la phase
aprés réduction. Le chapitre 5 comporte quelques exemples et simulations sous Matlab® 7.1
pour montrer la performance et I’efficacité de la méthode de réduction choisie, finalement une
conclusion générale est donnée dans le chapitre 6.



Chapitre 2

SYNTHESE DES FILTRES NUMERIQUES RIF-
2D PAR LA METHODE DE FENETRAGE

2.1. Introduction :

Trois étapes sont généralement suivies dans la synthese des filtres numériques. Dans la
premiére étape, on spécifie les caractéristiques souhaitées du filtre. Les spécifications de filtre
dépendent, naturellement de l'application prévue. Par exemple, si on souhaite reconstituer un
signal qui a été dégradé par un bruit de fond, les caractéristiques de filtre exigées dépendent
des caracteristiques spectrales du signal et du bruit de fond. La deuxieme étape est la synthese
de filtre. Dans cette étape, on détermine la réponse impulsionnelle du filtre h(m,n), ou sa
fonction de transfert H(z, w), qui répondra aux spécifications de conception. La troisieme
étape est l'implémentation de filtre, dans laquelle on réalise un systéme discret avec h(m,n)
donné ou H(z, w).

Pour des raisons pratiques, on se limitera a une certaine classe des filtres numériques. Une
des restrictions est que h(m, n) doit étre réel. Dans la pratique, on traitera des données réelles.
Pour assurer que les données traitées seront réels, on exigera que h(m, n) doit étre réel. Une
autre restriction est la stabilité de h(m,n); c'est-a-dire, Yrm__o Yme_oo|h(m,n)| < eo. Dans
la pratique, une sortie illimitée peut occasionner beaucoup de difficultés, par exemple, la
surcharge de systeme. On limitera notre discussion, alors, a la classe des filtres numériques
dont la réponse impulsionnelle h(m, n) soit réelle et stable.

Des filtres numériques peuvent étre classifiés dans deux groupes. Dans le premier groupe,
h(m,n) est une séquence finie, ainsi les filtres dans ce groupe s'appellent les filtres a réponse
impulsionnelle finie (RIF). Dans le deuxiéme groupe, h(m,n) est une séquence infinie, ainsi
les filtres dans ce groupe s'appellent les filtres a réponse impulsionnelle infinie (RI1). On se
limitera aux filtres RIF dans ce travail. Dans le cas 2D, comme dans le cas 1D, les filtres RIF
different considérablement dans la synthese et la réalisation des filtres RIl. Un avantage
important du filtre RIF est que sa stabilité n'est jamais un probléme dans la synthese et
I'implémentation.

Dans la section (2.2), On discute quelques caractéristiques et propriétés de filtres RIF-2D.
On se réfere a ces propriétés dans toute la mémoire. Dans la section (2.3) on discute le
probleme de spécifications de filtre. Dans la section (2.4) on discute la synthese de filtres
RIF-2D par la méthode de fenétrage.



2.2. Filtre circulairement symétrique :

On dit qu'un filtre numérique h(m,n) a une phase nulle ou sa réponse fréquentielle
H (w4, w,) est une fonction réelle lorsque [13]

H(w,, w;) = H (0, w;) (2.1)

Proprement parler, tous les filtres a une réponse fréquentielle réelle ne sont pas
nécessairement des filtres a phase nulle, puisque H(w,,w,) peut étre négatif. Dans la
pratique, la région de fréquence pour lequel H(w,, w,) soit négative typiquement
correspondent a la région de bande coupée, et une phase de 180° dans la région de bande
coupée a peu de signification.

A partir des propriétés de symétrie de la transformé de Fourier, I’équation (2.1) est
équivalente dans le domaine spatial a :

h(m,n) = h*(—m,—n) (2.2)
Puisque on considéere seulement une h(m, n) réelle, (2.2) se réduit a
h(m,n) = h(—m,—n) (2.3)

L'équation (2.3) montre que la réponse impulsionnelle d'un filtre a phase nulle est symétrique
par rapport a l'origine.

Une caractéristique du filtre a phase nulle est sa tendance de préserver la forme du
composant de signal dans la région de bande passante du filtre. Dans le traitement de la
parole; la caractéristique de phase nulle (ou phase linéaire, lorsque I’axe de la symétrie est
décalé par rapport a ’origine) d'un filtre n'est pas tres critique. Le systéeme auditif humain
répond aux caractéristiques spectrales d’amplitude de bréve durée, ainsi la forme d'onde de la
parole peut parfois changer brusquement, sans que le system auditif puisse la distinguer. Dans
les applications de traitement d'images, les caractéristiques linéaires de phase possedent un
sens plus important. Notre monde visuel se compose des lignes, des éraflures, etc. Une phase
non linéaire distorse l'enregistrement approprié du composant différent de fréquences qui
composent les lignes et les éraflures. Cela distorse la forme de signal dans diverses manieres,
y a compris le flou. La Figure 2.1 montre la signification des caractéristiques de phase linéaire
sur I’image. La Figure 2.1 (a) montre une image originale de 256 x 256 Pixels. La Figure
2.1 (b) montre une image traitée en appliquant un filtre passe bas a phase linéaire sur lI'image
originale. La Figure 2.1 (c) montre l'image traitée en appliquant un filtre passe bas de phase
non linéaire sur la méme image. Les réponses en amplitude des filtres employés dans les
Figures 2.1(b) et (c) sont approximativement identique. La caractéristique de phase linéaire
est tout a fait utile dans les applications de traitement d'images, et il est tres facile de réaliser
des filtres RIF-2D a phase linéaire. En outre, la synthése et l'implémentation sont souvent
simplifiées si on a besoin la phase linéaire. Pour cette raison on limitera notre discussion sur
les filtres RIF-2D ayant cette caractéristique.



(b) (c)

Fig. 2.1 - illustration de I’importance de la phase linéaire dans le traitement d’image. (a) Image original de
256 x 256 pixels ; (b) I’image traité par un filtre passe bas a phase linéaire;(c) image traité par un filtre passe
bas a phase non linéaire.

2.3. Specification de filtre et notion de Gabarit :

Comme les filtres numériques 1D, les filtres numériques 2D sont généralement spécifiés
dans le domaine fréquentielle, car, H(w,,w,) = H(w, + 27, w,) = H(w,, w, + 27) pour
toute  (w,,w,), et donc, H(wy,w,) pour—m<w; <m—n < w, < rspécifie
complétement H(w,,w,). En outre, puisque h(m,n)est assumé réel, alors H(w,, w,) =
H*(—w,,—w,). Donc spécifiant H(w,,w,) pour—t < w; <m , -1 < w, <0 spécifie
complétement H(w,, w,) pour toute (w;, w,).

On dit qu'un filtre a une réponse circulairement symétrique H(w;, w,) si H(w,, w,) est

une fonction de /w? + w3 pour \/w? + w3 < m et elle est constante en dehors de la région
—n<w; <m,-nm<w,<m. On dit quun filtre a wune réponse impulsionnelle
h(m, n) circulairement symétrique si h(m,n) est une fonction de vm? + n?. Une symétrie
circulaire de H(w,, w,) implique la symétrie circulaire de h(m,n). Cependant, la symétrie
circulaire de h(m,n) n'implique pas la symétrie de H(w;, w,) [13]. La réponse fréquentielle
circulairement symétrique du filtre idéal passe bas, passe haut, passe bande et coupe bande,
sont montrés dans les Figures 2.2 (a), (b), (c), et (d), respectivement. Les régions ombragées



dans les Figures correspondent a I’amplitude 1, et les régions non ombragées correspondent a

l'amplitude O.

?' Hlw,, w,)

-

N\

-

(c) (d)

Fig. 2.2 - Réponse fréquentielle circulairement symétrique des filtres idéals. (a) Filtre passe bas ;

passe haut ; (c) Filtre passe bande ; (d) Filtre coupe bande.

Leurs réponses impulsionnelle correspondante sont données par

R
hpp (M) = ——— J1(RVm? + n?)
hyn(m,n) = §(m,n) — h,,(m,n)
R R
hpon (M, 1) = —=Fs J1(RyVM? + n2) = sz [ (RyVm? + 1?)

et
hepn(m,n) = 6(m,n) — hpbn (m,n)

Avec  h,,(m,n), hyp(m,n), hyp,(m,n),

(b) Filtre

(2.4)
(2.5)
(2.6)

(2.7)

et h.,(m,n) représentent les réponse

impulsionnelles de filtre passe bas, passe haut , passe bande, et coupe bande, respectivement,
R, R,, et R, correspondent au fréquences de coupures et J, (x) est la fonction de Bessel de



premier ordre et de premier type. Remarquant qu’un filtre circulairement symétrique ne donne
pas le traitement préférentiel & aucune direction particuliére dans le domaine fréquentielle.

Puisque H(w,,w,) est en général une fonction complexe de (w,, w,), on doit spécifier
IPamplitude et la phase de H(w,, w,). Pour les filtres RIF, la phase linéaire est toujours
assumee, ainsi on doit spécifier seulement la réponse en amplitude. La méthode la plus
utilisée généralement avec des spécifications de I’amplitude s'appelle le gabarit (plan de
tolérance). Pour illustrer ce dernier, considérant les spécifications du filtre passe bas. Dans le
meilleur des cas, un filtre passe bas possede uniquement une région de bande passante et une
région de bande coupée. Dans la pratique, une transition brusque entre les deux régions ne
peut pas étre réalisée ; la région de la bande passante correspond a (w,, w,) € R, et la région
de bande coupée correspond a (w;, w,) € R, suivant les indications de Figure 2.3. La région
R; de fréquence entre la bande passante et la bande coupée s'appelle la bande de transition.
Idéalement, la réponse d’amplitude |H(w,,w,)|est une unité dans la région de bande
passante et zéro dans la région de bande coupée. Dans la pratique on exige que 1 -4, <
|H(w;, w,)| <1+ 8, pour (w;,w,) ER, et |H(w;,w,)| <8 pour(w;, w,) €Rg, les
variables &, et §; sont appelé la tolérance dans la bande passante et la tolérance dans la bande
coupée, respectivement. Un filtre passe bas, alors, est completement spécifié par &, 85, R, et
R,. Les autres filtres peuvent également étre spécifiés d'une fagcon analogue. Le choix des
parametres de spécifications de filtre dépend de l'application prévue.

Wy 1-8, <|Hlw, wy) I <1+5, (w,w)ER,
A -8, < | Hlwy, wy) | €5,, (w,, w,) €A,
n
N \\ Passband
(R,)
DI
o Transition
- > band (A,)
Stopband
(R,)

-n

Fig. 2.3 - Exemple de spécification du filtre passe bas 2D par le gabarit (plan de tolérance).



2.4. Synthese des filtres numériques RIF-2D par la méthode de fenétrage :

Le probléme de synthése d’un filtre est essentiellement a déterminer h(m,n) ou
H(w,, w,) qui répond aux spécifications de synthese. Les quatre approches standard de
synthese des filtres RIF-2D sont la méthode de fenétrage, la méthode d’échantillonnage
fréquentielle, la méthode de transformation fréquentielle, et la méthode optimal. Les deux
premiers sont des extensions des méthodes 1D par une modification appropriée au procédé de
synthése, on s’intéresse dans la prochaine section a la méthode de fenétrage en raison de sa
simplicité.

2.4.1. Description de La méthode de fenétrage :

On assume dans tout les types de filtres auxquels on s’intéresse, que les réponses
fréquentielles rapprochent une fonction circulairement symétrique ; c.-a-d., H(w;, w5)

représente une fonction de /w? + w2, come on a montré dans la section 2.3. On assume que
la réponse fréquentielle désirée H,(w,,w,) est connue. Par la transformation inverse de
Fourier de H;(wq,w,), on peut déterminer la réponse impulsionnelle désirée du filtre,
hgy(m,n). Généralement h,(m,n) est une séquence infini. Dans la méthode de fenétrage, un
filtre RIF-2D est obtenu en multipliant h;(m, n) avec une fenétre w(m, n);

h(m,n) = hy(m,n)w(m,n) (2.8)

Si hy(m,n) et w(m,n); les deux sont symétriques par rapport a l'axe de h;(m,n) alors le
produit h(m, n) soit également, ainsi le filtre résultant devient aussi a phase linéaire.

De (2.8) et les propriétés de la Transforme de Fourier [13],

H(wy, wy) = H(i(wll w;) ® W(wy, w,) (2.9)

= G JorenJo,n Ha(61,62)W (w1 — 61, w; — 6,) d6; d6,.

Ou ® denote le produit de convolution 2D, l'effet de la fenétre dans le domaine fréquentielle
est de lisser H; (w4, w,). On veut avoir que la largeur de la lobe principal de W (w,, w,) soit
petite de sorte que la largeur de transition de H (w4, w,) Soit petite aussi. On veut également
avoir que les lobes secondaires soient de petites amplitudes pour assurer que les ondulations
dans la région de la bande passante et de la bande coupée possédent des amplitudes petites.

Une fenétre 2D utilisée dans la synthése de filtre est typiquement obtenue a partir de la
fenétre 1D, la méthode classique de Huang [1] permet d'obtenir une fenétre 2D
w(m,n) comme suite

w(m,n) = w.(ty, tz)ltlzm,tzzn (2.10.8)
we(ty, t7) = Wa(t)ltz t12 46,2 (2.10.b)

La fonction w,(t) dans (2.10.b) est une fenétre analogique 1D. Dans cette méthode, une
fenétre analogique 2D w,(t;,t,) est obtenue en tournant la fenétre 1D, w,(t). Notant
que W.(Q4,0Q,) ; la Transformé de Fourier analogique 2D de w,(t,,t,), est une fonction
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circulairement symétrique. Ce n'est pas, cependant, une version tournée de W,(Q) la
transformé de Fourier de w, (t). Spécifiquement, W,(Q,, Q,) est lié¢ a w,(t) par

W.(01,2,) =G =21 [t wa(t)]o(tp)dt 2.11
(Q1,0;) (PNFW ﬂftzo wqa (£)]o(tp) |pzm (2.11)

Avec J,(*) est la fonction de Bessel de premiére type, d’ordre zéro. La fonction G(p) dans
(2.11) est la Transformé de Hankel de w,(t) [13]. Pour obtenir une fenétre 2D w(m,n), la
fenétre analogique 2D w,(t,,t,) doit étre échantillonnée. La séquence  résultante
w(m, n) est une fenétre circulairement symétrique.

De (2.10.a) et de (2.10.b),
W(wb wz) = Zzz—oo Z;‘Z:—WVVC (-01; Qz)|01=w1—2nr1, 01=2-2711y" (212)

Due a l'effet de crénelage dans (2.12), W (w4, w,) n'est plus une fenétre circulairement
symétrique, car on a signalé dans la Section (2.3), que la symétrie circulaire de w(m,n) ne
garantit pas la symétrie circulaire de sa transformé de Fourier W (w,, w,). La fonction
W (w4, w,) peut dévier de la symétrie circulaire considérablement pour (w;, w,) soient loin
de l'origine. Cependant, Prés de l'origine, l'effet de crénelage est moins et W(w;, w,) tend a
étre proche de la symétrie circulaire.

Les exemples des fenétres analogiques 1D qui peuvent étre employées pour obtenir des
fenétres 2D sont, la fenétre rectangulaire, Hamming, Kaiser et d’autres. Les formes de ses
fonctions sont données ci-dessous [13].

(1, |t <t
Wa, () = {0, ailleurs. (2.13)
_ (0,54 + 0,46 cos(nt/7), |t| <<
Way (8) = {O, ailleurs . (2.14)
Io(awll—(t/‘r)z) It] <
We, () = @ T (2.15)
0, ailleurs.

Avec [, est la fonction modifiée de Bessel de premier type, d'ordre zéro, et a est un
paramétre. Notant que w,(t) est zéro a |t| = 7. Si T est un nombre entier, donc, la fenétre 1D
w(n) obtenu par w(n) = w,(t)|,—, sera une séquence de 27— 1 points. La fenétre
rectangulaire (2.13) a un comportement trés bon pour le lobe principal (petite largeur de lobe
principal), mais un comportement pauvre pour les lobes secondaires (grand niveau de créte
pour les lobes latéraux). La fenétre de Hamming (2.14) n'a pas de bon comportement pour le
lobe principal, mais, avec un bon comportement pour les lobes secondaires. Il est également
tres simple demployer la fenétre de Kaiser (2.15) qui est une famille des fenétres. Le
comportement de lobe principal de la fenétre de Kaiser et de lobes secondaires peut étre
commandé par le paramétre a. L'amélioration du comportement du lobe principal aura
généralement comme conséquence un comportement plus pauvre pour les lobes latéraux et
vice versa. La fenétre de Kaiser implique une utilisation de la fonction de Bessel, L'évaluation
de la fonction est quelque part plus compliquée que I'utilisation des fenétres rectangulaires ou
de Hamming.
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2.4.2. Exemples :

La Figure 2.4 montre une fenétre circulairement symétrique et sa transformé de Fourier
obtenue a partir de la fenétre rectangulaire (2.13) avec T = 10. La transformé de Fourier
d'une fenétre circulairement symétrique est approximativement circulairement symétrique
avec une approximation trés bonne pres de l'origine dans le plan (w,,w,). La Figure 2.5
montre une fenétre circulairement symétrique et sa transformé de Fourier obtenue a partir la
fenétre de Hamming (2.14).

N ‘I ‘AA“““
Hy |
0.84 "iﬁ"\li”“ T
i il ke
- M” | |||H|H||||!||I|||.|
}\H
SRR
=
o og§§§§é i HM H\ M “\ | \’\ H‘
15 S bl ‘
10" 004 oo
08(9 5?8800
. 0 0 m
(@)
300
250
200 /<‘\\-‘
3
% 150 |
g

(b)

Fig. 2.4 - Fenétre circulairement symétrique (a) obtenue a partir d’une fenétre rectangulaire analogique avec 7 =
10, (b) sa transformé de Fourier.

12



100 -,

apnydwy

(b)

Fig. 2.5 - Fenétre circulairement symétrique (a) obtenue a partir d’une fenétre de Hamming analogique avec T

10, (b) sa transformé de Fourier.
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Fig. 2.6 - Fenétre circulairement symétrique (a) obtenue a partir d’une fenétre de Kaiser analogique avec «

2 ett = 10, (b) sa transformé de Fourier.
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Fig. 2.7 - Fenétre circulairement symétrique (a) obtenue a partir d’une fenétre de Kaiser analogique avec a =
3ett = 10, (b) sa transformé de Fourier.

Les Figures 2.6 et 2.7 correspondent a la fenétre de Kaiser (2.15) aveca =2 et a =3
respectivement. Dans tous les cas, la valeur de t est 10.

La forme de la fenétre affecte le lobe principal et le comportement des lobes secondaires.
L’ordre de la fenétre, cependant, affecte seulement le lobe principal. Puisque le comportement
de lobes secondaires (et donc la tolérance de la bande passante et de la bande coupée) est
affecté seulement par la forme de la fenétre, la forme de fenétre est choisie d'abord sur la base
de la bande passante et des conditions de tolérance de la bande coupée. Deux exemples des
filtres numériques synthétisés par la méthode de fenétrage sont montrés dans les Figures 2.8
et 2.9. La Figure 2.8 donne le résultat de la synthese de filtre passe-bas par I'utilisation de la
fenétre de Kaiser avec T = 10 et « = 2. La réponse impulsionnelle désirée h;(m,n) est d’un
filtre passe-bas idéal circulairement symétrique (2.4) avec la fréquence de la coupure f, =
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0.4. La réponse impulsionnelle produite h(m,n) et les deux représentations perspective et
contour de la réponse fréquentielle correspond sont montrées. La Figure 2.9 est identique a la
Figure 2.8 sauf que la réponse impulsionnelle désirée utilisée est d’un filtre passe-bande idéal
circulairement symétrique (2.4) avec les frequences de coupure f, = 0.3 et f, = 0.7.

Reponse impulsionnelle

e e
// \*\
0.14 f<\ I —
] [ —
S
0.12
. © | &

h(m,n)

Reponse fréquentielle

o o
[} © [

Amplitude
o
S

o
N

o
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Reponse fréquentielle
l 13 13 13 13 13 13 13 13 13

0.6~ A

0.2~

0.2

0.4

-0.6 - A

0.8 '

-1 -0.8 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fig. 2.8 - Filtre passe bas avec f, = 0.4 synthétisé par la méthode de fenétrage avec 1’utilisation de fenétre de
Kaiser avec a = 2. (a) réponse impulsionnelle. (b) représentation perspective de la réponse fréquentielle. (c)
représentation contour de la réponse fréquentielle.

Reponse impulsionnelle
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0.35 (<\ //>
| I e
0.3
0.25 |
0.27

h(m,n)
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Reponse frégquentielle
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(22}
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Reponse fréquentielle

0.6~
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0.4

-0.6
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Fig. 2.9 - Filtre passe bande avec f., = 0.3 et f., = 0.7 synthétisé par la méthode de fenétrage avec I’utilisation

de fenétre de Kaiser avec a = 2. (a) réponse impulsionnelle. (b) représentation perspective de la réponse
fréquentielle. (c) représentation contour de la réponse fréquentielle.

On a observé empiriquement que les tolérances de la bande passante et de la bande coupée
d'un filtre 2D synthétisé par la méthode de fenétrage dépendent non seulement des amplitudes
des lobes secondaires de la fenétre mais également de leur distribution sur le plan de
fréquence. En outre, pour un filtre passe-bas synthétisé par cette méthode (Figure 2.7), la
tolérance dans la bande passante a été observée plus grande que la tolérance dans la bande
coupée par une moyenne approximativement de 50 %. C'est donc un différance important par
rapport au cas 1D. Les tolérances dans la bande passante et dans la bande coupée d'un filtre
1D dépendent principalement de l'amplitude maximum des lobes secondaires de la fenétre,
qui sont approximativement égaux.
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La fenétre circulairement symétrique est congue & partir une fenétre 1D dans le domaine
spatial et préserve donc les caractéristiques de domaine spatial de la fenétre 1D. Une fenétre
2D peut étre également obtenue a partir d’une fenétre 1D dans le domaine fréquentiel, pour
préserver les caractéristiques de la fenétre 1D dans le domaine fréquentiel. Dans une telle
méthode [2], la transformé de Fourier de la fenétre 1D est tourné circulairement pour obtenir
la transformé de Fourier de la fenétre 2D. Dans une autre méthode [3], une fenétre 2D est
obtenue & partir d'une fenétre 1D par la méthode de la transformation fréquentielle. Malgré
ces meéthodes puissent préserver les caractéristiques de domaine fréquentielle telles que
l'amplitude maximal de la lobe secondaire et puissent synthétiser une fenétre 2D dont la
transformé de Fourier est plus circulairement symétrique par rapport a la méthode discutée
dans ce chapitre, le filtre synthétisé par elles n’a pas des meilleures performances.

2.5. Conclusion

Dans ce chapitre on a discuté la synthése des filtres RIF-2D par la methode de fenétrage,
on a montré qu'une transformation simple est nécessaire pour obtenir une fenétre
circulairement symétrique bidimensionnelle  a partir d’une fenétre unidimensionnelle,
toutefois, on préservant ses propriétés principales dans le domaine spatial et dans le domaine
fréquentielle. La fenétre 2D obtenue comporte grande des points nulles a cause de I’effet de
rotation, donc c’est pourquoi la méthode de fenétrage 2D n'est pas optimale. Il existe en
général un filtre qui répond aux spécifications de synthése données et dont la région de
support est plus petite que le filtre synthétisé par cette méthode. Pour une
H,;(w,, w,) arbitraire, la détermination de h,;(m,n) a partir de H;(w,,w,) peut exiger une
grande complexité de calcul de la transformé de Fourier discret inverse. Malgre cet
inconvénient, la méthode de fenétrage est souvent employée dans la pratique en raison de sa
simplicité. Donc, notre but dans les prochains chapitres est de garder cet avantage et de
développer un algorithme d’optimisation de celle-ci dans les chapitres suivants.
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Chapitre 3

MODELISATION DES FILTRES RIF-2D DANS
L’ESPACE D’ETAT

3.1. Introduction :

Comme les filtres numériques 1D et d'autres types de systémes, les filtres numériques 2D
peuvent étre représentés dans 1’espace d’état. Dans cette approche, un ensemble de signaux
internes désignés sous le nom des variables d'état est employé pour décrire complétement le
fonctionnement du filtre. L'approche est trés utile dans l'analyse, la synthése, et la réalisation
des filtres numériques. Elle a l'avantage de la caractérisation des filtres numeriques en termes
de matrices, ceux qui sont facile de manipuler au moyen de processeurs. Des modeéles dans
I’espace d’état pour les filtres numériques 2D sont proposés par Attasi [4], Givone et Roesser
[5], et Fornasini et Marchesini [6]. Le modele de Givone-Roesser suit naturellement une
approche de circuit, il a été employé intensivement dans le passé di a sa generalité et
simplicité relative [7].

Dans ce chapitre le modéle de Givone et Roesser, désigné sous le nom du modele de Givone-
Roesser, est décrit et appliqué a l'analyse et a la synthése des filtres numériques RIF-2D dans
I’espace d’état. Dans les chapitres suivants, il sera utilisé dans la réduction du modele et
I’étude de la stabilité des filtres réduits.

3.2. Le modele de Givone-Roesser :

Givone et Roesser ont proposé une «approche de circuit » pour le probléeme de la
réalisation des systemes 2D dans l'espace d'état. Ils ont proposé un modéle dans lequel le
vecteur d'état est divisé en variables d'état horizontales et verticales, qui sont propagées
horizontalement et verticalement respectivement, par les équations aux différences de premier
ordre, sous la forme suivante [9]:

X"+ 1,)] _[4AD A@[x"GO1, [BOT. L. .

[x”(i,j + 1)] - [A<3> A(4)] [x"(i,j)] * [B(2>] u(@j) (3.1.2)
h . .

Y@ =[cw c@1[F, 0]+ Dutis) (310

Les conditions initiales sont données comme suite:

X, = {(xh(g' k)),(xv((})l' 0)>; hk =012 } (3.2)

Avec x" € R™, représente le vecteur d'état horizontal qui propage horizontalement et x¥ €
R™, représente le vecteur d'état vertical qui propage verticalement. u € RP est le vecteur
d'entrée, y € R? est le vecteur de sortie. (i,j) sont des nombres entiers non négatifs. A,
A® AB) A® p pR) - ¢ c@  Dpsont des matrices réels dont les dimensions
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appropriées. Notant que ce modéle est MIMO en général, on considére seulement les modeles
SISO au long de cette mémoire.

A':i:'
Bes o
. xtiLL gl .
ELL‘ _.©7 =z 1[ CL:L-'
F Y
A':E:'
wli, j) —m D yli. j)
A':f_:'
vis o
. xtlL gl .
E L2} W 1! C L2t
4
A WS

Fig. 3.1- Schéma fonctionnel du modéle de Givone-Roesser.

Récemment, Chan [8] a proposé un autre modele dans I'espace d'état pour les systemes 2D.
Son approche a été basee sur la définition de la «causalité » dans les systemes
multidimensionnels. Dans le cas 1D, la causalité habituellement définie comme « relation de
temps passe-future», qui est une contrainte physique commune entre les systemes. Dans les
systemes multidimensionnels, la causalité n'est pas une contrainte significative a sauf de
certains relations de point de vue de rangement pour distinguer le « futur » de « passé ».

Dans le modele de Givone-Roesser le rangement est défini comme suite [9]:
hk>i,j=h>ik>j (3.3)
Pour que la propagation d'état horizontalement et verticalement soit dans le premier quart de

plan (i > 0,j = 0). Cependant, le rangement ci-dessus n'est pas une restriction, c'est la
motivation de Chan dans le développement de son modele dans I’espace d’état :

St R s ﬁ(g] Lol [l @42
X1

y(© =lc® @[]+ pu@ (34)

x, (&)

Avec 0; € R3 est la base de décalage vers avant, nommé le « mini générateur » (voir Figure
3.2). Dans la Figure 3.3, le mouvement du systeme 2D qui est mis en application en
définissant le mini générateur est montré. Remarquant que si o; = (1,0) et o, = (0,1), alors
le modele de Givone-Roesser est obtenu (voir Figure 3.3). Cependant, en raison de son
simplicité et ses propriétés favorables, le modéle de Roesser sera employé comme une base
pour I’étude et I’analyse des filtres numériques RIF-2D dans cette mémoire.
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Fig. 3.2 - Schéma de minimum générateur du modéle de Roesser ; o; = (1,0), o, = (0,1).

jA

x(1,0) x(3,0)

Fig. 3.3 - Le mouvement du systéme 2D, linéaire invariant dans le temps par le modéle de Roesser, i = 3 et
j=2.

3.2.1. Matrice de transition :

La matrice de transition d'état du modele (3.1) est dénoté par A;;, elle est défini comme [9]
par

A= [ﬁg; ﬁg;] _ [A(()l) A(()z)] + [A(()3) A((’4)] (3.5)
=Ajo + 401

Ajj = Apohiqj +A01dij1 (i,j) > (0,0) (3.6)

Ago =1 (3.7)

Aj=4;;=0, (G,j) <1 (3.8)
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Le rangement partiel dans les paires des nombres entiers est donné comme suite [9]:

(h,k) > (i,j), sietseulementsi h>iand k >j

(h,k) = (i,j), sietseulementsi h=iand k= (3.9
(h,k) < (i,j), sietseulementsi h<iand k <j et(hk) = (i,)).

La réponse générale du modele (3.1) est donnée suite au [9] :

y(i.)) = ZA [xh(g’ k)] * Z Ai-n,j [xv&, o>]
k=0 h=0

i
(D 0 ..
+ Z Z (Ai—h—l,j—k [BO ] + Aionj-k-1 B(Z)]) u(h, k) + Du(i, j).
=0 k=0

(3.10)
Les deux premiers termes dans la formule ci-dessus peuvent étre identifiéss comme la
contribution de conditions initiales, tandis que le dernier peut étre identifie comme la réponse
« forcé ».

Par I’application de la transformée en Z bidimensionnelle, et en assumant que les conditions
initiales sont nuls dans le modeéle (3.1), la fonction de transfert suivante est obtenu :

_yew) _  A\-1p a 1Ew)
H(z,w) = ) D+C(S—A)'B=2 o) (3.11)

Ou § =zl,, ®wl,.
Et @ dénote la somme directe des matrices.
3.2.2. Réponse impulsionnelle:

Pour calculer la réponse impulsionnelle, on utilise l'impulsion unit¢é comme entrée du
systéme dans I’équation (3.10) pour obtenir [9]

0 (1,j) <(0,0)
h(i,j) ={D (i,j) = (0,0) (3.12)
C(Ai—1,jB1o + Ai,j—lBo1) (i,j) > (0,0)
N _[B@W 7o
Ou By = [ 0 ]7 By, = [B(z)]'

Une représentation de la forme (3.1) peut étre toujours transformée dans une modele
équivalent par I’utilisation d’une matrice de transformation non singuliére de la forme

h
T = [7;) 791; Th € Rmxm Tv g Rnxn (3.13)
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Alors, la réalisation (T~AT,T~1B,CT,D)est une réalisation du méme systéme. Cette
réalisation résulte a partir de la transformation x" = T~1x, ce qui ne change pas la fonction de
transfert (3.11). Cependant une transformation x’ = P~1x avec

_[p@ p(Z)]
P = p® p@®| (3.14)

ne donne pas nécessairement le méme systeme, puisque le polynéme caractéristique peut se
differe.

3.2.3. Observabilité et commandabilité :

Les notions de l'observabilité et de la commandabilité pour les systémes discrets dans
temps reportent pour mettre en paralléle des notions similaires pour les processeurs d'image
discrets dans I’espace, les définitions suivantes sont données dans [9].

Définition : Un état T, est observable, si et seulement si’il apparait a toutes fois comme I'état
initial et tous les conditions initiales sont nuls, il existe un ensemble des entrées et une paire
(i,j) = (0,0) tel que y(i,j) n'est pas le méme quand I'état initial est nul, et le méme ensemble
des entrées est appliqué.

Définition : Un etat T, est commandable, quand tous les conditions initiales sont nuls, il
existe quelques paires (i, j) = (0,0) et un ensemble des entrée tel que T (i, ) = T,.

Un modele de traitement d'images serait observable (commandable) lorsque tous les états
sont observable (commandables).

Il est souvent souhaitable de ramener un modéle a un modéle équivalent qui est observable et
commandable. Ici I'équivalence entre les modéles sera prise pour signifier qu’aucun ensemble
des entrées existe de sorte que la sortie d'un modele soit différent pour quelques paires (i,j) =
(0,0) que la sortie de l'autre modele a (i,j) quand les conditions initiales des deux modeles
sont nuls.

Pour tester l'observabilité, la sortie y (i, j) pour chaque état initial possible est comparée par la
sortie y,(i,j) avec I'état initial nul, pour tous (i, j) = (0,0) et tous les ensembles d'entrée. Si
y(i,j) = yo(i,j) pour tous (i, j) = (0,0) et toutes les conditions d'entrée, alors le modéle n'est
pas observable. Par I'utilisation de la formule de la réponse générale cette condition réduit a

CA;T(0,0) =0, pourtoutes (i,j) = (0,0). (3.15)

Le Théoreme bidimensionnel de Cayley-Hamilton impligue que n'importe quelle
puissance A;; de deux tuple de A dépend linéairement de A;;tel que (0,0) < (i,j) <
(m, n), de sorte que la condition pour la non observabilité puisse étre limitée a ceux (i, j) tel
que (0,0) < (i,j) < (m,n). La condition peut étre alors mise dans la forme de matrice KT =
0, ou K est la matrice diagnostique définie comme suit :
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C —
CApq

CAOn
CAyo
K = @mn = CA11 (316)
CAnmo
CAnm

| CAmn1.

Si KT = 0 alors le modeéle n'est pas observable, mais peut étre réduit a un modeéle observable.
Soit K™, une matrice comprenant les m premiers colonnes de K et soit K(®, une matrice
constituée par les n derniéres colonnes de K. La condition KT = 0 peut étre alors devisé en
deux conditions KR =0et K®S =0. Un modéle réduit peut étre alors constitué¢ en
employant les classes d'équivalence de {R} modulo I'espace nul de K, comme un nouvel
ensemble d'état vertical, et les classes d'équivalence de {S} modulo I'espace nul de
K@ comme un nouvel ensemble d'état horizontal. En conséquence seulement le nouveau
vecteur nuls satisfont K(WR = 0 et K®S = 0, ceci implique que le nouveau modéle est
observable. Il ne reste que de trouver les matrices de caractérisation de modele réduit. La
premiére représentation de vecteur pour les classes d'équivalence des états verticaux et
horizontaux est trouvée, et donc les matrices originales de caractérisations sont modifiées de
sorte que le comportement du modéle reste le méme. K™ et K peuvent étre réduit de sorte
que leurs nouvelles dimensions soient conforme a ses rangs. Ceci est fait en formant des
matrices G et G du premier ensemble complet de lignes linéairement indépendantes de
K@ et KM respectivement. G Jet K( ) ayant le méme espace nul. En outre chaque classe
d'équivalence de {R} et {S} correspond a un seul vecteur G(VR et G, respectivement. Les
classes d'équivalence de {T} peut étre alors représenté comme suite

_ '6))
T = GT, avec G=[G 0 .
0 G@
Prenant
_ H® 0
H= [ 0 H®

Comme I’inverse droite de G, c.-a-d., GH = I. Le modele réduit aura alors les matrices de
caractérisation suivantes

A=GAH B=GB C=CH D=D. (3.17)

Pour tester ’observabilité, I'état T (i, j) est examiné avec toutes les conditions initiales égales
a zéro pour tous les ensembles d'entrée. Si T(i,j) n'égale pas a T, pour certains T,, pour
toutes (i,j) = (0,0) et n'importe quel ensemble d'entrée, alors le modele est non observable.
Par ’utilisation de la formule de la réponse générale pour T (i, j) cette condition devient
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; ; (€Y) 0
Bheo Zhoo (Ai-norsoi | B |+ Ao o] ) w0 = T, (3.18)

Pour toutes (i,j) et toutes u(h,k). Comme pour I'observabilité, le Théoréme de Cayley-
Hamilton a deux-dimension permet de limiter la condition pour la non commandabilité & ceux
(i, ) tel que (0,0) < (i,j) < (m,n). La condition peut alors étre mise dans la forme de
matrice.

QU + T, pour tous U et certains T, , avec U et Q sont définis comme sulit :

u(0,0)
u(0,1)

U= u(d, n)
u(1,0)

_u(m,r.l — 1)1

Q =Yy, =[M(0,0),M(0,1),---,M(0,m),M(1,0),---,M(m,n—1)]  (3.19)
. @
M@, j) = Ai-q [301 ] + Aij-1 B?Z)]'

Le rang maximum de Q est égal a m + n (le nombre de lignes), qui est égal a la dimension
{T}. Si le rang de Q égal a m + n, alors, son gamme d’espace doit égale a {T} ainsi il serait
qu’il n’y a pas de T, tel que QU # T, pour toute U. Le modéle serait alors commandable.
Cependant si le rang de Q est moins que m + n, alors le modele peut étre réduit a un modéle
commandable. Soit Q™ est formé par les m lignes premiéres de Q et Q® est formé par les
n lignes derniéres de Q.

QW et Q@ peuvent étre réduit de sorte que leurs dimensions de colonne soient conforme a
leurs rangs. Ceci est fait en formant des matrices G et G?) du premier ensemble complet de
colonnes linéairement indépendantes de Q(V et Q(® respectivement. Les états commandables
T deviendrons ceux qui formés de la somme directe des vecteurs dans les gammes d’espaces
de G et G@,

Un ensemble d'état pour le modele réduit peut maintenant étre spécifié comme un ensemble

S

qui sont mappés dans les états commandables sous la somme directe G, et G,. Si {T} est le
domaine de mappage linéaire

[y e

T2

On pose
_[H® 0
i _[ 0 H®
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Soit I’inverse gauche de G, c.-a-d., HG = I. Donc,
T = HGT = HT.

Notant que les états dans la gamme d’espace de G sont commandables et la dimension de
{T} est égal au rang de G. Ceci implique que chacun T est mappé par G uniquement dans
une T commandable. Par conséquent, chacun T de modele réduit deviendra commandable.
Les matrices de caractérisation du modele réduit peuvent étre maintenant trouvées en notant
I'effet de mappage de G et H dans les matrices de caractérisation originales.

A=HAG B=HB C=CG D=D. (3.20)
3.3. Forme canonique des filtres séparables dans I'espace d'état :

Dans cette section, la classe des filtres qui possédent la caractéristique de denominateur
séparés est présenté, ceux sont des filtres dont la fonction de transfert a un denominateur
séparé, c.-a-d., le polyn6me de dénominateur a deux variables indépendantes peut étre écrit
comme produit de deux polynémes avec chacun des deux dépend seulement d’un seul
variable. La fonction de transfert de ces filtres est exprimée comme suite :

N(z,w)

H@w) = 5 D,

(3.21)

Ces filtres sont récursifs en général, mais les filtres non-récursifs peuvent étre considerés
comme des filtres séparables comme cas spécial.

Soit

n

H(z,w) =§:Z h(i,)z"tw™/

i=0 j=0

est la fonction de transfert d'un filtre RIF-2D d'ordre (m, n), on peut écrire H(z, w) sur la
forme

Z?:lo Z?:o h(i'j)zm_iwn_j

zMyn

H(z,w) =

(3.22)
Ce qui indique la forme d'un filtre a dénominateur séparable ou,
N(z,w) = X1, X0 o h(i, )zm "t wn) D,(z) = z™ D,(w) = w™

N'importe quel systéme a fonction de transfert 2D a dénominateur séparable peut étre modelé
dans I’espace d’état sous la forme [10]

[ﬁzgfiﬁ]:[ﬁ A(4)H :83] [gg]u(i.j) (3.23.3)



x"(i, )

y(@i,j) =[c® C(Z)][x"(ij) +Du(i,j) i,j=0 (3.23.b)

Ici on a assumé que A® = 0, le cas au A® = 0 au lieu est semblable.

Les matrices réelles constantes A, A®), A® BW B@ ¢@ ¢@ et p sont donnés sous
un forme canonique localement commandable et observable données par [10]

[O 0o - 0 a] 0O 1 0 0
[T 0 = 0 a,] |[ 0 0 1 0 ]|
AW =0 1 « 0 ag| A®W=|: o o o i
EEEE R lo 0 0o - 1
lO o - 1 amJ L31 B, Bz - .BnJ
B®W=[1 0 - 0]” B® =T[hgy hoy - homl” (3.24)
C® =[hy  hao hnol €@ =[1 0 - 0]
hir Ry hima
AB®) = hiy  hy Rz
hin han = hma

Avec les parametres «; et les f; sont des nombres réels qui sont nuls dans le cas des filtres
RIF-2D et les coefficients h;; sont des parametres bidimensionnels de Markov donnés comme
[10]

hio = cWAW T B
hoj = C@ A®I @) (3.25)
hy = COAGTTIA® 40T B (1,) > (0,0).

Ceux qui sont, en outre, les coefficients de la réponse impulsionnelle bidimensionnelle du
filtre RIF-2D.

Le systéeme général montré dans la Figure 3.1 est réduit au systéeme a dénominateur séparable
montré dans la Figure 3.4.
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A':l::'
- 2", ) -
B'xl:' z71f I C'xl::'
HI:E}
wuli, j) D y(i, i)
- 27, ) —
B'-.::' W_l.{ C'-.t::'
A':q'} &

Fig. 3.4 - Diagramme en block des systemes 2D a dénominateur séparable.

Par 'utilisation 1'équation (3.6), pour le modéle (3.23), les relations suivantes sont derivées
[11]:

@ _ [, _[a®" o ® _ (4@ 0 0 L
Ao’ = {Al"} a [ 0 ol 4 {A } ADTT 4 @ Ayj =
0 0

[A(4)j_1A(3)A(1?i 0], i,j>1.
. _ A(1)1—1B(1)] N [ .0 ]
M(l; 0) - [ 0 ’M(Ol,]) - A(‘l')]_lB(Z) ,
0

M(l!]) = [A(4)j—1A(3)A(1)i—1B(1)]! ll] > 1 (326)

Et la matrice d’observabilité (3.16) devient

_ Qn
n = Q| "] (3.27)
oo
| c@4@® | c C;iAD
Avec Q; = ; i = [QjA(g)], Q=" .
@ @I [C AW 1J
Q; ERY™, (; € RIUTD™M . € RIUDM i,j =123,

De méme, la matrice de commandabilité (3.19) devient

[ 2]
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Avec P, = [3(1),,4(1)3(1),...,A(l)"‘lg(l)] € RmPi,
B; = [3(2)|A(3)pi] € Rpl+D)
Pij = [Bi,A(4)Bi,---,A(4)j_1fBi] g Rnpr+1)j i,j=123,-
D’aprés [29], le systéme (3.23) est localement commandable séparément si et seulement
rang(B,) =m et rang(B,,) =n (3.29)

De méme, le systéeme (3.23) est localement observable séparément si et seulement

rang(Q,,) =m et rang(Q,) =n (3.30)
3.4. Conclusion

Basant sur le modele de Givone-Roesser, une forme canonique localement commandable
et observable pour les filtres numeérique RIF-2D dans I’espace d’état a été présentée dans ce
chapitre, cette forme est tres importante due a sa simplicité, I’approche en termes des matrices
donne une caractérisation complete de filtre, ceci permet d’appliquer différentes traitements
au filtres RIF-D au moyen des processeurs comme 1’analyse, la synthése, I’implémentation et
la réduction du modéle.
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Chapitre 4

APPROXIMATION DES SYSTEMES NUMERIQUE
SEPARABLES 2D PAR LA METHODE DES
REALISATIONS EQUILIBREES

4.1. Introduction :

Le probléme de la réduction d'ordre des systemes 2D est abordé dans les travaux de [18] et
[19], le procédé de réduction élaboré dans [20] est prolongé au cas des systemes 2D a entrée
unique et a sortie unique (SISO). Le cas des systemes multi-entrée-multi-sortie (MIMO) est
traité dans [21]. Malheureusement, dans le cas 2D, la stabilité en général du modeéle réduit
n'est pas garantie, mais on peut montrer que la procédé peut étre appliquée avec succés aux
systéemes separables. Une prolongation normale du concept des Gramians [22] permet de
prolonger la notion de la réalisation équilibree [23], [24], [25], [26], au cas 2D. Peut-étre la
premiére tentative d'utiliser les Gramians 2D dans le cadre d’approximations des erreurs est
apparue dans [27], ou quelques erreurs critiques dans le calcul des Gramians ont été signalées
et plus tard rectifiées [28].

4.2. Systemes 2D dans I’espace d’état :

Lorsqu’on dit un systéeme 2D dynamique et discret dans le temps, on veut dire, un systeme
linéaire, invariant dans le temps, et strictement causal, les systéemes 2D discret dans le temps
sont modelés dans I’EE par le mode¢le local de Givone-Roesser [9] :

e bl=lio folleanl+ holen

x"(i, )

y(@i,j)=[c® ¢c®] [x,,(i i + Du(i, j) (4.1)

Ce qui précéde, habituellement dénoté par {A, B,C, D}, qui est la réalisation dans R de la
matrice de la fonction de transfert suivante

H(z,w) = C(zl,,®wl,, — A)~1B+D. (4.2)
Au contraire du cas 1D, di a la nature dimensionnelle infinie des systéemes 2D, les notions de
la commandabilité, ’observabilité, et la minimalité, etc., ne sont pas liées d'une fagon simple

[29].

Pour I’étude des propriétés de stabilité des systémes 2D discrets dans le temps, les définitions
suivantes sont utilisées [35].

31



Définition 4.2.1 : Le polyndme 2D D(z,w) est considéré comme un polynéme stable si et
seulement si D(z,w) # 0, dans {(z,w): |z| = 1, |w| = 1}.

Définition 4.2.2 : A € ROM+mW-(m+n) egt considéré comme une matrice 2D stable, si et
seulement s’il existe une matrice positive définie (PD) ; J = /W @™, avec JM € R™™ et
J® e R™ telque K =] — AYJA > 0.

Comme il est indiqué dans [35], on considére les trois classes des réalisations :
Classe | : {A,B,C,D} représente un filtre 2D discret dans le temps stable BIBO (bounded
input-bounded output) ;

Classe Il : le polyndme caractéristique |zl,,@®wl, — A| de la réalisation {A,B,C,D}
représente un polynéme stable ;

Classe Il : la matrice systeme A de la réalisation {A,B,C,D} représente une matrice 2D
stable.

On connait maintenant que d’apreés [36], [37] que la Classe I1I  Classe 1l < Classe I.

Les transformations equivalentes 2D dans I’EE suivantes sont considérées [9] :

[ih(i,j)] _ [T(l) 0 Hﬁ?h(i,j)
@N1 Lo 1®IEYGE))
X", )
=T . 4.3
[ “3)
Ici, T™W € R™™ et T™® € R™" sont des matrices non singuliéres. Cette transformation
produise un systéme 2D équivalent {4, B, C, D}, ou

A=TAT™', B=TB, C=CT™',  eD=D. (4.9

Si on dénote par (-) pour le systéme original alors, on dénote par (*) pour le systéme réduit.
On assume encore les partitionnements suivants de la représentation dans (4.1) :

A S I
A:i;f%) 2;2;) 254) 2;2*4)|; ~=i§:@i; C=[c & ¢® @)D =1[p)
A® 4D 49 A¥] 132]
(@5
avec

Agl) € Rmm, AgZ) € Rrﬁ.ﬁ1 A?) € Rﬁ.rﬁ, Ag‘l) € Rﬁ.ﬁ' gl(l) € Rm.p' gl(Z) € Rr’i.p’ 51(1) € Rq.rﬁ’
¢¥ e RI7, D € RI7, etc.

Pour un systeme dont la fonction de transfert séparable [32]
1) La commandabilité et I’observabilité locales = la commandabilité et I’observabilité
locales séparées.
2) La commandabilité et I’observabilité locales < la commandabilité et I’observabilité
locales séparées si et seulement si [A™M| = 0. (4.6)
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Un systéme séparable est stable si et seulement si A®) et A® sont stables [32]. Donc pour
tels systéme, les Classes I-111 mentionnées au dessus coincident.

Une réalisation séparable est minimale si et seulement si elle est localement commandable et
observable séparement [32].

La matrice de transition A%/ de model de Roesser est calculée récursivement par

Ajj = AjoAi—j + A4 1 (i,7) > (0,0) (4.7)
Ago =1
- ﬁgi ﬁii] - [A(l) A(Z)] [A(3) A(()“)] = Ao + Aos
Aj=A4_;=0, (G,)>1
My 2{ = [B(l)] + A [B?Z)], pour (i, j) > (0,0) @9
0, pour (i,j) = (0,0).

4.3. Généralités sur les réalisations équilibrees et notions des Gramians 2D

La genéralisation des Gramians pour les systéemes 2D est proposée dans [22]. Soit une
réalisation de type (4.1), on définit le suivant

Définition 4.3.1: Pour la réalisation 2D {4, B,C,D}, les Gramians de commandabilité et
d’observabilité P et Q sont données par

1
- (2mj)? ﬁz|=1 45|W| 1F(Z W) F* (Z W)
dz dw

Q= ﬁfﬁmn =1 Gz W) G (2, w).—— (4.9)

dz dw

Avec F(z,w) = [(zl,,®wl,) — A]"1B, et G(z,w) = C[(zl,,®wI,) — A]"L. Dans le cas oU
{4, B, C,D} est localement commandable et observable, les sous matrices PV, P® 9@ et
Q™ de P et Q, sont des matrices positives définies (PD)[22].

Définition 4.3.2 : On définit maintenant le systeme 2D équilibré, cette définition est suit [23].
Le model est équilibré dans les directions horizontale et verticale lorsque les Gramians de
commandabilité et d’observabilité horizontale et verticale sont des blocks diagonaux et
égaux, c.a.d.

PO =g = 3 = dlag{ ) ",01511)}

P® =W = 3@ = diagfo®, -, 01"} (4.10)

ai(l), i=1,-,m,et a ,] = 1,---,n sont les valeurs singulieres de Hankel de sous systeme
horizontal et vertical, respectlvement.
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Il est proposé d’obtenir une réalisation d’ordre réduit (/,7) par la troncature de la
réalisation originale convenablement. Cela fait par I’estimation d’ordre de model réduit, qui
satisfait la norme d’erreur de Hankel [49] :

24(0") /58 (o “)) > TOL,
?1( DY/ 3n(o®) = TOL, (4.11)

Avec m # 0,m et # 0,n et TOL,, TOL, peuvent étre spécifiés graphiquement en tracant le
rapport du coté a gauche de (4.11) comme une fonction de m, i respectivement. En général
TOL,, TOL, devraient étre beaucoup plus grand que 1’unité.

4.4. Methode des réalisations equilibrées :

Les Gramians 2D mentionnées dans la Définition 4.3.1 fournissent une extension naturelle
des Gramians de commandabilité et d'observabilite des systemes 1D, discrets, linéaires,
invariants, et strictement causal, qui sont modelés dans I’EE par ’approche locale de Givone-
Roesser [9]. On assume que la réalisation 2D donnée est localement commandable et
observable, et appartenant a la classe II.

Dans [22], il est montré que les Gramians 2D ci-dessus peuvent étre exprimés comme suite

P =30 250 My M,

[Afj(CtC)Aij](l) [A (CtC)AHl] 1]

Q= Zfio Zqozo
ALt O A a]D [y cte)ay]®

@
(4.12)

La définition ci-dessus des Gramians 2D a été justifiée dans des nombreux aspects. Par
exemple, dans le cas 1D, les auteurs dans [24] ont prouvé que les réalisations équilibrées
exhibent un supérieur performance dans le cadre de la minimisation de la graduation et du
bruit d'approximation. Les quantités de Mertzios [27] se rapportent comme une matrice de
graduation K et une matrice d'approximation W pour réaliser des filtres 2D discrets dans le
temps avec le minimum de graduation et de bruit d'approximation sont les Gramians 2D dans
la définition 4.3.1. Une étude plus unifiée sur la performance de graduation et de bruit
d'approximation des filtres 2D discret dans le temps est proposée dans le travail [28], ou les
Gramians de commandabilité et d'observabilité P et Q@ sont présenté sous le nom de la
matrice de covariance K et la matrice de bruit W, respectivement. Dans un article récent [38],
il est montré que les réalisations 2D découvrent la sensibilité minimum de coefficient sont, en
effet, équivalent aux réalisations équilibrées modulo la transformation orthogonale 2D
équivalente. La définition des Gramians d'observabilité dans [39] se différe a ce qui précede.
Cependant, en raison de son analogie étroite avec le cas 1D, on maintient que la Définition
4.3.1 de Gramians 2D est plus appropriée. Dans les sections suivantes, quelques résultats
importants concernant les systemes bidimensionnels séparables et non séparables sont
obtenus.
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4.4.1. Casdu systeme 2D général :

Systemes Duels : Par I'utilisation des relations dans (4.12), on construit un systéme qui est
duel, dans un certain sens, a un systéme bidimensionnel discret dans le temps donné. Le
systéme duel est caractérisé par la réalisation {A¢, Ct, Bt, D*}.

Théoreme 4.1 : La réalisation {4, B,C,D} et sa duel {A%, Ct, Bt, D'} satisfirent P = Q, et
Q = P4, ou I’indice d denote le nom duel. Ainsi, la derniere réalisation est également dénoté
par {Ag, By, C4, D4}

En termes de modele de réalisation 2D, utilisant les éléments de retard z~* et w1, la dualité
ci-dessus entre les systémes {4, B, C, D} et {At, Bt,C*t, D'} est analogue au cas 1D. Suivant le
résultat ci-dessus, il est possible de redéfinir les Gramians de commandabilité et
d'observabilité come suite.

Définition 4.4.1 : Pour un systtme 2D {A,B,C,D}, les Gramians de commandabilité et
d'observabilité sont définis comme suite

i=0 j=0
Q = z Z Mdij él}
i=0 j=0
(4.13)
Avec
B 0 ..
M, = {Ai—l,j [ 0 ] + 44 [B(Z)]’ pour (i,j) > (0,0)
0, pour (i,j) = (0,0).
ce MNiya, |0 our (i, ) > (0,0)
Mdi]- = di-1 dij-1 [c@*]” p ' ’
0, pour (i,j) = (0,0).
Alternativement, les Gramians peuvent étre définis comme suite
® ® €Y @]
_ [Aﬁiij (BB t)Adij] [Aaij (BB t)Adm.f—l]
F= Z Z ; ; , . @
== [A (BBDAq, .| |48, (BBYA, |
o (1) @]
0-Yy [45(ct0)4y] [45,(CEC) Ay ja]
- 3 @
== |[A5(CH O Ay 4] [45;(ct0)Ay]
(4.14)

Avec My, et Aq,; se rapportent aux quantités du systeme duel, correspondant au M;; et 4;; ,
respectivement, du systéeme donnée.

Lemme 4.2 : Les matrices de transition A;; et Adij de systeme 2D donné et son duel,
respectivement, sont reliés comme suit
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JIONON

A, = ij i-1,j+1
dqij — | @)t Ok
A1 Ay

Ici, A;; et Aq,;appartiennent a Rm+n)(mtn),

Démonstration : La démonstration suit I’équation (4.8) et le Théoréme 4.1, on utilisant la
démonstration par récurrence.

Le Théoréme 4.1 et le Lemme 4.2 au dessus permettent d’utiliser un algorithme écrit pour
calculer P pour calculer Q, ou vice versa.

Lemme 4.3 :
(€Y
i+1,j ..
_ ,  pour (i,j) > (0,0)
AMy; = [MSZ-J
0, pour (i,j) = (0,0).

Démonstration : Le cas lorsque (i,j) = (0,0) est claire car My, = 0. Lorsque (i,j) # (0,0),
(4.8) donne

M ,O 1) @
M. = Ai—l,j Ai_l,j [B(l)] N Ai,j—l Ai,j—l 0 ]
U ORAC) ® 4@ |lp@)
Ai—l,j Ai—l,j 0 Ai,j—l Ai,j—l B
(4.15)
Alors,
M =AY, BD + 4% B®
MP = a2, BD + 4" B®
(4.16)
Pour
(i,j) > (0,0). Encore on a
AP = AWAD 4+ A@4D
AD = AWAD 4+ AD4D
AP =A®A0) |+ 4040
AP = A®AD) |+ A®AD
(4.17)

Par Dutilisation de (4.16) et (4.17), on obtient (AM;;)™ = M) .. De méme, (AMy;)™* =
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Théoréme 4.4 :

(APAt — P)D = —_pOBD’
(APAt — P)® = —p@pB@*
(AtQA — Q) = —cW ¢
(AtQA — Q)W = —c@'Cc®@,

Démonstration : De (4.12), on obtient

i=0 j=0

Par Iutilisation du Lemme 4.2, les sommations étant effectuées pour (i, j) > (0,0), on obtient

(o] (o] M(l) . . (o] (o] M(l) . .
t _p—_ i+1,j] (€] @) | _ y . (1 (2)
APA" =P = [M@) ] [y, Mk ZZ[ ] [ m|
=0 ij+1 i

® © (1) (0t (1 (2)t
_ ZZ Mi+1,j'Mi+1,j Mi+1,j'Mi,j+1

@) nt (2 |, @t
i=0 j=0 Mi,j+1'Mi+1,j Mi,j+1 Mij

© © 1) @t D @t

_ZZ My~ My~ My~ M

(2) 1t 2 )¢t

i=0 j=0 Mij 'Mij Mij 'Mij
i+1,j i,j+1

) ®t (2) ¢ ()
i=0 j=0 Mi,j+1 'Mi+1,j - Mij 'Mij Mi.j+1

© y® (¢ W,y @ @ (D), py@°
Z (2) @), py@°

i+1,j  Miy1,j

(APAt — P)D = Z My, M -MP P
=0

i=0 j
_ @ D a0 D), g 0F
- zz Mi+1,j Mi+1,j - ZZ Mi+1,j Mi+1,j + MlO MlO
i=0 j=0 i=0 j=0
@, @t
+ Z My - My
j=1
On a depuis (4.15),
W _ 4@
My, =Ay; 4B®
12
= Ay B® =0,
Et

MY MY = ADBOBY AL
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t
=1, BOBM
= gD
Donc,

(APAt — P)® = _pOBO),

La deuxiéme relation peut étre démontrée d'une facon semblable, le reste, en considérant la
dualité.

Ce résultat a été montré d’€tre vrai dans le cas des systemes séparables dans [28]. Il fournit
une extension des paires d'équations de Lyapunov utilisées en résolvant les Gamians dans le
cas 1D. Le manque d'une telle paire adéquate dans la forme appropriée est tenu comme
inconvénient dans le cas 2D général.

Considérations de stabilité :

La troncature d’états qui sont fortement couplés aux états restants affectera la stabilité et
d'approximation d'erreur défavorablement. Ces gains d'accouplement sont représentés par A
et A®. Cependant, dans [21], il a été montré qu'une réalisation équilibrée qui est favorable
pour la réduction de modéle, possede la propriété quasi bloque diagonale. En raison de cette
propriété, si le modele original d'ordre élevé a une bonne marge de stabilité, alors le modele
réduit est souvent stable.

4.4.2. Cas du systeme séparable :

Dans cette section, les résultats dérivés précédemment seront utilisés pour demontrer une
propriété intéressante concernant les systéemes séparables 2D. Sur la base de ce résultat, il est
possible de dériver les équations de Lyapunov, et donc quelques résultats importants qui sont
connus pour les systemes 1D peuvent étre prolongés pour ces systemes. En plus, en
employant ces équations de Lyapunov, il est possible de démontrer que la procédé de
réduction proposé dans [22] conserve la stabilité du systéme séparable réduit.

Contrairement au cas des systemes non séparables, il est toujours possible d'obtenir une
réalisation minimale d'une fonction de transfert séparable donnée [29]. Le travail dans [31]
fournit une technique par laquelle une réalisation séparable SISO dans I’EE localement
commandable et observable séparément, qui est sous une certaine forme canonique peut étre
obtenue a partir d'un ordre fini donné des parametres de Markov. Dans [21], un algorithme
facilement implantable pour obtenir cette forme canonique, désignée sous le nom de la forme
de Hinamoto-Fairman, a partir d'une fonction de transfert séparable donnée 2D SISO est
présenté. Cette forme est indiquée dans le chapitre précédent, le détail nécessaire est trouvé
dans [21].

Théoreme 4.5: Pour un systeme 2D discret séparable, localement commandable et
observable, et stable {4, B, C, D} les sous matrices P, P(3, 9@ et 9@ de ses Gramians P
et @ sont nulles.

Démonstration : A partir de la Définition 4.3.1, pour un systéme séparable avec A® = 0, on
a
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-1
|zl — AD 0 jz160)
Flzw) = I 4D wl, — A® ool
- -1
= (21 — AD) ' 0 B(l)]
(Wl — AD) " AO (21, — AD) " (wi, — a®) | 1B®
Alors
2
1 dz dw
P@ = l(z : 2% % F(z,w) F*(z,w).——
/)% J 2121 Jiwi=1 zw
1 -1
= zly, — AW 0| B
2,9 )L [ |w|=1[( " ) ]
-1 -1
. (2L — ADY) "AB® (w*I, — AWY) | dzdw
' (Wl — A®Y) zow
Ceci peut étre écrit comme suite
Y _ AN ] dz
PO = i [(Zlm — AW) ! 0] BB® [(Z In —AW) A l—
] Jiz1=1 I,
. -1d
AvecY = (1/2m)) §, _, (w'I, — A®) VW

Notant que d’aprés [26], (Wln — A(4))_1 = (1/w) Zfio[A(‘*)t]l/Wi, etw*=wlau|w|l =1,
on obtient donc

1 * el 1 o AL )
Y = (_>j£ Z AD T widw = (—)Z AW id

wl=1

Le terme 5ﬁw|=1WidW est nul quel que soit i > 0, donc, Y = 0, alors, P® = 0,et PG =0
de fagcon semblable, le reste est le méme pour Q@ et Q(®, en considérant la dualité.

Théoreme 4.6 : Les Gramians P et Q d’une réalisation 2D séparable, localement
commandable et observable, et stable {4, B, C, D} satisfait les relations suivantes :

AW P AW _p(1) = _gpm)pMt
AD QA _ () = _ [Cu)tcm n A(3)tQ(4)A(3)] — _cWicw
ADP@H A@ _ p() — _ [B<z)tB(z) n A(3)jp(1)A(3)t] — _p@pg@*
AW QWAW _ 0@ = _c@c@,

(4.18)

c

RWA®
QW, et SWsW" =p®  De plus, chacun des systtmes 1D {A®M,BMD D} et

Avec, €V = ] e clatmm BR@) = [p@) 4@ s®] e Cv®*+™, avec RWR® =
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{A®,B®, @} est asymptotiquement stable, commandable, et observable. Ainsi, si le
systeme 2D global est équilibré, alors ces systéemes 1D sont équilibrés également.

Démonstration : Par substitution de A® = 0 dans le Théoréme 4.4 et par la considération
des résultats trouvés dans le Théoréme 4.5 on obtient

¢ o _[A® 0 ”:p(l) 0 ”A(l)t A(3)t]_[33(1) 0
APA ?—[A@ a®ll o pwll ¢ 4ol Lo 2@

_ [A(l)ga(l)A(l)t —p® AP 43 ]

AB®pD) 4@F AP AR L gD Pp@Dg@DF _ p®)
Alors

(APAt — P)t = AOPD AW’ _ pD)
— _ppmt

C’est la premicre relation.

(APAt — P)* = —B@B®@’
= AB®PMW AR § AWP@® 4@ _ p®
Donc
ABDPBH gD _ p) = _BRB@' _ g@®p1) g3t
= _B@B®@' _ g® 5 g 43"
= —B@B@ _ 4@ 5 (4@ sW)®
__| B® N NG|
=~ [B( )t (A®sW) ]
— _Bg@pg@*
Avec B®) = [p@ 4®¢M], alors la troisiéme relation est démontré. Pour la deuxiéme et la
quatriéme relation la démonstration suit la méme maniere.

La stabilité asymptotique des systémes 1D est claire. L’exigence de la commandabilité et
d’observabilité locale implique la commandabilité de {A(l),B(l)} et I’observabilité de
{A(4), C(Z)}. Si {A(l), C(l)} n’est pas observable, 3 un vecteur v € C*1, et A € C tel que

AWy = 1y, v AO = v Wy =0, v c® =0,

Pré- et post multiplication de I’expression A QWAM — 9 = —Cc ¢ par v* et v ,
respectivement, on obtient (J1|? — 1) v*QMWv = 0. La commandabilité et d’observabilité
locale implique aussi que Q) est Positif définit (PD), et donc, |A| = 1, ce qui n’est pas
possible car AM est asymptotiquement stable. Alors {A®M,BM}est observable.
Similairement, on peut démontrer que {A™, M} est commandable. Lorsque le systéme

séparable 2D est équilibré, (4.10) est satisfaite. Depuis ce qu’il montré au dessus, il est alors
clair que les deux systémes 1D sont équilibrés.

La méthode des réalisations équilibrées présentée ci-dessus est appliquée sur un filtre

numérique RIF-2D en suivant la procédure ci-dessous, La réalisation de modéle réduit
s'effectué par I’élimination des valeurs singuliéres les plus faibles. Le modéle réduit résultera
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de la troncature d'ordre (7, i) de la réalisation représentée dans la base d'équilibre. Le critére
d'erreur utilisé est celui de la norme d’erreur de Hankel [49].

4.4.3. Procédure de réduction :

Entrées : ayant une réponse impulsionnelle h(m, n) du systéme 2D (filtre) d’ordre complet,
Etape 1: Transformer h(m,n) a une réalisation dans I’espace d’état {A,B,C,D}, sous la
forme canonique selon la formule (3.24),
Etape 2 : Calculer les sous matrices P10, P4 et g 9™ des Gramians de commandabilité
et d’observabilité, respectivement, par la solution des paires de Lyapunov dans I’équation
(4.6),
Etape 3: Déterminer les matrices de transformation non singulieres T® et T® en
équilibrant les sous systémes 1D horizontal et verticale représentés par les paires (P™, Q™)
et (?(4), Q(4)) [47], respectivement, un résumé de cette procédure est donnée dans 1’ Annexe
B,

: _[tT® 0
Etape 4 : Poser T = [ 0o T®|

Etape 5 : Trouver la réalisation équilibrée {4, B, C,D} = {T~*AT,T~'B,CT, D},

Etape 6 : Estimer 'ordre réduit (7i,7) du modeéle réduit suivant Le critére d'erreur de la
norme de Hankel [49] selon I’équation (4.11),

Etape 7 : Extraire la réalisation du modéle d’ordre réduit (7,7) selon le partitionnement
(4.5),

Sorties : Obtenir la fonction du transfert du filtre réduit a partir de la réalisation dans I’EE par
la procédure montrée dans [48], ou H(z, w) est donnée par

[w? w1 ... 1IN [zm zm-1 .. 1]

H(Z'W):[Wﬁ wh-1 .. 1]D[zm zm-1 ... 1]t

4.4.4. Propriétés du modele réduit :

Le modéle réduit résultant de la procédure des réalisations équilibrées possede quelques
propriétés intéressantes. Celles-ci sont présentées dans cette section.

Théoreme 4.7 : Pour le systéeme séparable 2D équilibré, stable, localement commandable et
observable {4, B, C, D}, les sous systémes horizontal et vertical sont également stable.

Corollaire 4.8 : Etant donné la réalisation 2D {A, B,C, D} séparable, équilibrée, stable, et
localement commandable et observable , la procédure de réduction proposée préserve la
stabilité du modéle d'ordre réduit résultant.

La démonstration de la propriété suivante est tout a fait longue, et donc, elle est présenté dans
l'annexe A.

Théoréme 4.9 : Soit la réalisation 2D {4, B, C, D} séparable, équilibrée, stable, et localement
) ), alors la réalisation réduite de

commandable et observable . Si (01%1) >0, 6t ag‘) > O-rgfl—)l
la taille (7, ) est localement commandable et observable séparément.
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Corollaire 4.10 : Soit la réalisation 2D {4, B, C, D} séparable, équilibrée, stable, et localement

commandable et observable . Si (a,;? > 01;31 et a,g“) > arfl‘_?l ), alors la réalisation reduite
d’ordre (m,7) est minimale.

Démonstration:

Une réalisation séparable est minimal si et seulement si, elle est localement commandable et
observable séparément [30]. Le résultat suit maintenant le Théoreme 4.9.

4.5. Limites d'erreur fréquentiel :

Les limites d'erreur fréquentiel pour les réalisations équilibrées seront développées dans
cette section. Les résultats dans [40] seront utilisés.
Supposant H(z, w) et H(z, w) dénotent les matrices 2D de fonction de transfert du systéme
initial et réduit, respectivement. Par I'utilisation de la formule d'inversion de matrice, on peut
écrire

H(z,w) = CD[zl,, — AO] " BD 4 c@[wl, — A®] " B®
+CO[wl, — AD] " A®zl,, — AD] ' BWD 4 p.

(4.19)
Et pour I’expression de H(z, w) d’une fagon similaire

Az w) = COzly — AV ' BD 4+ (@i, — A®] ' B@
+ E@[wl, — A A® 215 — AD] ' BD 4 D,

Sachant que H(z,w) € RI?(z,w), et H(z,w) € R9P(z,w).

Lemme 4.11: Soit {A,B,C,D} représente une réalisation 2D séparable, équilibré, et
localement commandable et observable d’ordre (m, n), alors

a) |c®[z1, — 4@ BO|| <23m, 6@
b) |c@[wr, —a®] '@ _<2%,a

0o [4®[z1,, - 4a®] " B® <=3
[ee] 4

On

d |c@wr, —a®] " a® < =Tt
o 1

Im

Démonstration :

A partir du Théoréme 2 de [40] et du Théoréme 4.6 au dessus, on a
m
e @, = |c@[zty — a0 "B < ZZ s
i=1
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C’est la démonstration de a), la partie b) d’une maniére similaire. Pour la partie c), on écrit

”A(s) (21, — A(1)]‘1B(1) ” — ”(2(4))_1/2 : (2(4))1/2A(3) 2L, — A(1)]‘1B(1) ”
De méme, a partir du Théoreme Zoode [40], on obtient )

m
l6e2)||_ = ||(g(4>)1/2A(3>[21m - A(l)]_lB(l)”m < 22 otV

i=1
On a encore, ”(Z(“)) 1/2” /|, et donc, ||A(3)[z1 —A(l)]_lB(1)||w<

2
—xn, 0(1) la démonstration des parties c) et d) suit une maniere similaire.

o

Théoréme 4.12 : Soit {A,B,C,D} représente un systétme 2D séparable, et localement
commandable et observable d’ordre (m,n), alors
IH(z, W)l = sup alH(z,w)]

lz] =1
|W|—1

<zz <1>+zz o z mz AL + 10l

Avec A®)' € ytel que [[A®||, = infyeylIXIl,, 00 x = {X € R™MA®XA® = 4@},

(1) (4)

Démonstration :

On admet que le systéme donné est équilibré, notant que

cD[wi, — A<4>]‘1A(3) [21,,, — A(l)]_lg(l)

= C@[wl, - A(4)]‘1A(3)A(3)’A(3)[21m _ A(l)]_lg(l)_
Par I’utilisation du Lemme 4.11 dans I’expression (4.19) on obtient les remarques suivantes :

a) Ona
c@[wi, — A(4)]‘1A(3) [21,,, — A(l)]_lg(l)
= CD[wl, — A®] 7 4® . (z0)*(z) T2
A® L (z@) V(5 ®)2 . 4O 21, — AW B,
On obtient,
1wl < zz

N 22 <4>+4Z mz @y a0 50y 4 bl

b) L’inverse generahse (pseudo mverse) A® 7 de la matrice A® satisfait A A®TAG®) =
A®) Donc, y # 0.
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c) A®" € y posséde la propriété que ||A(3)+||F = infye, [IX |l [41], sachant que |IX||» =

/ '
[ ?i127=1|xij|2]1 ’ Puisque 1/vn[[A® || < [[A®||, < [|[A®][ ., le terme [|4A®,

de I’expression de ||H(z, w)l||, dans le Théoreme 4.12 est remplacé par ||A(3)+||F
sans affecter I’inégalité.

Lemme 4.13: Soit {A,B,C,D} représente un systeme 2D séparable, et localement
commandable et observable d’ordre (m,n). Soit le systéme réduit obtenu par la troncature de
systeme au dessus posséde 1’ordre (71, 7) donc

a) |cD|zl,, _A(l)]_lB(l) — €Dzl — 4(1)]‘13(1)| <2XZ m+10
b) C(Z)[ I, _A(4)] B(Z)— C(Z)[WIA—A(‘D] (2)| < 2% l

) [|A®[zl,, — AD] B<1>—A<3>[z1A—A(l)]_““)|oo< 2(4) R0l

d) |c@wr, — a®] 7 a® - ¢@[wi, — A®]" 4® | c 2 ym @

o UT(;) i=m+1"~i
Les inégalités sont vraies si o # 041 pour i =, -, m—1, et a{P % a'}) pour j =

fl,-,n—1.
Démonstration :
La démonstration est similaire a la démonstration du Lemme 4.11.

Pour simplification, on suppose que la réduction est appliquée au sous systéme vertical
seulement. Donc un systeme d’ordre mh- fiv est extrait depuis le systeme initial d’ordre mh-
nv. Alors, on a

AH(z,w) = H(z,w) — H(z,w)
= c@[wl, - A(4>]‘1B(2)_ CD[wi, - 4(4)]‘13(2)
n [C(Z)[Wln _ A(4)]‘1A(3) — CO[wl, — 4(4)]‘1 A(3>] |zl — A(l)]_lg(l)_
(4.19)

Théoréme 4.14: Soit {A,B,C,D} représente un systétme 2D séparable, et localement
commandable et observable de taille (m, n). Soit le systeme réduit obtenu par la troncature de
systéme au dessus possede la taille (m, 7) donc

IAH (2, w)l., < 2 Z o [1+ ol [CER R l

i= n+1

()
<2 Z 1+ (DZJJ (AW, B, 1.

i=fi+1

La signe strictement supérieur dans d'inégalité satlsfalte sio (4) * al(fi pouri=1,--,n—1.
Sachant que o;(--) correspond aux valeurs smgulleres de Hankel du systeme

asymptotiquement stable, commandable et observable {-,-,-}.
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Démonstration :

La premiere inégalité suit 1’application du Lemme 4.13 sur (4.19). La seconde se fait par
I’application du Théoréme 4.12 sur le systéeme asymptotiquement stable, commandable et

observable {A®, BW, 1} de dégrée m.
Remarque :
a) Le dernier terme dans (4.19) peut étre écrit comme suite

[C(z> [wi, — A(4)]_1A(3)(2(1))1/2 — C@[wl, — A®]7 ,4(3)(2(1))1/2]

-1/2 -1
. (2(1)) [Zlm _A(l)] B,
Notant que le systéme {A(l),B(l), (2(1))_1/ 2} de dégrée m est asymptotiquement stable,
commandable et observable, on a depuis le Théoreme 2 de [40]

oy - a0y 50

m
< ZZ 0, (AD, B (z®) 72
co i—1
On a aussi, l
n
”C(Z)[wln — A® T A® (32 _ @[, — A®] T A(S)(Z(l))l/ZH <2 Z o®.
* i=fi+1

Cela se fait par I’application du Lemme 4.13 sur {A(4),A(3) (2(1))1/2, C(Z)}. Alors on obtient

n m
IAH (2, W)l < 2 Z o |1+ ZZ o, (AD, BW, ()7,
i=ht+1 =

(4.20)
b) si, la réduction est effectuée seulement sur le sous-systeme horizontal, on obtient des

résultats analogues au Théoréme 4.14, et la remarque a) ci-dessus peut étre facilement
obtenue.

4.6. Préservation de la phase :

Dans cette section on démontre que la méthode discuté préserve la phase du systeme 2D
(filtre 2D) apreés réduction sous quelques circonstances.

Théoreme 4.15: Si ¢(w,, w,) et @(w,, w,) sont les phases du filtre réduit et initial,
respectivement, et (,, dénote la région de la bande passante, alors

2é
maxI@(a)l, (1)2) - (p(wlin)l ~ 8m < 1—¢
‘Qp

Ou é dénote I’estimation de I’erreur maximum dans la bande passante entre le filtre initial et
reduit, et €, est la tolérance dans la bande passante du filtre initial ou

p
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H(w,, wz)lﬁ(wb 0)2)|
Op =max |1l ——= .
'Qp H(w;, wp)|H(wy, w,)|

Démonstration :
On peut écrire
H(wy, w3) = M(w;, wz)eﬁp(wl.wz)

ﬁ(wl, (1)2) = M(le wz)ej‘//)(wl'wz)

L’erreur d’approximation dans la phase peut étre écrite comme

| (w1, w3) — @(wq, w,)| = |In

<H((U1; wz)M(wp w5)

ﬁ(le wZ)M(w1, w2)>‘ - Iln(l + 6)|

Ou § est estimé comme

‘ ‘ ‘HM—FTM+F7M—HM‘

|HM M)|+|M(H H)|

_ || |11 - |H|| + M|A - H]

MM

I L R (e

B MM = M
Donc

8, = max|§| < Nimax = 2
Qp Dpin 1-—¢€,
Avec
Npax = 2max|ﬁ - H|
Qp

Et

Dpin = min M.
Qp
Si le filtre est bien synthétisé alors €, =~ 0, ’équation au dessus indique que § < 1 si é < 1.
Sous ces circonstances, on a

2e

max|P(wq, w,) — p(wq, w,)| =max|In(1 + )| = max|§| < —
Q, Q, Q, “p

Puisque la méthode des réalisations équilibrées est utilisé, 1’erreur d’approximation é devient
trés petit si les deux termes X7 .. 1(1) et Y7 i=q+10 (4) sont trés petits aussi, dans ce cas la

phase de filtre original est préservé apreés réduction.
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4.7. Conclusion :

La méthode de réduction par les réalisations equilibrées est montrée, la definition des
Gramians 2D présentée dans ce chapitre fournissent une extension naturelle des Gramians de
commandabilité et d’observabilit¢é 1D, dans le cas des systemes séparables, stables, et
localement commandable et observable quelque propriétés intéressantes voir la stabilité, la
minimalité , les normes et la préservation de la phase sont dérivées. Une limite d’erreur
fréquentielle est présentée lorsque la réduction se fait sur 1’un des deux sous-systémes
uniquement.
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Chapitre 5

SIMULATIONS

5.1. Introduction

Dans I’ordre de montrer I’efficacité de la méthode de réduction étudié dans notre mémoire,
on donne quelques exemples. Dans chaque exemple on partons d’un filtre numérique RIF-2D
d’ordre complet (m,n), synthétisé par la méthode de fenétrage cité dans le chapitre 1, ce filtre
possede la caractéristique de dénominateur séparable, qui nous permet de le représenter dans
I’espace d’état sous un forme canonique localement commandable et observable. En
appliquant au model obtenue la méthode de réalisations équilibrées développé dans le chapitre
4, cette méthode permet I’extraction du model d’ordre réduit (i, ), par I’ application de la
critere de la norme de [’erreur de Hankel. Pour chaque exemple, on donne alternativement les
coefficients de la réponse impulsionnelle du filtre initial, sa fonction de transfert, et celle du
filtre réduit, on étudiera le comportement fréquentielle du filtre initial et son approximant
réduit et I’erreur entre eux. Ainsi, quatre mesures pour démontrer I’efficacité¢ de la procédure
de réduction sont présentées, la premiére est le critére d’erreur de la norme Euclidienne (€,)
et la deuxiéme est le critére d’erreur de la norme I, (€4,). Ses mesures sont données dans [32]
comme suite

€ £ max|Hyj — Hy;| / max|Hi|

1/2 1/
€, = ZZ(HU—I?U)Z / ZZ(HU)Z

i i

2

Les autres mesures sont, ’erreur maximale dans la région de la bande passante (Rp) et

’erreur maximale dans la région de la bande coupée (R,) données comme suite

Err(Ry) = (g}gg;gleu — H;

Err(Rg) = (L%ae)}gs|Hij - Hl-j|

Le model initial est toujours stable et a phase linéaire, on démontrera que notre procédure
de réduction préserve la stabilité et la linéarité de phase de filtré réduit. Parce que, le filtre
réduit posséde le caractéristique de dénominateur séparable c.-a-d. 1’'un de deux matrices 4,
ou A5 est nulle, donc le test de stabilité est trés simple, un systéme séparable est stable si [32]

P(Al) <1, p(A4) <1
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Ou p(+) dénote le rayon spectrale de (+), c.-a-d le maximum des valeurs propres de (*) .

Le test de la linéarité dans le cas 2D suit un procédure indirecte, on évalue la fonction de
transfert H(z, w) dans des points fixes sur le cercle d’unité z; = e/2™/N ou w; = e/2™/M pour
1’un des deux variables(z, w), et le test devient sur des systémes unidimensionnelles H;(z) ou
H (w).

5.2. Exemple 1:

Soit un filtre RIF-2D passe haut, synthétisé par la méthode de fenétrage, avec la

fréquence de coupure normalisé fc = \/w;? + w,? = 0.6, on utilise la fenétre de Hamming
avec I’ordre (m,n) = (20,20).

La réponse impulsionnelle et la fonction de transfert correspond a ce filtre sont données au
dessous, ou la fonction de transfert est dérivée a partir la réalisation dans I’EE selon
I’algorithme dans [17], et donnée sous la forme

[wr w1t . 1]Nzm zm-1 .. 1]t

H(Z; W) = [Wn WTl—l 1]Dt[Zm Zm_l 1]t

La réponse impulsionnelle correspond a ce filtre est

h(i,j) =

Colonne 1a 11

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0.0006
0 0 0 0 0 0 0.0004 -0.0003 -0.0000 0.0003 0.0009
0 0 0 0 0.0003 0.0001 0.0010 0.0003 0.0018 -0.0004 0.0014
0 0 0 -0.0009 0.0012 0.0014 0.0002 -0.0023 -0.0011 -0.0004 0.0024
0 0 0.0003 0.0012 0.0013 -0.0045 -0.0029 0.0003 -0.0013 -0.0021 -0.0066
0 0 0.0001 0.0014 -0.0045 0.0012 -0.0014 -0.0059 -0.0047 0.0045 0.0034
0 0.0004 0.0010 0.0002 -0.0029 -0.0014 -0.0117 0.0178 0.0175 0.0042 -0.0042
0 -0.0003 0.0003 -0.0023 0.0003 -0.0059 0.0178 0.0174 -0.0089 0.0116 0.0083
0 -0.0000 0.0018 -0.0011 -0.0013 -0.0047 0.0175 -0.0089 0.0367 -0.0278 -0.0883
0 0.0003 -0.0004 -0.0004 -0.0021 0.0045 0.0042 0.0116 -0.0278 -0.1602 0.0383
-0.0006 0.0009 0.0014 0.0024 -0.0066 0.0034 -0.0042 0.0083 -0.0883 0.0383 0.6621
0 0.0003 -0.0004 -0.0004 -0.0021 0.0045 0.0042 0.0116 -0.0278 -0.1602 0.0383
0 -0.0000 0.0018 -0.0011 -0.0013 -0.0047 0.0175 -0.0089 0.0367 -0.0278 -0.0883
0 -0.0003 0.0003 -0.0023 0.0003 -0.0059 0.0178 0.0174 -0.0089 0.0116 0.0083
0 0.0004 0.0010 0.0002 -0.0029 -0.0014 -0.0117 0.0178 0.0175 0.0042 -0.0042
0 0 0.0001 0.0014 -0.0045 0.0012 -0.0014 -0.0059 -0.0047 0.0045 0.0034
0 0 0.0003 0.0012 0.0013 -0.0045 -0.0029 0.0003 -0.0013 -0.0021 -0.0066
0 0 0 -0.0009 0.0012 0.0014 0.0002 -0.0023 -0.0011 -0.0004 0.0024
0 0 0 0 0.0003 0.0001 0.0010 0.0003 0.0018 -0.0004 0.0014
0 0 0 0 0 0 0.0004 -0.0003 -0.0000 0.0003 0.0009
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0.0006
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Colonne 12 2 21

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0.0003 -0.0000 -0.0003 0.0004 O 0 0 0 0 0
-0.0004 0.0018 0.0003 0.0010 0.0001 0.0003 O 0 0 0
-0.0004 -0.0011 -0.0023 0.0002 0.0014 0.0012 -0.0009 O 0 0
-0.0021 -0.0013 0.0003 -0.0029 -0.0045 0.0013 0.0012 0.0003 O 0
0.0045 -0.0047 -0.0059 -0.0014 0.0012 -0.0045 0.0014 0.0001 O 0
0.0042 0.0175 0.0178 -0.0117 -0.0014 -0.0029 0.0002 0.0010 0.0004 O
0.0116 -0.0089 0.0174 0.0178 -0.0059 0.0003 -0.0023 0.0003 -0.0003 O
-0.0278 0.0367 -0.0089 0.0175 -0.0047 -0.0013 -0.0011 0.0018 -0.0000 O
-0.1602 -0.0278 0.0116 0.0042 0.0045 -0.0021 -0.0004 -0.0004 0.0003 O
0.0383 -0.0883 0.0083 -0.0042 0.0034 -0.0066 0.0024 0.0014 0.0009 -0.0006
-0.1602 -0.0278 0.0116 0.0042 0.0045 -0.0021 -0.0004 -0.0004 0.0003 O
-0.0278 0.0367 -0.0089 0.0175 -0.0047 -0.0013 -0.0011 0.0018 -0.0000 O
0.0116 -0.0089 0.0174 0.0178 -0.0059 0.0003 -0.0023 0.0003 -0.0003 O
0.0042 0.0175 0.0178 -0.0117 -0.0014 -0.0029 0.0002 0.0010 0.0004 O
0.0045 -0.0047 -0.0059 -0.0014 0.0012 -0.0045 0.0014 0.0001 O 0
-0.0021 -0.0013 0.0003 -0.0029 -0.0045 0.0013 0.0012 0.0003 O 0
-0.0004 -0.0011 -0.0023 0.0002 0.0014 0.0012 -0.0009 O 0 0
-0.0004 0.0018 0.0003 0.0010 0.0001 0.0003 O 0 0 0
0.0003 -0.0000 -0.0003 0.0004 O 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

La réponse fréquentielle sur 1I’échelle normale est donnée dans la Figure 5.1.a, et sur I’échelle
logarithmique dans la Figure 5.1.b

Reponse fréquentielle

Amplitude

0.5

I

4‘59 00

|

Wi

W 50’ 05

i

Fig. 5.1.a — Réponse fréquentielle de filtre initial (échelle normale).
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Amplitude

Reponse fréquentielle

Fig. 5.1.b — Réponse fréquentielle de filtre initial (échelle logarithmique).

N, =

Colonne 1a 11

0.0000
-0.0000
-0.0000
-0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
-0.0000
0.0000
-0.0000
-0.0135
-0.0000
-0.0000
0.0000
-0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
-0.0000
-0.0000
-0.0000

-0.0000
0.0000
-0.0000
-0.0000
-0.0000
-0.0000
0.0093
-0.0057
-0.0002
0.0056
0.0196
0.0056
-0.0002
-0.0057
0.0093
-0.0000
-0.0000
-0.0000
-0.0000
0.0000
0.0000

0.0000
0.0000
0.0000
-0.0000
0.0059
0.0020
0.0228
0.0060
0.0399
-0.0098
0.0317
-0.0098
0.0399
0.0060
0.0228
0.0020
0.0059
0.0000
-0.0000
0.0000
-0.0000

0.0000
0.0000
-0.0000
-0.0206
0.0270
0.0316
0.0049
-0.0513
-0.0242
-0.0095
0.0539
-0.0095
-0.0242
-0.0513
0.0049
0.0316
0.0270
-0.0206
0.0000
0.0000
0.0000

-0.0000
-0.0000
0.0059
0.0270
0.0276
-0.1000
-0.0638
0.0068
-0.0284
-0.0457
-0.1461
-0.0457
-0.0284
0.0068
-0.0638
-0.1000
0.0276
0.0270
0.0059
-0.0000
-0.0000

0.0000
0.0000
0.0020
0.0316
-0.1000
0.0256
-0.0305
-0.1300
-0.1030
0.0987
0.0743
0.0987
-0.1030
-0.1300
-0.0305
0.0256
-0.1000
0.0316
0.0020
0.0000
0.0000
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0.0000
0.0093
0.0228
0.0049
-0.0638
-0.0305
-0.2588
0.3921
0.3855
0.0931
-0.0929
0.0931
0.3855
0.3921
-0.2588
-0.0305
-0.0638
0.0049
0.0228
0.0093
-0.0000

0.0000
-0.0057
0.0060
-0.0513
0.0068
-0.1300
0.3921
0.3838
-0.1953
0.2549
0.1830
0.2549
-0.1953
0.3838
0.3921
-0.1300
0.0068
-0.0513
0.0060
-0.0057
0.0000

-0.0000
-0.0002
0.0399

-0.0242
-0.0284
-0.1030
0.3855

-0.1953
0.8097

-0.6120
-1.9470
-0.6120
0.8097

-0.1953
0.3855

-0.1030
-0.0284
-0.0242
0.0399

-0.0002
-0.0000

0.0000
0.0056
-0.0098
-0.0095
-0.0457
0.0987
0.0931
0.2549
-0.6120
-3.5334
0.8436
-3.5334
-0.6120
0.2549
0.0931
0.0987
-0.0457
-0.0095
-0.0098
0.0056
0.0000

-0.0135
0.0196
0.0317
0.0539
-0.1461
0.0743
-0.0929
0.1830
-1.9470
0.8436
14.6000
0.8436
-1.9470
0.1830
-0.0929
0.0743
-0.1461
0.0539
0.0317
0.0196
-0.0135



Colonne 12 2 21

0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000
0.0056 -0.0002 -0.0057 0.0093 -0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000
-0.0098 0.0399 0.0060 0.0228 0.0020 0.0059 -0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000
-0.0095 -0.0242 -0.0513 0.0049 0.0316 0.0270 -0.0206 0.0000 -0.0000 -0.0000
-0.0457 -0.0284 0.0068 -0.0638 -0.1000 0.0276 0.0270 0.0059 -0.0000 0.0000
0.0987 -0.1030 -0.1300 -0.0305 0.0256 -0.1000 0.0316 0.0020 -0.0000 0.0000
0.0931 0.3855 0.3921 -0.2588 -0.0305 -0.0638 0.0049 0.0228 0.0093 0.0000
0.2549 -0.1953 0.3838 0.3921 -0.1300 0.0068 -0.0513 0.0060 -0.0057 0.0000
-0.6120 0.8097 -0.1953 0.3855 -0.1030 -0.0284 -0.0242 0.0399 -0.0002 0.0000
-3.5334 -0.6120 0.2549 0.0931 0.0987 -0.0457 -0.0095 -0.0098 0.0056 -0.0000
0.8436 -1.9470 0.1830 -0.0929 0.0743 -0.1461 0.0539 0.0317 0.0196 -0.0135
-3.5334 -0.6120 0.2549 0.0931 0.0987 -0.0457 -0.0095 -0.0098 0.0056 -0.0000
-0.6120 0.8097 -0.1953 0.3855 -0.1030 -0.0284 -0.0242 0.0399 -0.0002 -0.0000
0.2549 -0.1953 0.3838 0.3921 -0.1300 0.0068 -0.0513 0.0060 -0.0057 0.0000
0.0931 0.3855 0.3921 -0.2588 -0.0305 -0.0638 0.0049 0.0228 0.0093 0.0000
0.0987 -0.1030 -0.1300 -0.0305 0.0256 -0.1000 0.0316 0.0020 -0.0000 0.0000
-0.0457 -0.0284 0.0068 -0.0638 -0.1000 0.0276 0.0270 0.0059 -0.0000 0.0000
-0.0095 -0.0242 -0.0513 0.0049 0.0316 0.0270 -0.0206 -0.0000 0.0000 0.0000
-0.0098 0.0399 0.0060 0.0228 0.0020 0.0059 0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000
0.0056 -0.0002 -0.0057 0.0093 0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000
0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000

22.05, (,j) =011
0, ailleurs.

D) =
Les valeurs singulieres de Hankel du modéle d'ordre complet (Figure. 5.1) sont données par

%}

= [8.6245e — 1,8.6051e — 1,8.2189¢e — 1,8.1659¢e — 1, 7.8633e — 1,7.7146e — 1,7.4139e — 1, 7.3343e — 1,
6.6731e — 1, 5.8667e — 1, 2.6464e — 1,8.4044e — 2,5.7571e — 2,4.1658e — 2,1.3083e — 2,9.7815e — 3,
3.0436e — 3, 2.1216e — 3,4.3050e — 4,1.4922¢ — 4]

Et due a la symétrie de la réponse impusionnelle, les sous systémes horizontal et vertical sont
identiques, donc ;

24 = El'

La Figure 5.2 montre la répartition des valeurs singuliéres du sous-systeme horizontal et
vertical en fonction de I’indice de 1’état horizontal et vertical, respectivement.
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0.8 b
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0.6 b

5,0)
5,0

30 30

Fig. 5.2 - Répartition des valeurs singulieres de Hankel, a gauche : sous- systeme horizontal, a droite : sous-
systeme vertical.

On doit fixer les valeurs de tolérances TOL, et TOL, qui sont déterminées en se basant
généralement sur la critére de la norme d’erreur de Hankel pour déterminer I’ordre du model
simplifié (7, 7), on prend dans cette exemple TOL, = TOL, = 10*, la troncature des valeurs
singulieres dominantes est montré dans la Figure. 5.3.
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Fig. 5.3 - Troncature des valeurs singuliéres dominantes au dessus de la ligne et négligées au dessous de la ligne.

Notant que les ordres reduits 7 et @i égale au nombre des valeurs singulieres dominantes de
sous-systeme horizontal et vertical, respectivement. Donc m = 15 et i = 15 dans ce cas. Et

~

3 =3,
= [8.6245e — 1,8.6051e — 1,8.218%¢ — 1,8.1659%¢ — 1,7.8633e — 1,7.7146e — 1,7.413%¢ — 1,7.3343e — 1,
6.6731e — 1, 5.8667e — 1, 2.6464e — 1,8.4044e — 2,5.7571e — 2,4.1658e — 2,1.3083e — 2]

La fonction de transfert de systeme réduit est donné par
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R, =

Colonnes1 a8

0.0000

0.0000

-0.0000
0.0000

-0.0000
-0.0000
0.0000

-0.0000
-0.0000
-0.0000
-0.0104
-0.0037
-0.0008
-0.0011
-0.0005
-0.0000

Colonnes 9 a 16

0.0000
-0.0000
-0.0000
-0.0000
0.0000
0.0000
0.0072
-0.0019
-0.0011
0.0047
0.0129
0.0085
0.0027
-0.0028
0.0065
0.0023

-0.0000
-0.0000
-0.0000
-0.0000
0.0046
0.0031
0.0210
0.0108
0.0338
0.0071
0.0304
0.0071
0.0313
0.0154
0.0233
0.0080

0.0338 0.0071 0.0304

-0.0170
-0.0385
-0.1274
0.3400
0.0861
0.5895
-0.1560
-1.5422
-0.8713
0.3317
-0.0227
0.3159
0.0549

ﬁt:

-0.0131
-0.0554
0.0210

0.1850

0.2522

-0.1560
-2.9243
-0.8629
-3.0572
-1.5420
-0.2149
-0.0868
-0.0599

Colonnes 1 a 8

17.0667 5.9650

5.9650
1.2690
1.7931
0.7669
0.1112
0.1785
-0.0101
-0.0243
-0.0219
0.0028
-0.0010

2.0848
0.4435
0.6267
0.2680
0.0389
0.0624
-0.0035
-0.0085
-0.0076
0.0010
-0.0003

0.0429
-0.1138
0.0276
0.0164
0.2360
-1.5422
-0.8629
11.2216
3.4975
-0.9915
0.8330
0.4270
-0.0174

1.2690
0.4435
0.0944
0.1333
0.0570
0.0083
0.0133
-0.0008
-0.0018
-0.0016
0.0002
-0.0001

0.0000
-0.0000
-0.0000
-0.0159
0.0170
0.0317
0.0192
-0.0312
-0.0170
-0.0131
0.0429
0.0048
-0.0103
-0.0403
-0.0037
0.0154

0.0071
0.0048
-0.0786
0.0627
0.1219
0.2917
-0.8713
-3.0572
3.4975
-1.4698
-1.9302
0.0632
0.0034
-0.0744

1.7931
0.6267
0.1333
0.1884
0.0806
0.0117
0.0188
-0.0011
-0.0026
-0.0023
0.0003
-0.0001

-0.0000
0.0000

0.0046

0.0170

0.0348

-0.0570
-0.0660
-0.0261
-0.0385
-0.0554
-0.1138
-0.0786
-0.0521
-0.0325
-0.0605
-0.0894

0.0313
-0.0103
-0.0521
-0.0561
0.3221
0.0572
0.3317
-1.5420
-0.9915
-1.9302
-0.4480
-0.1780
0.1467
0.0230

0.7669
0.2680
0.0570
0.0806
0.0345
0.0050
0.0080
-0.0005
-0.0011
-0.0010
0.0001
-0.0000

-0.0000
0.0000
0.0031
0.0317
-0.0570
-0.0264
-0.0419
-0.1211
-0.1274
0.0210
0.0276
0.0627
-0.0561
-0.1138
-0.0664
-0.0008

0.0154
-0.0403
-0.0325
-0.1138
0.3752
0.4168
-0.0227
-0.2149
0.8330
0.0632
-0.1780
0.2996
0.5177
0.0360

0.1112
0.0389
0.0083
0.0117
0.0050
0.0007
0.0012
-0.0001
-0.0002
-0.0001
0.0000
-0.0000
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0.0000
0.0072
0.0210
0.0192
-0.0660
-0.0419
-0.2211
0.1826
0.3400
0.1850
0.0164
0.1219
0.3221
0.3752
-0.0805
-0.0196

0.0233
-0.0037
-0.0605
-0.0664
-0.0805
0.3900
0.3159
-0.0868
0.4270
0.0034
0.1467
0.5177
0.1078
-0.0151

0.1785
0.0624
0.0133
0.0188
0.0080
0.0012
0.0019
-0.0001
-0.0003
-0.0002
0.0000
-0.0000

-0.0000
-0.0019
0.0108
-0.0312
-0.0261
-0.1211
0.1826
0.4621
0.0861
0.2522
0.2360
0.2917
0.0572
0.4168
0.3900
0.0013

0.0080
0.0154
-0.0894
-0.0008
-0.0196
0.0013
0.0549
-0.0599
-0.0174
-0.0744
0.0230
0.0360
-0.0151
0.0531

-0.0101
-0.0035
-0.0008
-0.0011
-0.0005
-0.0001
-0.0001
0.0000
0.0000
0.0000
-0.0000
0.0000



-0.0040 -0.0014 -0.0003 -0.0004 -0.0002 -0.0000 -0.0000 0.0000

0.0009 0.0003 0.0001 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000
0.0007 0.0002 0.0001 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000

Colonnes 9a 16

-0.0243 -0.0219 0.0028 -0.0010 -0.0040 0.0009 0.0000 0.0007
-0.0085 -0.0076 0.0010 -0.0003 -0.0014 0.0003 0.0000 0.0002
-0.0018 -0.0016 0.0002 -0.0001 -0.0003 0.0001 0.0000 0.0001
-0.0026 -0.0023 0.0003 -0.0001 -0.0004 0.0001 0.0000 0.0001
-0.0011 -0.0010 0.0001 -0.0000 -0.0002 0.0000 0.0000 0.0000
-0.0002 -0.0001 0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
-0.0003 -0.0002 0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000
0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000
0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000
-0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000
0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000
-0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
-0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
-0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

La réponse fréquentielle du filtre réduit sur I’échelle normal et logarithmique est donnée dans
la Figure. 5.4.a, et 5.4.b, respectivement.

Reponse fréquentielle aprés reduction

Amplitude

Fig. 5.4.a — Réponse fréquentielle du filtre réduit (échelle normal).
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Fig. 5.4.b — Réponse fréquentielle du filtre réduit (échelle logarithmique).

L’erreur fréquentielle  E(w,,w,) = H(wy, w,) — H(wy, w,) présente une importance
spéciale pour mesurer la qualité et la performance de réduction. Les Figures 5.5.a et 5.5.b
montrent cette erreur dans 1’échelle normale et logarithmique, respectivement.

Erreur fréquentielle

003 |

0027

Amplitude

001"

Fig. 5.5.a — Erreur fréquentielle (échelle normal).
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Erreur fréquentielle
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Fig. 5.5.b — Erreur fréquentielle (échelle logarithmique).

On voit clairement que les comportements fréquentielles de filtre initial et de son approximant
réduit sont trés proches, et I’erreur est tres petite dans toute la gamme fréquentielle.

La Figure c’est aprés montre les graphes de la réeponse de la phase en évaluant la fonction de
transfert bidimensionnelle dans trois points fixes sur le cercle unité w; = e/2™/M ol M =
64eti =1{20,30,64}
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Réponse de la phase
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Fig. 5.6 — La réponse de la phase du filtre 1D aprés évaluation du systéme 2D dans trois points fixes sur le cercle
UNité wy, = ef2mX20/64 . — pJ2MX30/64 oty = pJ2MX64/64

On remarque bien que les graphes juxtaposent exactement et la phase est toujours linéaire
dans la bande passante, et cela implique que la procédure de réduction préserve la linéarité de
la phase du filtre initial.

Le Tableau 5.1 regroupe quelques mesures pour différentes ordres réduits du systéeme initial.

Tableau 5.1 —Mesures effectuées apres réduction.

(TOL,,TOL,) (5 x 103,5 x 10) (10%,10%) (5 x 10%,5 x 10%)
(7, (14,14) (15,15) (16,16)
Err(R,) 0.044319 0.031600 0.013096
Err(Ry) 0.039013 0.033691 0.0080105
€00 (%) 4.41 3.35 1.30
€,(%) 2.13 171 0.54
p(4,) 0.5755 0.5869 0.5528
p(4,) 0.5755 0.5869 0.5528

Les résultats obtenus dans le Tableau 5.1 montrent les performances de la procédé de
réduction développée dans ce travail, on constate bien que I’erreur est trés petit malgré on a
choisit d’ordres de model réduit trés petits par rapport aux celles originaux, la stabilité en
plus, est toujours garanti.
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5.3. Exemple 2:

Soit un filtre RIF-2D passe bande synthétise par la méthode de fenétrage, avec les
fréquences de coupures normalisées fc; = 0.5 et fc, = 0.7, on utilise la fenétre de Kaiser,
on suppose que le niveau d’ondulation maximale dans la bande coupée soit @ = 40 dB, on
choisira I’ordre initial (m,n) = (20,20).

La réponse impulsionnelle correspond a ce filtre est donnée comme suite

h(i,j) =

Colonne1a11

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.0016
0 0 0 0 0 0.0004 0.0010 0.0002 0.0008 0.0020
0 0 0 -0.0009 -0.0005 -0.0023 -0.0043 -0.0022 -0.0015 -0.0029
0 0 0.0014 0.0008 0.0006 -0.0008 -0.0010 0.0050 0.0051 0.0010
0

-0.0009 0.0008 -0.0025 -0.0004 0.0075 0.0101 0.0093 0.0014 -0.0059
0 -0.0005 0.0006 -0.0004 0.0029 0.0027 -0.0080 -0.0153 -0.0180 -0.0202
0.0004 -0.0023 -0.0008 0.0075 0.0027 -0.0170 -0.0199 0.0010 0.0191 0.0239
0.0010 -0.0043 -0.0010 0.0101 -0.0080 -0.0199 0.0170 0.0414 0.0248 0.0119
0.0002 -0.0022 0.0050 0.0093 -0.0153 0.0010 0.0414 -0.0027 -0.0613 -0.0699
0.0008 -0.0015 0.0051 0.0014 -0.0180 0.0191 0.0248 -0.0613 -0.0292 0.0517
.0016 0.0020 -0.0029 0.0010 -0.0059 -0.0202 0.0239 0.0119 -0.0699 0.0517 0.1995
0.0008 -0.0015 0.0051 0.0014 -0.0180 0.0191 0.0248 -0.0613 -0.0292 0.0517
0.0002 -0.0022 0.0050 0.0093 -0.0153 0.0010 0.0414 -0.0027 -0.0613 -0.0699
0.0010 -0.0043 -0.0010 0.0101 -0.0080 -0.0199 0.0170 0.0414 0.0248 0.0119
0.0004 -0.0023 -0.0008 0.0075 0.0027 -0.0170 -0.0199 0.0010 0.0191 0.0239

O OO0 0000000000000 O0O0OO0OO0oOOo

0 -0.0005 0.0006 -0.0004 0.0029 0.0027 -0.0080 -0.0153 -0.0180 -0.0202
0 -0.0009 0.0008 -0.0025 -0.0004 0.0075 0.0101 0.0093 0.0014 -0.0059
0 0 0.0014 0.0008 0.0006 -0.0008 -0.0010 0.0050 0.0051 0.0010
0 0 0 -0.0009 -0.0005 -0.0023 -0.0043 -0.0022 -0.0015 -0.0029
0 0 0 0 0 0.0004 0.0010 0.0002 0.0008 0.0020
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.0016
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Colonne 12221

0 0 0 0 0 0 0
0.0008 0.0002 0.0010 0.0004 O 0 0
-0.0015 -0.0022 -0.0043 -0.0023 -0.0005 -0.0009 O
0.0051 0.0050 -0.0010 -0.0008 0.0006 0.0008 0.0014
0.0014 0.0093 0.0101 0.0075 -0.0004 -0.0025 0.0008 -0.0009
-0.0180 -0.0153 -0.0080 0.0027 0.0029 -0.0004 0.0006 -0.0005 O
0.0191 0.0010 -0.0199 -0.0170 0.0027 0.0075 -0.0008 -0.0023 0.0004
0.0248 0.0414 0.0170 -0.0199 -0.0080 0.0101 -0.0010 -0.0043 0.0010
-0.0613 -0.0027 0.0414 0.0010 -0.0153 0.0093 0.0050 -0.0022 0.0002
-0.0292 -0.0613 0.0248 0.0191 -0.0180 0.0014 0.0051 -0.0015 0.0008
0.0517 -0.0699 0.0119 0.0239 -0.0202 -0.0059 0.0010 -0.0029 0.0020
-0.0292 -0.0613 0.0248 0.0191 -0.0180 0.0014 0.0051 -0.0015 0.0008
-0.0613 -0.0027 0.0414 0.0010 -0.0153 0.0093 0.0050 -0.0022 0.0002
0.0248 0.0414 0.0170 -0.0199 -0.0080 0.0101 -0.0010 -0.0043 0.0010
0.0191 0.0010 -0.0199 -0.0170 0.0027 0.0075 -0.0008 -0.0023 0.0004
-0.0180 -0.0153 -0.0080 0.0027 0.0029 -0.0004 0.0006 -0.0005 O
0.0014 0.0093 0.0101 0.0075 -0.0004 -0.0025 0.0008 -0.0009
0.0051 0.0050 -0.0010 -0.0008 0.0006 0.0008 0.0014 O
-0.0015 -0.0022 -0.0043 -0.0023 -0.0005 -0.0009 O 0
0.0008 0.0002 0.0010 0.0004 O 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

o O O o o

.0016

O O O O O O O O O O O 0O O o o o o o o o o

o O O o o

La réponse fréquentielle sur 1’échelle normal est donnée dans la Figure 5.7.a, et sur ’échelle
logarithmique dans la Figure 5.7.b
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Reponse fréquentielle

Amplitude

Fig. 5.7.a — Réponse fréquentielle du filtre initial (échelle normale).

Reponse fréquentielle
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Fig. 5.7.b — Réponse fréquentielle du filtre initial (échelle logarithmique).

Les valeurs singulieres de Hankel du modéle d'ordre complet sont données par
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2

= [5.1297e — 1,5.0278e — 1, 4.2210e — 1,4.1603e — 1, 4.0146e — 1, 3.8879e — 1, 3.6429e — 1, 2.5721e — 1,
1.8466e — 1, 1.0698e — 1, 6.6620e — 2, 3.6869e — 2, 1.8256e — 2, 1.0076e — 2,7.0613e — 3,4.7336e — 3,
4.0490e — 3, 3.3591e — 3,1.6911e — 3,9.3005e — 4]

Et due a la symétrie des sous systemes horizontal et vertical on trouve

La Figure 5.8 montre la répartition des valeurs singulieres du sous-systeme horizontal et
vertical en fonction de I’indice de 1’état horizontal et vertical, respectivement.

0.7« T T E 0.7 T T

0.6

7
1

0.6 y

c ()
c ()

Fig. 5.8 - Répartition des valeurs singulieres de Hankel, a gauche : sous- systeme horizontal, a droite : sous-
systeme vertical.

Pour déterminer I’ordres du model simplifié (7, 7), on prend dans cette exemple TOL, = 103
et TOL, =5 x 103, la troncature des valeurs singuliéres dominantes est montré dans la
Figure 5.9.
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Fig. 5.9 — Troncature des valeurs singuliéres, dominantes au dessus de la ligne et négligées au dessous de la
ligne.

Dans cette exemple on obtient m = 12 et 7 = 14, alors ;

i

= [5.1297e — 1,5.0278e — 1,4.2210e — 1,4.1603e — 1,4.0146e — 1,3.887% — 1, 3.6429% — 1,2.5721e — 1,
1.8466e — 1, 1.0698e — 1, 6.6620e — 2,3.6869¢ — 2]

%

= [5.1297e — 1,5.0278e — 1,4.2210e — 1,4.1603e — 1,4.0146e — 1,3.887% — 1, 3.6429% — 1,2.5721e — 1,
1.8466e — 1, 1.0698e — 1, 6.6620e — 2, 3.6869e — 2, 1.8256e — 2,1.0076e — 2]

Les coefficients du numérateur et dénominateur de la fonction de transfert de filtre réduit sont
données comme suite

64



-0.0000
0.0001
-0.0005
0.0015
-0.0036
0.0075
-0.0137
0.0224
-0.0338
0.0470
-0.0354
0.0274
-0.0157
0.0073
-0.0019

D, =

-0.0003
0.0001
0.0013
-0.0034
0.0070
-0.0135
0.0342
-0.0408
0.0619
-0.0678
0.0629
-0.0450
0.0362
-0.0111
0.0057

Colonne 1a 10

16.0714
-29.3223
43.3613
-52.5729
56.6277
-54.7555
48.5650
-39.2034
29.0274
-19.5035
11.7426
-6.1998
2.7627
-0.9599
0.2154

-31.7532
57.9336
-85.6713
103.8710
-111.8824
108.1833
-95.9524
77.4564
-57.3510
38.5341
-23.2005
12.2493
-5.4584

1.8966

-0.4257

0.0012
-0.0005
-0.0035
0.0074
-0.0270
0.0398
-0.1245
0.0947
-0.1437
0.1075
-0.1349
0.0899
-0.1228
0.0295
-0.0338

49.2850
-89.9204
132.9729
-161.2212
173.6559
-167.9145
148.9305
-120.2223
89.0161
-59.8099
36.0102
-19.0124
8.4722
-2.9437
0.6607

-0.0029
0.0012
0.0088
0.0062
0.0243
-0.0258
0.1675
-0.1068
0.2841
-0.2034
0.3159
-0.1616
0.2486
-0.0644
0.0752

0.0053
-0.0021
-0.0304
0.0194
-0.1167
0.1392
-0.2569
0.2230
-0.3984
0.2013
-0.4193
0.2038
-0.2863
0.1313
-0.1166

-61.8979
112.9326
-167.0030
202.4805
-218.0974
210.8866
-187.0444
150.9892
-111.7968
75.1162
-45.2258
23.8781
-10.6403
3.6970
-0.8297

-0.0077
0.0016
0.0490
-0.0240
0.1572
-0.1285
0.2109
-0.3330
0.4071
-0.3237
0.4609
-0.3591
0.2497
-0.1725
0.1380

66.9384

-122.1289
180.6023
-218.9688
235.8574
-228.0594
202.2757
-163.2845
120.9006

-81.2331
48.9086
-25.8225
11.5068
-3.9981
0.8973
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0.0085
0.0085
-0.1220
0.1153
-0.1799
0.0517
-0.2685
0.4116
-0.2700
0.4557
-0.2560
0.4557
-0.1818
0.0193
-0.0685

-63.6007
116.0394
-171.5972
208.0507
-224.0972
216.6881
-192.1900
155.1429
-114.8723
77.1827
-46.4700
24.5349
-10.9330
3.7988
-0.8526

-0.0058
-0.0085
0.0978
-0.0589
0.1354
-0.1301
0.4127
-0.2794
0.2288
-0.5320
0.1405
-0.3454
0.3469
-0.0916
0.0938

-0.0022
0.0210

-0.1238
0.1760

-0.1715
0.0066

-0.0992
-0.0304
-0.3946
0.3105

-0.4372
-0.0022
-0.0864
-0.1594
-0.0216

53.9750
-98.4773
145.6267
-176.5631
190.1810
-183.8932
163.1028
-131.6627
97.4869
-65.5014
39.4369
-20.8217
9.2784

-3.2238

0.7235

0.0165
-0.0251
0.0771
-0.0995
-0.0329
0.0626
0.3215
-0.2225
0.4064
0.5687
0.4583
-0.0535
0.3557
0.1315
0.0006

-40.5772
74.0330
-109.4789
132.7362
-142.9739
138.2468
-122.6171
98.9811
-73.2885
49.2425
-29.6478
15.6533
-6.9753
2.4236
-0.5439

-0.0109
0.0236

-0.0785
0.1654

-0.0719
-0.0706
0.0387

-0.3487
-0.4109
-0.0350
-0.5001
-0.3634
-0.0335
-0.2791
0.0295

26.9560
-49.1812
72.7284
-88.1785
94.9796
-91.8393
81.4563
-65.7545
48.6866
-32.7125
19.6955
-10.3987
4.6338
-1.6100
0.3613

0.0091
-0.0143
0.0337
-0.0387
-0.0739
0.0477
0.2510
0.0776
0.1237
0.1414
0.0764
0.1025
0.2704
0.1224
-0.0210

-0.0036
0.0132
-0.0601
0.1032
0.0114
-0.1445
0.0187
-0.0565
-0.0110
-0.0110
-0.0170
-0.0380
0.0527
-0.2281
0.0755

-15.4916
28.2644
-41.7969
50.6761
-54.5846
52.7799
-46.8128
37.7890
-27.9801
18.7998
-11.3190
5.9761
-2.6630
0.9253
-0.2077



Colonne 11 a2 13

7.4279 -2.7557 0.6499
-13.5521 5.0277 -1.1857
20.0407  -7.4349 1.7534
-24.2981 9.0143 -2.1259
26.1721  -9.7096 2.2899
-25.3068 9.3886 -2.2142
22.4457  -8.3271 1.9638
-18.1190 6.7220 -1.5853
13.4158  -4.9771 1.1738
-9.0141 3.3441 -0.7887
5.4272 -2.0134 0.4748
-2.8654 1.0630 -0.2507
1.2769 -0.4737 0.1117
-0.4437 0.1646 -0.0388
0.0996 -0.0369 0.0087

La réponse fréquentielle de filtre réduit sur I’échelle normal et logarithmique est donnée dans
la Figure 5.10.a, et 5.10.b, respectivement.

Reponse fréquentielle aprés reduction

0.8

0.6 -|

Amplitude

0.44

Fig. 5.10.a — Réponse fréquentielle du filtre réduit (échelle normal).
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Reponse fréquentielle aprés reduction
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Fig. 5.10.b — Réponse fréquentielle du filtre réduit (échelle logarithmique).

L’erreur fréquentielle entre le filtre initial et son approximant réduit est montré dans la Figure
5.11 sur I’échelle normal (a) et logarithmique (b), respectivement.
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Fig. 5.11.a — Erreur fréquentielle (échelle normal).
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Fig. 5.11.b — Erreur fréquentielle (échelle logarithmique).

La Figure c’est dessous montre les graphes de la réponse de la phase, en évaluant la fonction
de transfert bidimensionnelle dans trois points fixes sur le cercle unité w; = e/2™/M ol M =
64 eti ={10,30,64}
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Réponse de la phase
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Fig. 5.12 — La réponse de la phase de systeme 1D aprés évaluation du systeme 2D dans trois points fixes sur le
cercle unité Wy = ej2n><10/64, Wao = eJ2mx30/64 qat Wy = eJ2mx64/64

On remarque que les graphes juxtaposent parfaitement, cela montre que ce procédé de
réduction préserve la propriété linéaire de la phase du filtre initial.

Tableau 5.2 —Mesures effectuées apres réduction.

(TOL,, TOL,) (10%,10%) (10%,5 x 103) (4% 103%,5 x 103)
(i, ) (12,12) (12,14) (13,14
Err(R,) 0.051 0.039 0.018
Err(R) 0.077 0.073 0.031
€00 (%) 7.86 7.47 3.20
€,(%) 5.70 4.35 2.88
p(4,) 0.8359 0.8359 0.8218
p(4,) 0.8359 0.8149 0.8149
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5.4. Exemple 3:

Soit un filtre RIF-2D passe bas synthétisé par la méthode de fenétrage bidimensionnelle,
avec la fréquence de coupure normalisée fc = 0.4 on utilise la fenétre Gaussienne montrée
ci-dessous, avec I’écart type o = 4, et ’ordre complet (m,n) = (19,17).

e‘(iz"'jz)
h(i,j) = W,l =1,,metj=1,-,n.

La réponse impulsionnelle correspond a ce filtre est donnée comme suite
h(i,j) =
Colonne 1411

-0.0000 0.0000 0.0001 0.0001 -0.0000 -0.0002 -0.0003 -0.0002 -0.0001 -0.0002 -0.0003
0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0001 -0.0001 0.0001 0.0004 0.0007 0.0009 0.0008 0.0005
0.0001 -0.0001 -0.0004 -0.0004 0.0001 0.0009 0.0016 0.0019 0.0019 0.0020 0.0018
0.0001 -0.0002 -0.0006 -0.0005 0.0004 0.0015 0.0014 0.0003 -0.0004 0.0003 0.0016
0.0000 -0.0002 -0.0003 0.0001 0.0009 0.0007 -0.0017 -0.0055 -0.0076 -0.0059 -0.0019
-0.0002 0.0001 0.0006 0.0012 0.0007 -0.0017 -0.0057 -0.0100 -0.0120 -0.0106 -0.0065
-0.0004 0.0005 0.0018 0.0015 -0.0014 -0.0045 -0.0040 0.0001 0.0027 0.0001 -0.0046
-0.0004 0.0011 0.0024 0.0000 -0.0057 -0.0061 0.0082 0.0320 0.0450 0.0340 0.0093
-0.0002 0.0016 0.0023 -0.0025 -0.0105 -0.0060 0.0257 0.0727 0.0979 0.0774 0.0291
-0.0001 0.0018 0.0022 -0.0039 -0.0130 -0.0057 0.0349 0.0936 0.1250 0.0997 0.0395
-0.0002 0.0017 0.0025 -0.0027 -0.0112 -0.0064 0.0274 0.0774 0.1042 0.0824 0.0310
-0.0004 0.0012 0.0027 0.0000 -0.0065 -0.0069 0.0093 0.0362 0.0510 0.0386 0.0105
-0.0004 0.0006 0.0021 0.0018 -0.0017 -0.0055 -0.0049 0.0001 0.0032 0.0001 -0.0055
-0.0002 0.0001 0.0008 0.0015 0.0009 -0.0021 -0.0074 -0.0128 -0.0154 -0.0136 -0.0084
0.0001 -0.0002 -0.0004 0.0001 0.0012 0.0010 -0.0023 -0.0076 -0.0104 -0.0080 -0.0026
0.0002 -0.0002 -0.0008 -0.0007 0.0006 0.0021 0.0021 0.0005 -0.0006 0.0005 0.0024
0.0001 -0.0001 -0.0005 -0.0006 0.0001 0.0014 0.0025 0.0029 0.0030 0.0031 0.0028
0.0000 -0.0000 -0.0001 -0.0001 -0.0001 0.0002 0.0007 0.0012 0.0015 0.0013 0.0008
-0.0000 0.0000 0.0001 0.0001 -0.0001 -0.0004 -0.0005 -0.0004 -0.0003 -0.0004 -0.0006
-0.0000 0.0000 0.0001 0.0001 -0.0000 -0.0003 -0.0005 -0.0005 -0.0005 -0.0006 -0.0006

Colonne 12 a 18

-0.0003 -0.0001 0.0001 0.0001 0.0000 -0.0000 -0.0000
0.0002 -0.0001 -0.0001 -0.0001 -0.0000 0.0000 0.0000
0.0011 0.0001 -0.0006 -0.0005 -0.0001 0.0001 0.0001
0.0018 0.0005 -0.0007 -0.0008 -0.0003 0.0002 0.0002
0.0009 0.0011 0.0001 -0.0004 -0.0002 0.0001 0.0001
-0.0020 0.0009 0.0016 0.0009 0.0001 -0.0003 -0.0003
-0.0055 -0.0018 0.0020 0.0026 0.0008 -0.0006 -0.0007
-0.0074 -0.0073 0.0000 0.0035 0.0017 -0.0006 -0.0009
-0.0072 -0.0135 -0.0034 0.0034 0.0024 -0.0004 -0.0009
-0.0069 -0.0167 -0.0053 0.0033 0.0028 -0.0002 -0.0009
-0.0077 -0.0144 -0.0037 0.0036 0.0026 -0.0004 -0.0010
-0.0083 -0.0083 0.0000 0.0039 0.0019 -0.0007 -0.0011
-0.0066 -0.0022 0.0024 0.0031 0.0010 -0.0007 -0.0008
-0.0026 0.0011 0.0020 0.0012 0.0002 -0.0004 -0.0003
0.0012 0.0016 0.0002 -0.0006 -0.0003 0.0001 0.0002
0.0026 0.0008 -0.0010 -0.0012 -0.0004 0.0003 0.0003
0.0017 0.0001 -0.0009 -0.0008 -0.0002 0.0002 0.0002
0.0002 -0.0001 -0.0002 -0.0001 -0.0000 0.0000 0.0000
-0.0005 -0.0001 0.0002 0.0002 0.0001 -0.0001 -0.0001
-0.0004 -0.0001 0.0002 0.0002 0.0001 -0.0000 -0.0001
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La réalisation dans I’espace d’état {A, B, C, D} correspond a ce filtre est donnée comme suite,
on donne les sous-matrices avec les dimensions appropriées.

4= AM A(Z)]
ABG) g@)

A(3) =

Colonne1a11

-0.0000 -0.0001 -0.0002 -0.0002 0.0001 0.0005 0.0011 0.0016 0.0018 0.0017 0.0012
-0.0000 -0.0004 -0.0006 -0.0003 0.0006 0.0018 0.0024 0.0023 0.0022 0.0025 0.0027
-0.0001 -0.0004 -0.0005 0.0001 0.0012 0.0015 0.0000 -0.0025 -0.0039 -0.0027 0.0000
-0.0001 0.0001 0.0004 0.0009 0.0007 -0.0014 -0.0057 -0.0105 -0.0130 -0.0112 -0.0065
0.0001 0.0009 0.0015 0.0007 -0.0017 -0.0045 -0.0061 -0.0060 -0.0057 -0.0064 -0.0069
0.0004 0.0016 0.0014 -0.0017 -0.0057 -0.0040 0.0082 0.0257 0.0349 0.0274 0.0093
0.0007 0.0019 0.0003 -0.0055 -0.0100 0.0001 0.0320 0.0727 0.0936 0.0774 0.0362
0.0009 0.0019 -0.0004 -0.0076 -0.0120 0.0027 0.0450 0.0979 0.1250 0.1042 0.0510
0.0008 0.0020 0.0003 -0.0059 -0.0106 0.0001 0.0340 0.0774 0.0997 0.0824 0.0386
0.0005 0.0018 0.0016 -0.0019 -0.0065 -0.0046 0.0093 0.0291 0.0395 0.0310 0.0105
0.0002 0.0011 0.0018 0.0009 -0.0020 -0.0055 -0.0074 -0.0072 -0.0069 -0.0077 -0.0083
-0.0001 0.0001 0.0005 0.0011 0.0009 -0.0018 -0.0073 -0.0135 -0.0167 -0.0144 -0.0083
-0.0001 -0.0006 -0.0007 0.0001 0.0016 0.0020 0.0000 -0.0034 -0.0053 -0.0037 0.0000
-0.0001 -0.0005 -0.0008 -0.0004 0.0009 0.0026 0.0035 0.0034 0.0033 0.0036 0.0039
-0.0000 -0.0001 -0.0003 -0.0002 0.0001 0.0008 0.0017 0.0024 0.0028 0.0026 0.0019
0.0000 0.0001 0.0002 0.0001 -0.0003 -0.0006 -0.0006 -0.0004 -0.0002 -0.0004 -0.0007
0.0000 0.0001 0.0002 0.0001 -0.0003 -0.0007 -0.0009 -0.0009 -0.0009 -0.0010 -0.0011

Colonne 12 2 19

0.0006 0.0001 -0.0002 -0.0002 -0.0001 -0.0000 0.0000 0.0000
0.0021 0.0008 -0.0004 -0.0008 -0.0005 -0.0001 0.0001 0.0001
0.0018 0.0015 0.0001 -0.0007 -0.0006 -0.0001 0.0001 0.0001
-0.0017 0.0009 0.0012 0.0006 0.0001 -0.0001 -0.0001 -0.0000
-0.0055 -0.0021 0.0010 0.0021 0.0014 0.0002 -0.0004 -0.0003
-0.0049 -0.0074 -0.0023 0.0021 0.0025 0.0007 -0.0005 -0.0005
0.0001 -0.0128 -0.0076 0.0005 0.0029 0.0012 -0.0004 -0.0005
0.0032 -0.0154 -0.0104 -0.0006 0.0030 0.0015 -0.0003 -0.0005
0.0001 -0.0136 -0.0080 0.0005 0.0031 0.0013 -0.0004 -0.0006
-0.0055 -0.0084 -0.0026 0.0024 0.0028 0.0008 -0.0006 -0.0006
-0.0066 -0.0026 0.0012 0.0026 0.0017 0.0002 -0.0005 -0.0004
-0.0022 0.0011 0.0016 0.0008 0.0001 -0.0001 -0.0001 -0.0001
0.0024 0.0020 0.0002 -0.0010 -0.0009 -0.0002 0.0002 0.0002
0.0031 0.0012 -0.0006 -0.0012 -0.0008 -0.0001 0.0002 0.0002
0.0010 0.0002 -0.0003 -0.0004 -0.0002 -0.0000 0.0001 0.0001
-0.0007 -0.0004 0.0001 0.0003 0.0002 0.0000 -0.0001 -0.0000
-0.0008 -0.0003 0.0002 0.0003 0.0002 0.0000 -0.0001 -0.0001
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B(z) =
1.0e — 003 X

0.0232
0.0849
0.0836
-0.0421
-0.2169
-0.2820
-0.2056
-0.1445
-0.2188
-0.3196
-0.2616
-0.0540
0.1143
0.1236
0.0360
-0.0295
-0.0333

C(l) =
1.0e — 003 x

0.0124 0.0772 0.1170 0.0398 -0.1655 -0.3587 -0.3707 -0.2207 -0.1262 -0.2350 -0.4201
-0.4326 -0.2125 0.0544 0.1703 0.1195 0.0205 -0.0314 -0.0291

CD=[1 0 - 0], D=-1.7863e —005.

On ne donne pas ici les coefficients du numérateur et du dénominateur de la fonction de
transfert puisqu’ils peuvent étre obtenus de fagon similaire aux exemples précédents.

La réponse fréquentielle de ce filtre sur 1’échelle normal est donnée dans la Figure 5.13.a, et
sur I’échelle logarithmique dans la Figure 5.13.b

72



Reponse fréquentielle

Amplitude

Fig. 5.13.a — Réponse fréquentielle du filtre initial (échelle normale).
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Fig. 5.13.b — Réponse fréquentielle du filtre original (échelle logarithmique).

Les valeurs singulieres de Hankel du modéle d'ordre complet sont données par
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2
= [5.8341e — 1,5.4101e — 1, 4.2596e — 1, 2.5706e — 1, 1.1625e — 1,4.3599¢ — 2,1.7001e — 2, 6.4865e — 3,

4.1173e — 3, 1.4315e — 3,5.8432e — 4,5.0247e — 4, 4.6681e — 4, 4.4955e — 4, 4.3554e — 4,4.2859%¢ — 4,
3.1915e — 4, 2.9758e — 4,1.1849¢ — 4]

24
= [5.5057e — 1,5.1337e — 1,4.0318e — 1, 2.3609¢e — 1, 1.0087e — 1, 3.6237e — 2,1.4171e — 2,5.8553e — 3,

3.9950e — 3, 1.2175e — 3,9.0644e — 4, 8.5798¢ — 4, 8.0203¢ — 4, 7.8589¢ — 4, 7.6500e — 4, 6.9464e — 4,
3.1178¢ — 4]

On remarque que les valeurs singuliéres de sous-systéme horizontal (Z;) ne sont pas égales
aux valeurs singuliéres de sous-systeme vertical (Z,), et sa se rapporte a la non symétrie de la
réponse impulsionnelle du filtre.

La Figure 5.14 montre la répartition des valeurs singuliéres du sous-systéme horizontal et
vertical en fonction de I’indice de I’état horizontal et vertical, respectivement.

0.7 T T T F 0.7¢ T T T

> (i)
b ()

Fig. 5.14 - Répartition des valeurs singuliéres de Hankel, & gauche : sous- systéme horizontal, a droite : sous-
systéme vertical.

Pour déterminer I’ordre de model simplifié (7, 7), on prend dans cette exemple TOL,; = 10°

et TOL, = 10°, la troncature des valeurs singuliéres dominantes est montré dans la Figure
5.15.
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0.5 b 0.5 g
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Fig. 5.15 — Troncature des valeurs singuliéres, dominantes au dessus de la ligne et négligées au dessous de la
ligne.

Dans cette exemple on obtient m = 9 et A = 9, alors ;

DY
= [5.8341e — 1, 5.4101e — 1, 4.2596e — 1, 2.5706e — 1, 1.1625¢ — 1, 4.3599¢ — 2, 1.7001e — 2, 6.4865¢ — 3,
4.1173e — 3]

A
= [5.5057e — 1,5.1337e — 1,4.0318e — 1, 2.3609¢ — 1, 1.0087¢ — 1,3.6237¢ — 2, 1.4171e — 2, 5.8553¢ — 3,
3.9950e — 3]

La réalisation dans I’espace d’état {4, B, C,D} correspond au filtre choisi est donnée comme
suite, on donne les sous-matrices avec les dimensions appropriées.
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. [AD  A®

- ~

A®  A®

Colonne1a9

0.9543
-0.2705
-0.0222
-0.0590
-0.0042
-0.0108
0.0000
0.0009
-0.0001
-0.0343
-0.0797
0.1143
-0.0929
-0.0340
0.0155
-0.0316
0.0007
0.0158

0.2702
0.8307
0.4059
0.0130
0.0785
0.0001
0.0102
0.0018
-0.0013
0.0794
0.1789
-0.2444
0.1989
0.0890
0.0014
0.0331
0.0014
-0.0214

Colonne 10 a 18

O OO0 O0OO0oOOoOOo

0
0.9426
-0.3035
-0.0344
-0.0618
0.0074
-0.0098
-0.0016
-0.0011
-0.0001

O OO0 OoOOoOOoOo

0
0.3039
0.7918
0.4427
0.0273
-0.0780
0.0033
0.0071
0.0003
0.0042

]z

-0.0232
-0.4050
0.6490
0.4880
-0.0067
0.0713
-0.0051
-0.0068
0.0012
0.1148
0.2477
-0.3128
0.2553
0.1497
0.0774
-0.0329
0.0082
-0.0005

OO OO0 O0OO0oOOoOOo

-0.0332
-0.4439
0.5770
0.5161
-0.0047
0.0593
0.0142
0.0070
-0.0050

0.0589
0.0141
-0.4864
0.4433
0.5204
-0.0132
0.0566
0.0116
-0.0075
0.1004
0.2155
-0.2694
0.2199
0.1332
0.0757
-0.0374
0.0078
0.0028

O OO0 O0OO0oOOoOo

o

0.0618
0.0262
-0.5180
0.3455
-0.5225
0.0186
0.0154
0.0011
0.0336

-0.0040
-0.0780
-0.0074
-0.5116
0.2755
0.5313
-0.0236
-0.0445
0.0064
0.0460
0.1120
-0.1721
0.1396
0.0359
-0.0558
0.0798
-0.0038
-0.0353

OO OO0 O0OO0oOOoOo

0
0.0078
0.0784
-0.0057
0.5347
0.1749
-0.4607
-0.1134
-0.0484
0.0427

0.0107
-0.0005
-0.0648
0.0008
-0.4748
0.2066
0.5571
0.0467
-0.0636
-0.0066
0.0170
-0.0971
0.0771
-0.0680
-0.2186
0.2311
-0.0180
-0.0865

OO OO0 O0OO0oOOoOo

0
0.0101
0.0043
-0.0675
0.0001
0.5387
0.1326
0.3286
-0.0036
0.2292
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-0.0010
-0.0076
0.0104
-0.0212
0.0856
-0.3509
0.2188
-0.5759
0.0084
-0.0327
-0.0334
-0.0476
0.0363
-0.1131
-0.2762
0.2815
-0.0231
-0.1026

OO OO0 O0OO0OOoOOo

-0.0004
-0.0088
-0.0029
-0.0516
0.0179
-0.5694
0.1359
0.4229
0.1033

-0.0008
-0.0025
0.0015
-0.0206
0.0068
-0.1223
0.3988
0.1655
0.6139
0.0148
0.0175
0.0128
-0.0095
0.0466
0.1086
-0.1098
0.0091
0.0398

OO OO0 O0oOOoOo

0
0.0008
-0.0004
-0.0053
-0.0044
0.0399
0.0102
-0.5655
0.4249
-0.0020

-0.0005
0.0037
0.0067
0.0257
0.0440
0.1710
0.0791
-0.1060
0.5809
-0.0123
-0.0188
0.0051
-0.0047
-0.0307
-0.0611
0.0600
-0.0052
-0.0213

OO OO0 O0oOOoOo

o

0.0001
-0.0018
-0.0020
-0.0111
0.0149
-0.0835
-0.1965
-0.6945
0.1931



. gm]
B=lse

0.1070
0.2331
-0.3100
0.2694
-0.1565
0.0659
-0.0250
-0.0101
0.0038
0.0003
0.0005
-0.0001
0.0001
0.0009
0.0018
-0.0018
0.0002
0.0006

C=[¢m ¢@]=

-0.0005, 0.0007, 0.0001, -0.0000, 0.0010, 0.0024, 0.0029, -0.0011, 0.0006, -0.1126, 0.2467,
0.3228, 0.2641, -0.1385, 0.0519, 0.0190, 0.0055, 0.0052

D =D =-1.7863e — 005.

On peut mettre ses matrices sous une forme canonique, cette forme possede une importance
remarquable dans 1I’implémentation et la réalisation des filtres numérique, il est obtenue on

. . . ) N T, O
transformant le systéme par une matrice de transformation non singuliere T = [01 T]
4

comme il est indiqué dans [2], on obtient la forme canonique de la réalisation {4, B, C, D}
comme suite
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A=

Colonne1a9

0.0000  -0.0000
1.0000  0.0000
0.0000  1.0000
0.0000  0.0000
0.0000  -0.0000
-0.0000  0.0000
0.0000  -0.0000
-0.0000  0.0000
-0.0000  -0.0000
-0.0000  -0.0001
-0.0001  -0.0003
-0.0001  -0.0004
-0.0000  0.0001
0.0001  0.0008
0.0004  0.0015
0.0008  0.0018
0.0009  0.0019
0.0008  0.0019

Colonne 10 a 18

O OO O0OO0OOoOOoOo

o

0.0000
-0.0000
0.0000
0.0000
-0.0000
0.0000
0.0000
-0.0000
0.0448

OO OO0 oOoo

o

1.0000
0.0000
-0.0000
-0.0000
0.0000
-0.0000
-0.0000
0.0000
-0.3584

0.0000
-0.0000
0.0000
1.0000
0.0000
-0.0000
0.0000
-0.0000
0.0000
-0.0002
-0.0006
-0.0005
0.0004
0.0015
0.0016
0.0005
-0.0003
0.0005

OO OO0 O0OO0OOoOOo

-0.0000
1.0000
-0.0000
-0.0000
-0.0000
0.0000
0.0000
-0.0000
1.4249

0.0000
-0.0000
-0.0000
0.0000
1.0000
0.0000
-0.0000
0.0000
0.0000
-0.0001
-0.0003
0.0001
0.0009
0.0007
-0.0018
-0.0057
-0.0079
-0.0061

OO OO0 O0OO0OOoOOo

0.0000
0
1.0000
0.0000
0.0000
-0.0000
-0.0000
0.0000
-3.6856

0.0000
-0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
1.0000
-0.0000
-0.0000
0.0000
0.0001
0.0006
0.0012
0.0006
-0.0016
-0.0056
-0.0098
-0.0118
-0.0104

OO OO0 O0OO0OOoOOo

o
o
o
o
o

-0.0000
0.0000
1.0000
-0.0000
0.0000
0.0000
-0.0000
6.8322

0.0000
-0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
-0.0000
1.0000
0.0000
0.0000
0.0005
0.0017
0.0015
-0.0015
-0.0045
-0.0040
0.0000
0.0027
0.0001

OO OO0 OoOOoOo

0
0.0000
0.0000
0
0.0000
1.0000
-0.0000
-0.0000
0.0000
-9.4346
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0.0000
-0.0000
0.0000
-0.0000
0.0000
-0.0000
0.0000
1.0000
0.0000
0.0011
0.0024
0.0001
-0.0058
-0.0060
0.0081
0.0318
0.0449
0.0339

OO OO0 O0OO0OOoOOo

o
o
o
o
o

-0.0000
0.0000
0.0000
-0.0000
1.0000
0.0000
0.0000
9.7555

-0.0000
0.0000
-0.0000
0.0000
-0.0000
0.0000
-0.0000
0.0000
1.0000
0.0016
0.0023
-0.0025
-0.0107
-0.0059
0.0256
0.0728
0.0981
0.0774

OO OO0 OoOOoOo

0
0.0000
0.0000
-0.0000
0.0000
0.0000
-0.0000
1.0000
-0.0000
-7.3516

0.0666
-0.5508
2.2235
-5.7400
10.4425
-13.9079
13.6098
-9.4930
4.3246
0.0018
0.0022
-0.0039
-0.0131
-0.0055
0.0348
0.0937
0.1252
0.0997

OO OO0 O0OOoOOoOo

o
o
o
o
o

-0.0000
0.0000
-0.0000
-0.0000
0.0000
0.0000
1.0000
3.7184



~

B =

1.0000
-0.0000
0.0000
-0.0000
-0.0000
0.0000
-0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0001
-0.0000
-0.0002
-0.0003
-0.0002
-0.0001
-0.0002

¢ =

0.0000 0.0001 0.0001 0.0000 -0.0002 -0.0004 -0.0004 -0.0002 -0.0001 1.0000 -0.0000
0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000

—~

D = —1.7863e — 005.

La réponse fréquentielle de filtre réduit sur 1I’échelle normal et logarithmique est donnée dans
la Figure 5.16.a, et 5.16.b, respectivement.
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Reponse fréquentielle aprés reduction
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Fig. 5.16.a — Réponse fréquentielle du filtre réduit (échelle normal).
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Fig. 5.16.b — Réponse fréquentielle du filtre réduit (échelle logarithmique).

L’erreur fréquentielle entre le filtre initial et son approximant réduit est montré dans la Figure
5.17 sur I’échelle normal (a) et logarithmique (b), respectivement.
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Erreur fréquentielle
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Fig. 5.17.a — Erreur fréquentielle (échelle normal).

Erreur fréquentielle

‘l "v‘
10° "A

05 " 05

Fig. 5.17.b — Erreur fréquentielle (échelle logarithmique).

La Figure c’est dessous montre les graphes de la réponse de la phase, en évaluant la fonction
de transfert bidimensionnelle dans trois points fixes sur le cercle unité w; = e/2™/M ou M =
64 eti ={20,30,64}
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Réponse de la phase
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Fig. 5.18 — La réponse de la phase du systéme 1D aprés évaluation du systeme 2D dans trois points fixes sur le
cercle unité Wy = ej2n><20/64, Wao = eJ2mx30/64 qat Wy = eJ2mx64/64

On remarque que les graphes se déférent trés Iégerement et la phase reste linéaire dans la
bande passante [0 0.4], la petite déformation dans la pente autour de la fréquence (f =
0.22) existe aussi dans la réponse de la phase du filtre initial, cela montre bien que la
propriété linéaire de la phase du filtre initial est toujours préservée aprées réduction.

Le Tableau 5.3 comporte quelques mesures pour différentes ordres réduits du filtre apres
réduction.
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Tableau 5.3 —Mesures effectuées apres réduction.

(TOL,,TOL,) (10%,10%) (10%,10%) (10%,5 x 10%)
(M, ) (7,7) 9,9 (7,8)
Err(R,) 0.025623 0.0035205 0.023104
Err(Ry) 0.02314 0.0045287 0.023194
€0 (%) 2.55 0.45 2.31
€, (%) 2.53 0.53 2.22
p(4,) 0.8209 0.8030 0.8209
p(4,) 0.8020 0.7857 0.8272

5.5. Interprétations et conclusion :

D’apres les résultats de simulation, on tire les conclusions suivantes :

Le filtre d’ordre réduit (711, 7) approche de trés preés le filtre initial d’ordre complet
(m,n) (voir Fig.5.4, Fig.5.10, et Fig.5.16), ceci est vérifi¢ d’aprés la courbe
d’erreur fréquentielle (voir Fig.5.5, Fig.5.11, et Fig.5.17). Cette bonne
approximation est due au fait que 1’approche de réduction développée, basée sur le
critére SVD, présente I’avantage d’éliminer les états de faibles énergies, donc
inutiles du filtre d’ordre complet.

Le filtre réduit résultant est un filtre RII de dénominateur séparable, qui est plus
convenable dans la réalisation, et possede la caractéristique de dénominateur
séparable qui est utile lors du test de stabilité.

Une forme canonique du filtre reésultant est possible en appliquant une
transformation matricielle adéquate (voir la réalisation en espace d’état dans
I’Exemple 3).

Si un fenétrage par la méthode de Huang est utilisé pour la synthése de filtre
d’ordre complet, les ordres m, n doivent étre égaux, cependant les ordres de filtre
réduit m, i peuvent étre différents (voir Tab.5.2).

La linéarité et la stabilit¢ du filtre d’ordre réduit sont toujours garanties (voir
Fig.5.6, Fig.5.12, et Fig.5.18 pour la linéarité et voir Tab.5.1, Tab.5.2, et Tab.5.3
pour la stabilité).
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Chapitre 6

CONCLUSION GENERALE

Le présent travail traite I’approximation des filtres numérique RIF-2D par le modéle réduit.
L’idée est de synthétiser un filtre par la méthode de fenétrage, dans le chapitrel on a présenté
cette méthode, une fenétre bidimensionnelle peut étre calculé en suivant trois étapes, la
premiere consiste au choix de la fenétre analogique unidimensionnelle par exemple la fenétre
rectangulaire, triangulaire, Hamming, etc.., la deuxiéme étape on tournant cette fenétre par
rapport a I’origine, cette version tournée devient une fenétre bidimensionnelle circulairement
symétrique, la derniere étape consiste a discrétiser la fenétre obtenue suivant I’axe i,j
respectivement. La fenétre 2D obtenue garde les mémes propriétés de fenétre 1D utilisée.
Apres la phase de la synthése, on a décrire dans le chapitre 3 I’approche de la modélisation
des filtres RIF-2D en termes des matrices, autrement-dit, la représentation du systéme dans
I’espace d’état, dans cette approche un ensemble de signaux internes désignés sous le nom des
variables d'état est employe pour décrire complétement le fonctionnement du filtre.
L'approche est trés utile dans l'analyse, la synthese, et la réalisation des filtres numériques.
Nombreux des modeles dans I’espace d’état pour les systémes bidimensionnels sont proposes,
parmi eux on a choisit le modele de Givone-Roesser di a sa généralité et simplicité relative
par rapport aux autres. On a montré que les filtres RIF-2D appartiennent a la classe des filtres
séparables, ce type des filtres est représenté dans 1’espace d’état sous une forme canonique
localement commandable et localement observable, ainsi, un des sous matrices A, ou A de la
matrice systeme A est nulle. Dans le chapitre 4, la méthode de réduction par la méthode des
réalisations equilibrées est montrée, la définition des Gramians présentée dans ce chapitre
fournissent une extension naturelle des Gramians de commandabilité et d’observabilité 1D
pour les systemes 2D, dans le cas des filtres séparables, stables, et localement commandable
et observable les sous matrice anti diagonal de ces Gramians sont nulles, cette propriété
permet de dériver des équations de Lyapunov et donc quelque résultats importants qui sont
connus pour les systemes 1D peuvent étre prolongés pour tels systemes 2D. Par I’utilisation
des ces equations on peut équilibrer notre systéme global 2D, on a vu que I’équilibre du
systéme global est n’est rien que 1’équilibre de deux systéme 1D. Apres avoir un systeme 2D
équilibré, on peut appliquer le critére de la norme de Hankel pour la troncature des états
dominants et 1’élimination des états de faible énergie et le systeme résultant représente la
version simplifiée du systeme initial.

D'apreés les résultats de simulation, on tire les conclusions suivantes

- Le filtre d’ordre réduit approche de trés pres celle d’ordre complet ceci est Vérifié par
la courbe d'écart d'erreur et les autres mesures. Cette bonne approximation est due au
fait que l'approche de réduction développée, basée sur le critere SV D, présente
l'avantage d'éliminer les modes de faible énergie.

- La technique de I’équilibre appliqué aux filtres séparables stables préserve la propriété
de séparabilité et encore la stabilité du filtre réduit.

- La phase du filtre initial est préservée apres ’application de la technique de réduction
développée.

- Peut étre le seul inconvénient de la technique d’équilibre est la grande complexité
informatique exigée pour calculer les Gramians de commandabilité et d’observabilité,
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et la dérivation d’un forme canonique avant la réduction est trés intéressant pour
minimiser cette complexité, comme on a vu, la représentation des filtres RIF-2D sous
un tel forme est possible.
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ANNEXE A

Démonstration du Théoreme 4.9 :

Supposant que la réalisation 2D séparable {A, B, C, D} est équilibré, stable, et localement
commandable et observable d’ordre (m,n) et sa réalisation réduit est d’ordre(m, ). Ainsi,

a,(ﬁl) > 01(?21 et arg“) > aé‘fl. Dans [32] et [11], il est montré pour un systéme séparable avec

A®) =0 que,

lpmn — [I-:T)n jJO ] € R(m+n)-p(mn+m+n)
’ mn

Avec P; = [B(l),A(l)B(l)' ...,A(l)"‘lBu)] € R™Pi,
Bi = [B(Z)lA(3)PL] € Rn-p(i+1),
Pij = [Bi'A(4)Bi;"';A(4)j_1Bi] e R*PE+D]
Pour (i,j) = 0. Aussi

Omn = [Qm,n|Q0“] € RI(mn+m+n)-(m+n)

[ c@ ] [ G ]
| c@a@ | c I CAD I
e I N P T I
le@ g1 lc, a0

Q; € RY™, Ci € RaG+Dm Qi € RaiG+1)m
Pour la convenance, le Théoreme sera démontré par la démonstration du quatre oppositions.

Opposition A.1:

(AW, W, ¢} = {Agl), B, Cl(l)} est commandable, alors,
COITEOINEY (COLIARINEY Rqm o~

{Bl VA7 "By, A B; } € R™4™ est de rang m.

Démonstration : Considérant le sous-systeme (1,1) de la premiére relation dans le Théoreme
4.6o0na

t t t
ADED 4D | 4Dy 0° - _ppm, A1)
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Si {AM,BMW, ¢} n’est pas commandable, Jv € C™, |||, = 1, et A € C telle que
t
Agl) v = A, v*Agl) = A*v*
t
BMv=0  vBY=0 (A2)

Effectuant la pré- et la post-multiplication de (A.1) par v* et v, respectivement, on obtient

t
(1 —12D)r Py = v aPsP AL v, (A3)
Maintenant
wa(l 1 « (Do) nt |12 1
rEPv 2ol et vAPEPAD v < ||a® v||2.a,(ﬂ31. (A4)
Alors
2y (D) @t 17
CEDR S Ve e (A5)

Mais, & partir du travail dans [42], on a ”A(l)t” < 1. Donc
2

t
AD

2 2
Agﬂtv 2 <le ||A§1)tv||2 + ||A§1)tv||2 <1
o ||Agl>tv||z <1-A12
(A.6)
Ceci implique que
(1-129.6 < @ - 121».057,. (A7)

Car Agl)est stable, on a Ur(ﬁl) < 0'1(?113_1’ c’est une contradiction. Alors, {Agl),Bl(l),Cl(l)} est

commandable.

Opposition A.2 :

(A0, 3@, c®} = {4, B, ¢} est observable, alors,
t t t i+l t L

{Cl(z) AR \ } € RP™" est de rang 7.

Démonstration :

Considérant le sous-systeme (1,1) de la quatrieme relation dans le Théoreme 4.6. Alors, la
démonstration est similaire a la démonstration de I’Opposition A.1.
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Opposition A.3:
-1 PPN o
Pan = Bm,Ag“)B,ﬁ, ,Ag“) Bm] € RVP(R+DR gt de rang 1.

Démonstration :

Le sous-systeme (1,1) de la troisiéme relation dans le Théoréme 4.6 donne

t t t t t
APEO 4O 1 AP AO" 5O = _[pDBD" 4 gD A® 1 gD 540

(A.8)

Si Py 4 est de rang incomplet, v € C*, |lvll, = 1, et A € C tels que

A§4)tv = Av, v*A§4) = A'v*

BLv =0, v*B; = 0. (A.9)
Alors

v'Bs =v*[B?  aAPP,] = 0. (A.10)
Ceci implique que

v'B® =0, et vAPpP,=0. (A.11)

m_l i i - .y
Car Ps = Bl(l),Agl)Bl(l), ---,Agl) Bl(l)] € R™4™ est de rang m (voir Opposition A.1), on

a
v A® = 0. (A.12)
Effectuant la pré- et la post-multiplication de (A.8) par v* et v, respectivement, on obtient
t t
1= 12 EPy = v [APEPAP +4PPAP v, (A13)
Maintenant

v*Ef”v = a,gl) ,

t t 2 t t 12
v*AgL)Ef)AgL) v < ”Ag}) v”z.arg?l et v*Af)Zil)Agg) v < ”Ag?’) v”z.ar(ﬁlil (A.14)

Alors

=10 < Ao oty # 4o -
||Ag4)t”||z Oir (A.15)
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Mais, a partir [42], on a aussi ”A(“)t”2 < 1. Donc

ICH

2 2
A;)tv 2 <le ”Ag‘ntv”2 + ||Ag4)tv||2 <1
o ||Ag4)tv||z <1-|1%
(A.16)
Ceci implique que
(1—1a%).0Y <1 -121D).6Y,. (A.17)

puisque A{*est stable, ona a* < 6<¥ , c’est une contradiction. Alors,
P 4 est de rang complet.

Opposition A.4:

1|
|

Est de rang 7.
Démonstration :

Consideérant le sous-systéeme (1,1) de la deuxiéme relation dans le Théoréme 4.6. Alors, notant
que

Est de rang 7 (voir I’Opposition A.2), la démonstration est similaire de la démonstration de la
Opposition A.3.

L’utilisation des résultats au dessus conclut la démonstration du Théoréme 4.9.
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ANNEXE B

Procédure d’obtention de la matrice d’équilibre d’un systeme 1D :

Entrées : Soit le systeme 1D d’ordre n représenté par les Gramians de commandabilité et

d’observabilité P, et Q, respectivement,
Etape 1 : Factorisation de Cholesky [12] de la paire (P, Q) telle que
P=S.5t
Q=L.L
Avec S et L sont des matrices triangulaires inferieurs.
Etape 2 : Décomposition en valeurs singulieres SVD [12] de la quantité
M=St1L
Tel que
M=U2ZXVt
Ou U et V sont de n X n — matrices orthogonales.
¥ = n X n — matrice diagonale (matrice des valeurs singulieres du systeme), telle que
Y = diag{oy, 0,,++, 0, } avec a; > o;, pour i > j.
Sorties : obtention de la transformation d’équilibre T et de son inverse T2
T=LV.x1/2

T-1=yxy"1/2yt st
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