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 ملخص

متناظر دائريا بالنسبة لمركز المستوى الترددي ذو استجابة نبضية محدودة   مبتدئين بتصميم مرشح رقمي ثنائي البعد

بطريقة النوفذة )استعمال النوافذ(، يمكن إيجاد صيغة لهذا الأخير في فضاء الحالات، و ذلك في شكل ممكن التحكم و ممكن 

فصل مقام دالته التحويلية   رويسر، هذا النوع من المرشحات يتميز بإمكانية-ونالملاحظة موضعيا ممثلا في نموذج جيف

راميانات التحكم و الملاحظة في المجال ثنائي البعد، هذه الأخيرة يمكن حسابها من خلال زوجين ڨوهذا يسمح  بتمديد معنى 

تطبيق طريقة الصيغ المتوازنة  على هذه كل واحدة منهما تمثل نظاما أحاديا، و بذلك يمكن  ڥاثنين من معادلة ليابونو

الأنظمة. هذا الإجراء يسمح بتوازن النظام ثنائي البعد الإجمالي. وهكذا فإن اختزال النموذج يكون بعد ذلك بتنحية الحالات 

حفظ الأقل تحكما و الأقل ملاحظة التي تمثل القيم الفردية الأضعف وهذا بالنسبة لكلا النظامين. التقنية المطروحة ت

الخصائص الأساسية للمرشح الابتدائي ذو الرتبة التامة، مثل الاستقرار، خطية الطور وغير ذلك. في الأخير ينتج لدينا 

مرشح ذو استجابة نبضية غير محدودة مع خاصية المقام المفصول، و كل هذا مفضل عند التنفيذ الفيزيائي. لمعرفة مدى 

 على عدة محاكاة افتراضية. فعالية و كفاءة التقنية المطروحة نعتمد

المرشحات الرقمية ثنائية البعد، النوفذة، فضاء الحالات، الصيغة المتوازنة، المقام الممكن فصله، اختزال  :الكلمات الدالة

 النموذج.

Résumé 

Commençant par la synthèse d’un filtre numérique RIF-2D circulairement symétrique par 

rapport à l’origine de plan fréquentielle, par la méthode de fenêtrage, on peut trouver une 

réalisation de ce filtre dans l’espace d’états sous une forme canonique localement 

commandable et localement observable représentée par le modèle de Givone-Roesser, ce type 

de filtre possède une caractéristique de dénominateur séparable dans son fonction de transfert 

qui permet d’étendre les notions de Gramians de commandabilité et d’observabilité 

unidimensionnels au cas bidimensionnel, ces Gramians peuvent être calculés à partir de deux 

paires d’équations de Lyapunov chaque une représente un système unidimensionnel. Alors, on 

peut appliquer la méthode des réalisations équilibrées sur ces systèmes. Cette procédure 

permet d’équilibrer le système bidimensionnel global. La réduction d’ordre de modèle 

s’effectue dans le sens où les états du modèle faiblement comandables et faiblement 

observables, correspondant aux valeurs singulières faibles sont éliminés, et ça pour les deux 

systèmes. La technique présenté préserve les propriétés clés du filtre initial d’ordres complets, 

voir la stabilité, la minimalité, et la phase linéaire. Finalement, le filtre résultant est un filtre 

RII à dénominateur séparable, qui préféré dans l’implémentation hardware. Les performances 

et l’efficacité de la méthode présentée sont montrées par diverse simulations.  

Mots clés: Filtre numérique RIF-2D, Fenêtrage, Espace d’état, Réalisation équilibrée, 

Dénominateur séparable, Réduction de modèles. 

 

 

 



Abstract 

Starting by the design of a circular symmetric digital FIR-2D filter with respect to the origin 

of the frequential plan, by the windowing method, we can find a realization of this filter in the 

state space, in a canonical form locally controllable and observable represented in the model 

of Givone-Roesser, this kind of filter have the characteristic of separable denominator in its 

transfer function witch allow to extend the notions of controllability and observability 

Gramians to the two-dimensional field, these Gramians can be calculated from two pairs of 

Lyapunov equations each one  represent 1D systems, then, we can apply the method of 

balanced realizations to these systems. This procedure allow to balancing the global 2D 

system. Model reduction is carried out in the direction where the states of the model slightly 

commendable and slightly observable, corresponding to the lower singular values are 

eliminated, and that for the two systems. The technique presented preserves the key properties 

of the initial filter of full order, i.e., stability, the minimality, and linear phase. Finally, the 

resulting filter is separable in denominator IIR filter, which preferred in the hardware 

implementation. The performances and the effectiveness of the method presented are shown 

by various simulations.  

Keywords: Digital 2D-FIR filter, Windowing, State Space, Balanced realization, Separable 

denominator, Model reduction. 
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Notation 
  

1D Unidimensionnel. 

2D Bidimensionnel. 

 
Ordre du modèle bidimensionnel original. 

 
Ordre du modèle bidimensionnel réduit. 

 
Variables spatiales discrètes.  

 
Variables complexes fréquentielles.  

 Matrices d’état du modèle numérique d’ordre . 

 
Matrices d’état du modèle numérique d’ordre . 

 
Matrice de transition du model numérique d’ordre . 

 
Matrice des valeurs singulières correspond au sous système horizontal. 

 
Matrice des valeurs singulières correspond au sous système vertical. 

  matrice diagonal avec  est le  éme élément diagonal. 

  éme valeur singulière. 

 
 matrice identité. 

 
 matrice des zéros. 

 
Produit de convolution. 

 
Somme directe des matrices. 

 Inverse de . 

 Pseudo-inverse (inverse généralisé) de . 

 Transposé de . 

 Conjugué complexe de transposé de . 

 Valeurs propres de . 

 Rayon spectral de  ou  . 

 Valeur absolu de . 

 Norme spectral de . 

 Norme infinie de . 

 Norme Frobenius de . 

 
Intégral de contour. 

RIF Réponse Impulsionnelle Finie. 

RII Réponse Impulsionnelle Infinie. 

SISO Single Input Single Output (Entrée Unique Sortie Unique). 

MIMO Multi Input Multi Output (Multi Entrées Multi Sortie). 
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Chapitre 1 

 

POSITION DU PROBLÈME 

Il est souvent souhaitable de représenter un système d'ordre élevé par un système d'ordre 

réduit. Dans la plupart des exemples, tels modèles d'ordre réduit fournissent l'exactitude 

raisonnable pour la réalisation, la commande, et la complexité informatique. Le 

développement et l'utilisation rapides de processeurs plus petits, tels que les ordinateurs 

personnels et les mini-ordinateurs, dans la synthèse, l’analyse, et/ou la réalisation des 

systèmes dynamiques augmentent l'importance et l'intérêt accru par des procédures efficaces 

de réduction des modèles. 

Un procédé approprié de réduction de modèle devrait fournir un modèle qui approche bien 

le modèle original; il devrait produire un modèle stable à partir d'un modèle original stable; et 

il devrait pouvoir être mis en application sur un ordinateur avec une efficacité informatique 

élevée et sans dépasser les limites de mémoire. 

La réduction de modèles dans l'environnement d'espace d'état EE possède des avantages 

définis. Telles réalisations sont favorables à l’implémentation matérielle ; elles peuvent être 

facilement généralisées au cas variable dans temps. Il est possible d'appliquer la connaissance 

vaste de la théorie des matrices dans l'analyse, alors que la non-unicité des réalisations de 

représentations dans EE fournit à l'ingénieur le choix d'employer ce qui est mieux approprié à 

son but. Ce choix peut être régi par des erreurs de troncature, des erreurs d’approximations, 

etc. 

Au cours des dernières années, des nombreuses procédures de réduction des modèles sont 

proposé pour les systèmes dynamiques 1D. La plupart de ces procédures est basée sur le 

concept de la réalisation équilibrée qui proposé par Moore [23]. Divers applications sont 

proposé dans plusieurs travaux ; la réduction des filtre numérique RIF-1D est traité dans le 

travail de [46], l’application de réduction de model sur les contrôleurs LQG (Linear Quadratic 

Gaussian) est traité dans [43], un exemple sur l’approximation des systèmes non minimales 

est élaboré dans [44]. La méthode de réduction par la projection d’état est appliquée au signal 

de parole est traité dans [45].  

 

Le problème de la réduction d'ordre des systèmes 2D est abordé dans les travaux de [18] et 

[19], le procédé de réduction élaboré dans [20] est prolongé au cas des systèmes 2D a entrée 

unique et a sortie unique (SISO). Le cas des systèmes multi-entrée-multi-sortie (MIMO) est 

traité dans [21]. Malheureusement, dans le cas 2D, la stabilité en général du modèle réduit 

n'est pas garantie, mais le procédé de réduction peut être appliqué aux systèmes séparables 

(c'est-à-dire, séparable dans le dénominateur) sans affecter la stabilité. 

Une prolongation normale du concept des Gramians [22] permet de prolonger la notion de 

la réalisation équilibrée [23], [24], [25], [26], pour les systèmes 1D au cas des systèmes 2D. 

Peut-être la première tentative d'utiliser les Gramians 2D dans le cadre d’approximations des 
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erreurs  est apparue dans [27], où quelques erreurs critiques dans le calcul des Gramians ont 

été signalées et plus tard rectifiées [28]. 

Les filtres numériques 2D trouvent l'application étendue dans l'analyse et le filtrage des 

données d'image radiographiques et photographiques. Ces données sont utilisées dans la 

météo et les photographies d'air, le traitement des rayons X, le traitement de séismique, 

l’enregistrement magnétiques et de gravité, etc. L’identification visuelle des objets par les 

systèmes robotiques industriels et la poursuite des cibles dans des systèmes de radar traitent 

également les données d'image qui exigent pour être traité une efficacité informatique très 

élevée, habituellement en temps réel. Comme dans les filtres numériques 1D, les filtres 2D 

peuvent être divisés en classe des filtres récursifs et des filtres  non-récursifs. Pour la 

réalisation récursive, la sortie de filtre est une fonction de tous les sorties passés, aussi bien 

que les entrées présentes et passés. Les filtres ayant cette propriété sont désignés 

généralement sous le nom des filtres à réponse impulsionnelles infinis (RII). Pour les 

réalisations non récursifs, la sortie est une fonction seulement des entrées passés et présentes. 

Les filtres de cette classe sont désignés sous le nom des filtres à réponse impulsionnelles finis 

(RIF).    

Le problème de synthèse  d’un filtre RIF-2D consiste essentiellement à déterminer la 

réponse impulsionnelle ℎ(𝑚, 𝑛) ou la fonction de transfert 𝐻(𝑧,𝑤) qui répond aux 

spécifications de synthèse [14], [15], [16]. Les quatre approches standard de synthèse des 

filtres RIF sont la méthode de fenêtrage, la méthode d’échantillonnage fréquentielle, la 

méthode de transformation fréquentielle, et la méthode optimal. Les deux premiers  sont, des 

extensions du cas 1D par une modification appropriée au procédé de synthèse. On s’intéresse 

dans le présent travail par à la méthode de fenêtrage en raison de sa simplicité. Une fenêtre 

2D utilisée dans la synthèse de filtre est typiquement obtenue à partir de la fenêtre 1D, la 

méthode classique de Huang [1] est utilisée pour avoir une fenêtre bidimensionnelle 

circulairement symétrique ; cependant des fenêtres bidimensionnelles comme la fenêtre 

Gaussienne peuvent êtres utilisé dans la synthèse des filtre RIF-2D. La représentation 

mathématique du filtre RIF- 2D dans l’espace d’état présente un avantage très important, voir 

la transformation équivalente dans l’espace d’état, la réduction du model, le test de stabilité et 

d’autres opérations, une forme canonique de filtre bidimensionnel où son fonction de transfert 

est à dénominateur séparable est donné dans [10]. Les filtres RIF- 2D appartiennent à la classe 

des filtres séparables qui forment une classe importante des filtres 2D. Ils sont employés 

couramment dans la synthèse, l'analyse, et l’implémentation des systèmes 2D, principalement 

due à la simplicité de l'analyse qu'ils offrent. En outre, le test de la stabilité des filtres 

séparables est équivalent uniquement  au test de deux systèmes 1D. Au contraire au cas non-

séparable, où le test est beaucoup plus compliqué.  

Dans le cas où une fonction de transfert séparable 2D donné, il est toujours possible de 

trouver une réalisation séparable minimale [29]. Dans [30], [31], une forme canonique pour la 

réalisation séparable et minimale des filtres 2D est présentée. Une procédure de réduction de 

modèle applicable aux systèmes séparables est étudiée dans [32], [33], et [34]. Dans ces 

articles, par l’équilibre de deux systèmes 1D, une réalisation équilibrée de la réalisation 

séparable 2D est obtenue. 
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la présente mémoire est ordonnées comme suite : dans le chapitre 2, on présentera la 

procédure du synthèse des filtre RIF-2D par la méthode de fenêtrage et on donnera le détail 

nécessaire sur la méthode de Huang, dans le chapitre 3, on montrera la procédure du 

modélisation des filtres RIF-2D dans l’espace d’état sous un forme canonique localement 

commandable et observable, dans le chapitre 4 la technique de réduction des modèles 2D par 

la méthode des réalisations équilibrées est présenté, on étudiera la limite d’erreur entre le filtre 

initial et son approximant réduit , la stabilité du filtre réduit, et la préservation de la phase 

après réduction.  Le chapitre 5  comporte quelques exemples et simulations sous Matlab® 7.1 

pour montrer la performance et l’efficacité de la méthode de réduction choisie, finalement une 

conclusion générale est donnée dans le chapitre 6.       
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Chapitre 2 

 

SYNTHESE DES FILTRES NUMERIQUES RIF-

2D PAR LA METHODE DE FENETRAGE 

 

2.1. Introduction : 
 

Trois étapes sont généralement suivies dans la synthèse des filtres numériques. Dans la 

première étape, on spécifie les caractéristiques souhaitées du filtre. Les spécifications de filtre 

dépendent, naturellement de l'application prévue. Par exemple, si on souhaite reconstituer un 

signal qui a été dégradé par un bruit de fond, les caractéristiques de filtre exigées dépendent 

des caractéristiques spectrales du signal et du bruit de fond. La deuxième étape est la synthèse 

de filtre. Dans cette étape, on détermine la réponse impulsionnelle du filtre ℎ(𝑚, 𝑛), ou sa  

fonction de transfert 𝐻(𝑧, 𝑤), qui répondra aux spécifications de conception. La troisième 

étape est l'implémentation de filtre, dans laquelle on réalise un système discret avec ℎ(𝑚, 𝑛) 

donné ou 𝐻(𝑧, 𝑤). 

 
Pour des raisons pratiques, on se limitera à une certaine classe des filtres numériques. Une 

des restrictions est que ℎ(𝑚, 𝑛) doit être réel. Dans la pratique, on traitera des données réelles. 

Pour assurer que les données traitées seront réels, on exigera que ℎ(𝑚, 𝑛) doit être réel. Une 

autre restriction est la stabilité de ℎ(𝑚, 𝑛); c'est-à-dire,  ∑ ∑ |ℎ(𝑚, 𝑛)|∞
𝑛=−∞

∞
𝑚=−∞ < ∞. Dans 

la pratique, une sortie illimitée peut occasionner beaucoup de difficultés, par exemple, la 

surcharge de système. On limitera notre discussion, alors, à la classe des filtres numériques 

dont la réponse impulsionnelle ℎ(𝑚, 𝑛) soit réelle et stable. 

 
Des filtres numériques peuvent être classifiés dans deux groupes. Dans le premier groupe, 

ℎ(𝑚, 𝑛)  est une séquence finie, ainsi les filtres dans ce groupe s'appellent les filtres à réponse 

impulsionnelle finie (RIF). Dans le deuxième groupe, ℎ(𝑚, 𝑛)  est une séquence  infinie, ainsi 

les filtres dans ce groupe s'appellent les filtres à réponse impulsionnelle infinie (RII). On se 

limitera aux filtres RIF dans ce travail. Dans le cas 2D, comme dans le cas 1D, les filtres RIF 

diffèrent considérablement dans la synthèse et la réalisation des filtres RII. Un avantage 

important du filtre RIF est que sa stabilité n'est jamais un problème dans la synthèse et 

l'implémentation. 

 
Dans la section (2.2), On discute quelques caractéristiques et propriétés de filtres RIF-2D. 

On se réfère à ces propriétés dans toute la mémoire. Dans la section (2.3) on discute le 

problème de spécifications de filtre. Dans la section (2.4) on discute la synthèse de filtres 

RIF-2D par la méthode de fenêtrage. 
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2.2. Filtre circulairement symétrique : 
 

On dit qu'un filtre numérique ℎ(𝑚, 𝑛)  à une phase nulle où sa réponse fréquentielle 

𝐻(𝜔1, 𝜔2) est une fonction réelle lorsque [13] 

 
                                                            𝐻(𝜔1, 𝜔2) = 𝐻∗(𝜔1, 𝜔2)                                             (2.1) 

                            
Proprement parler, tous les filtres à une réponse fréquentielle réelle ne sont pas 

nécessairement des filtres à phase nulle, puisque 𝐻(𝜔1, 𝜔2) peut être négatif. Dans la 

pratique, la région de fréquence pour lequel 𝐻(𝜔1, 𝜔2) soit négative typiquement 

correspondent à la région de bande coupée, et une phase de 180° dans la région de bande 

coupée a peu de signification. 

 
A partir des propriétés de symétrie de la transformé de Fourier, l’équation (2.1) est 

équivalente dans le domaine spatial à : 

 
                                                          ℎ(𝑚, 𝑛) = ℎ∗(−𝑚,−𝑛)                                                   (2.2) 

 
Puisque on considère seulement une ℎ(𝑚, 𝑛) réelle, (2.2) se réduit à  

 
                                                          ℎ(𝑚, 𝑛) = ℎ(−𝑚,−𝑛)                                                     (2.3) 

 
L'équation (2.3) montre que la réponse impulsionnelle d'un filtre à phase nulle est symétrique 

par rapport à l'origine. 

 
Une caractéristique du filtre à phase nulle est sa tendance de préserver la forme du 

composant de signal dans la région de bande passante du filtre. Dans le traitement de la 

parole; la caractéristique de phase nulle (ou phase linéaire, lorsque l’axe de la symétrie est 

décalé par rapport à l’origine) d'un filtre n'est pas très critique. Le système auditif humain 

répond aux caractéristiques spectrales d’amplitude de brève durée, ainsi la forme d'onde de la 

parole peut parfois changer brusquement, sans que le system auditif puisse la distinguer. Dans 

les applications de traitement d'images, les caractéristiques linéaires de phase possèdent un 

sens plus important. Notre monde visuel se compose des lignes, des éraflures, etc. Une phase 

non linéaire distorse l'enregistrement approprié du composant différent de fréquences qui 

composent les lignes et les éraflures. Cela distorse la forme de signal dans diverses manières, 

y a compris le flou. La Figure 2.1 montre la signification des caractéristiques de phase linéaire 

sur l’image. La Figure 2.1 (a)  montre une image originale de 256 × 256 Pixels. La Figure 

2.1 (b) montre une image traitée en appliquant un filtre passe bas à phase linéaire sur l'image 

originale. La Figure 2.1 (c) montre l'image traitée en appliquant un filtre passe bas de phase 

non linéaire sur la même image. Les réponses en amplitude des filtres employés dans les 

Figures 2.1(b) et (c) sont approximativement identique. La caractéristique de phase linéaire 

est tout à fait utile dans les applications de traitement d'images, et il est très facile de réaliser 

des filtres RIF-2D à phase linéaire. En outre, la synthèse et l'implémentation sont souvent 

simplifiées si on a besoin la phase linéaire. Pour cette raison on limitera notre discussion sur 

les filtres RIF-2D ayant cette caractéristique.  
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                                (a) 

 
                                (b)                                                                             (c) 
 
Fig. 2.1 - illustration de l’importance de la phase linéaire dans le traitement d’image. (a) Image original de 

256 × 256 pixels ; (b) l’image traité par un filtre passe bas à phase linéaire;(c) image traité par un filtre passe 

bas à phase non linéaire. 

 

2.3. Spécification de filtre et notion de Gabarit : 
 

Comme les filtres numériques 1D, les filtres numériques 2D sont généralement spécifiés 

dans le domaine fréquentielle, car,  𝐻(𝜔1, 𝜔2) = 𝐻(𝜔1 + 2𝜋,𝜔2) = 𝐻(𝜔1, 𝜔2 + 2𝜋) pour 

toute  (𝜔1, 𝜔2), et donc,  𝐻(𝜔1, 𝜔2)  pour −𝜋 ≤ 𝜔1 ≤ 𝜋,−𝜋 ≤ 𝜔2 ≤ 𝜋 spécifie 

complètement  𝐻(𝜔1, 𝜔2). En outre, puisque ℎ(𝑚, 𝑛) est assumé réel, alors 𝐻(𝜔1, 𝜔2) =
𝐻∗(−𝜔1, −𝜔2). Donc spécifiant 𝐻(𝜔1, 𝜔2)  pour −𝜋 ≤ 𝜔1 ≤ 𝜋 , −𝜋 ≤ 𝜔2 ≤ 0 spécifie 

complètement 𝐻(𝜔1, 𝜔2) pour toute (𝜔1, 𝜔2). 

 
On dit qu'un filtre a une réponse circulairement symétrique 𝐻(𝜔1, 𝜔2) si 𝐻(𝜔1, 𝜔2) est 

une fonction de √𝜔1
2 + 𝜔2

2 pour √𝜔1
2 + 𝜔2

2 < 𝜋 et elle est constante en dehors de la région 

−𝜋 ≤ 𝜔1 ≤ 𝜋, −𝜋 ≤ 𝜔2 ≤ 𝜋. On dit qu'un filtre a une réponse impulsionnelle 

ℎ(𝑚, 𝑛) circulairement symétrique si ℎ(𝑚, 𝑛) est une fonction de √𝑚2 + 𝑛2. Une symétrie 

circulaire de 𝐻(𝜔1, 𝜔2)  implique la symétrie circulaire de ℎ(𝑚, 𝑛). Cependant, la symétrie 

circulaire de ℎ(𝑚, 𝑛) n'implique pas la symétrie de 𝐻(𝜔1, 𝜔2) [13]. La réponse fréquentielle 

circulairement symétrique du filtre idéal passe bas, passe haut, passe bande et coupe bande, 

sont montrés dans les Figures 2.2 (a), (b), (c), et (d), respectivement. Les régions ombragées 
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dans les Figures correspondent à l’amplitude 1, et les régions non ombragées correspondent à 

l'amplitude 0.  

 
 

 
 
Fig. 2.2 - Réponse fréquentielle circulairement symétrique des filtres idéals. (a) Filtre passe bas ;   (b) Filtre 

passe haut ; (c) Filtre passe bande ; (d) Filtre coupe bande.  

 

Leurs réponses impulsionnelle correspondante sont données par 

 

 ℎ𝑝𝑏(𝑚, 𝑛) =
𝑅

2𝜋√𝑚2+𝑛2
 𝐽1(𝑅√𝑚2 + 𝑛2)                                                                              (2.4) 

ℎ𝑝ℎ(𝑚, 𝑛) = 𝛿(𝑚, 𝑛) − ℎ𝑝𝑏(𝑚, 𝑛)                                                                                       (2.5) 

ℎ𝑝𝑏𝑛(𝑚, 𝑛) =
𝑅2

2𝜋√𝑚2+𝑛2
 𝐽1(𝑅2√𝑚2 + 𝑛2) −

𝑅1

2𝜋√𝑚2+𝑛2
 𝐽1(𝑅1√𝑚2 + 𝑛2)                          (2.6) 

 

et  
 
 ℎ𝑐𝑏𝑛(𝑚, 𝑛) = 𝛿(𝑚, 𝑛) − ℎ𝑝𝑏𝑛(𝑚, 𝑛)                                                                                   (2.7) 

 
Avec  ℎ𝑝𝑏(𝑚, 𝑛) , ℎ𝑝ℎ(𝑚, 𝑛), ℎ𝑝𝑏𝑛(𝑚, 𝑛), et ℎ𝑐𝑏𝑛(𝑚, 𝑛) représentent les réponse 

impulsionnelles de filtre passe bas, passe haut , passe bande, et coupe bande, respectivement, 

𝑅 , 𝑅1, et 𝑅2 correspondent au fréquences de coupures et 𝐽1(𝑥) est la fonction de Bessel de 
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premier ordre et de premier type. Remarquant qu’un filtre circulairement symétrique ne donne 

pas le traitement préférentiel à aucune direction particulière dans le domaine fréquentielle.  

 
Puisque  𝐻(𝜔1, 𝜔2) est en général une fonction complexe de (𝜔1, 𝜔2), on doit spécifier 

l’amplitude  et la phase de 𝐻(𝜔1, 𝜔2). Pour les filtres RIF, la phase linéaire est toujours 

assumée, ainsi on doit spécifier seulement la réponse en amplitude. La méthode la plus 

utilisée généralement avec des spécifications de l’amplitude  s'appelle le gabarit (plan de 

tolérance). Pour illustrer ce dernier, considérant les spécifications du filtre passe bas. Dans le 

meilleur des cas, un filtre passe bas possède uniquement une région de bande passante et une 

région de bande coupée. Dans la pratique, une transition brusque entre les deux régions ne 

peut pas être réalisée ; la région de la  bande passante correspond à (𝜔1, 𝜔2) ∈ 𝑅𝑝 et la région 

de bande coupée correspond à (𝜔1, 𝜔2) ∈ 𝑅𝑠, suivant les indications de Figure 2.3. La région 

𝑅𝑡  de fréquence entre la bande passante et la bande coupée s'appelle la bande de transition. 

Idéalement, la réponse d’amplitude |𝐻(𝜔1, 𝜔2)| est une unité dans la région de bande 

passante et zéro dans la région de bande coupée. Dans la pratique on exige que  1 − 𝛿𝑝 <
|𝐻(𝜔1, 𝜔2)| < 1 + 𝛿𝑝 pour (𝜔1, 𝜔2) ∈ 𝑅𝑝 et |𝐻(𝜔1, 𝜔2)| < 𝛿𝑠 pour (𝜔1, 𝜔2) ∈ 𝑅𝑠 , les 

variables 𝛿𝑝 et 𝛿𝑠 sont appelé  la tolérance dans la bande passante et la tolérance dans la bande 

coupée, respectivement. Un filtre passe bas, alors, est complètement spécifié par 𝛿𝑝, 𝛿𝑠, 𝑅𝑝 et 

𝑅𝑠. Les autres filtres peuvent également être spécifiés d'une façon analogue. Le choix des 

paramètres de spécifications de filtre dépend de l'application prévue. 

 
 

Fig. 2.3 - Exemple de spécification du filtre passe bas 2D par le gabarit (plan de tolérance). 
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2.4. Synthèse des filtres numériques RIF-2D par la méthode de fenêtrage : 
 

Le problème de synthèse  d’un filtre est essentiellement à déterminer ℎ(𝑚, 𝑛) ou 

𝐻(𝜔1, 𝜔2) qui répond aux spécifications de synthèse. Les quatre approches standard de 

synthèse des filtres RIF-2D sont la méthode de fenêtrage, la méthode d’échantillonnage 

fréquentielle, la méthode de transformation fréquentielle, et la méthode optimal. Les deux 

premiers  sont des extensions des méthodes 1D par une modification appropriée au procédé de 

synthèse, on s’intéresse dans la prochaine section à la méthode de fenêtrage en raison de sa 

simplicité. 

 
2.4.1.   Description de La méthode de fenêtrage : 

 
On  assume dans tout les types de filtres auxquels on s’intéresse, que les réponses 

fréquentielles rapprochent une fonction circulairement symétrique ; c.-à-d., 𝐻(𝜔1, 𝜔2)  

représente une fonction de √𝜔1
2 + 𝜔2

2, come on a montré dans la section 2.3. On assume que 

la réponse fréquentielle désirée 𝐻𝑑(𝜔1, 𝜔2) est connue. Par la transformation inverse de 

Fourier de 𝐻𝑑(𝜔1, 𝜔2), on peut déterminer la réponse impulsionnelle désirée du filtre, 

ℎ𝑑(𝑚, 𝑛). Généralement ℎ𝑑(𝑚, 𝑛) est une séquence infini. Dans la méthode de fenêtrage, un 

filtre RIF-2D est obtenu en multipliant ℎ𝑑(𝑚, 𝑛) avec une fenêtre 𝑤(𝑚, 𝑛);  
 
                                                   ℎ(𝑚, 𝑛) = ℎ𝑑(𝑚, 𝑛)𝑤(𝑚, 𝑛)                                                  (2.8) 

 
Si ℎ𝑑(𝑚, 𝑛) et 𝑤(𝑚, 𝑛); les deux sont symétriques par rapport à l'axe de ℎ𝑑(𝑚, 𝑛) alors le 

produit ℎ(𝑚, 𝑛) soit également, ainsi le filtre résultant devient aussi à phase linéaire. 

 
De (2.8) et les propriétés de la Transformé de Fourier [13], 

 
𝐻(𝜔1, 𝜔2) = 𝐻𝑑(𝜔1, 𝜔2) ⊛ 𝑊(𝜔1, 𝜔2)                                                                              (2.9) 

                     =
1

(2𝜋)2  ∫ ∫ 𝐻𝑑(𝜃1, 𝜃2)𝑊(𝜔1 − 𝜃1, 𝜔2 − 𝜃2) 𝑑𝜃1
𝜋

𝜃2=−𝜋

𝜋

𝜃1=−𝜋
𝑑𝜃2.  

 
Où ⊛ dénote le produit de convolution 2D, l'effet de la fenêtre dans le domaine fréquentielle 

est de lisser 𝐻𝑑(𝜔1, 𝜔2). On  veut avoir que la largeur de la lobe principal de 𝑊(𝜔1, 𝜔2)  soit 

petite de sorte que la largeur de transition de 𝐻(𝜔1, 𝜔2) soit petite aussi. On veut également 

avoir que les lobes secondaires soient de petites amplitudes  pour assurer que les ondulations 

dans la région de la bande passante et de la bande coupée possèdent des amplitudes petites. 

 
Une fenêtre 2D utilisée dans la synthèse de filtre est typiquement obtenue à partir de la 

fenêtre 1D, la méthode classique de Huang [1] permet d'obtenir une fenêtre 2D 

𝑤(𝑚, 𝑛) comme suite   

 
𝑤(𝑚, 𝑛) = 𝑤𝑐(𝑡1, 𝑡2)|𝑡1=𝑚,𝑡2=𝑛                                                                                       (2.10.a) 

𝑤𝑐(𝑡1, 𝑡2) = 𝑤𝑎(𝑡)|
𝑡=√𝑡1

2+𝑡2
2                                                                                          (2.10.b) 

 
La fonction 𝑤𝑎(𝑡) dans (2.10.b) est une fenêtre analogique 1D. Dans cette méthode, une 

fenêtre analogique  2D 𝑤𝑐(𝑡1, 𝑡2) est obtenue en tournant la fenêtre 1D, 𝑤𝑎(𝑡). Notant 

que 𝑊𝑐(Ω1,Ω2) ; la Transformé de Fourier  analogique 2D de 𝑤𝑐(𝑡1, 𝑡2), est une fonction 
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circulairement symétrique. Ce n'est pas, cependant, une version tournée de  𝑊𝑎(Ω) la 

transformé de Fourier de 𝑤𝑎(𝑡). Spécifiquement,  𝑊𝑐(Ω1,Ω2) est lié à 𝑤𝑎(𝑡) par  

 

𝑊𝑐(Ω1,Ω2) = 𝐺(𝜌)|
𝜌=√Ω1

2+Ω2
2
= 2𝜋 ∫ 𝑡

∞

𝑡=0
 𝑤𝑎(𝑡)𝐽0(𝑡𝜌)𝑑𝑡|

𝜌=√Ω1
2+Ω2

2
                          (2.11) 

 
Avec  𝐽0(∙) est la fonction de Bessel de première type, d’ordre zéro. La fonction 𝐺(𝜌) dans 

(2.11) est la Transformé de Hankel de 𝑤𝑎(𝑡) [13]. Pour obtenir une fenêtre 2D 𝑤(𝑚, 𝑛), la 

fenêtre analogique 2D 𝑤𝑐(𝑡1, 𝑡2) doit être échantillonnée. La séquence  résultante  

𝑤(𝑚, 𝑛) est une fenêtre circulairement symétrique. 

 
De (2.10.a) et de (2.10.b), 

 
𝑊(𝜔1, 𝜔2) = ∑ ∑ 𝑊𝑐(Ω1,Ω2)|Ω1=𝜔1−2𝜋𝑟1, Ω1=2−2𝜋𝑟2

∞
𝑟2=−∞

∞
𝑟1=−∞ .                                      (2.12) 

 
Due à l'effet de crénelage dans (2.12), 𝑊(𝜔1, 𝜔2) n'est plus une fenêtre circulairement 

symétrique, car on a signalé dans la Section (2.3), que la symétrie circulaire de 𝑤(𝑚, 𝑛) ne 

garantit pas la symétrie circulaire de sa transformé de Fourier 𝑊(𝜔1, 𝜔2) . La fonction 

𝑊(𝜔1, 𝜔2) peut dévier de la symétrie circulaire considérablement pour (𝜔1, 𝜔2)  soient loin 

de l'origine. Cependant, Près de l'origine, l'effet de crénelage est moins et 𝑊(𝜔1, 𝜔2) tend à 

être proche  de la symétrie circulaire. 

 
Les exemples des fenêtres analogiques 1D qui peuvent être employées pour obtenir des 

fenêtres 2D sont, la fenêtre rectangulaire, Hamming, Kaiser et d’autres. Les formes de ses 

fonctions sont données ci-dessous [13]. 

 

𝑤𝑎𝜋
(𝑡) = {

1, |𝑡| < 𝜏
0, ailleurs.

                                                                                                         (2.13) 

𝑤𝑎𝐻
(𝑡) = {

0,54 +  0,46 cos(𝜋𝑡/𝜏) , |𝑡| < 𝜏
0,                                              𝑎𝑖𝑙𝑙𝑒𝑢𝑟𝑠 .

                                                               (2.14) 

𝑤𝑎𝐾
(𝑡) = {

𝐼0(𝛼√1−(𝑡/𝜏)2)

𝐼0(𝛼)
, |𝑡| < 𝜏 

0,                      𝑎𝑖𝑙𝑙𝑒𝑢𝑟𝑠.

                                                                                     (2.15) 

 
Avec  𝐼0 est la fonction modifiée de Bessel de premier type, d'ordre zéro, et 𝛼 est un 

paramètre. Notant que 𝑤𝑎(𝑡) est zéro à |𝑡| = 𝜏. Si 𝜏 est un nombre entier, donc, la fenêtre 1D 

𝑤(𝑛) obtenu par 𝑤(𝑛) = 𝑤𝑎(𝑡)|𝑡=𝑛 sera une séquence de 2𝜏 − 1 points. La fenêtre 

rectangulaire (2.13) a un comportement très bon pour le lobe principal (petite largeur de lobe 

principal), mais un comportement pauvre pour les lobes secondaires (grand niveau de crête 

pour les lobes latéraux). La fenêtre de Hamming (2.14) n'a pas de bon comportement pour le 

lobe principal, mais, avec un bon comportement pour les lobes secondaires. Il est également 

très simple d'employer la fenêtre de Kaiser (2.15) qui est une famille des fenêtres. Le 

comportement de lobe principal de la fenêtre de Kaiser et de lobes secondaires peut être 

commandé par le paramètre 𝛼. L'amélioration du comportement du lobe principal aura 

généralement comme conséquence un comportement plus pauvre pour les lobes latéraux et 

vice versa. La fenêtre de Kaiser implique une utilisation de la fonction de Bessel, L'évaluation 

de la fonction est quelque part plus compliquée que l’utilisation des fenêtres rectangulaires ou 

de Hamming. 
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2.4.2. Exemples : 

 
La Figure 2.4 montre une fenêtre circulairement symétrique et sa transformé de Fourier  

obtenue a partir de  la fenêtre rectangulaire (2.13) avec 𝜏 = 10. La transformé de Fourier  

d'une fenêtre circulairement symétrique est approximativement circulairement symétrique 

avec une approximation très bonne près de l'origine dans le plan (𝜔1, 𝜔2). La Figure 2.5 

montre une fenêtre circulairement symétrique et sa transformé de Fourier  obtenue à partir la 

fenêtre de Hamming (2.14).  

 
(a) 

 
(b) 

 
Fig. 2.4 - Fenêtre circulairement symétrique (a) obtenue a partir d’une fenêtre rectangulaire analogique avec 𝜏 =
10, (b) sa transformé de Fourier. 
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(a) 

 
 

(b) 
 
Fig. 2.5 - Fenêtre circulairement symétrique (a) obtenue a partir d’une fenêtre de Hamming analogique avec 𝜏 =
10, (b) sa transformé de Fourier. 
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(a) 

 
(b) 

 
 
Fig. 2.6 - Fenêtre circulairement symétrique (a) obtenue a partir d’une fenêtre de Kaiser analogique avec 𝛼 =
2 et 𝜏 = 10, (b) sa transformé de Fourier. 
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(a) 

 
(b) 

 
Fig. 2.7 - Fenêtre circulairement symétrique (a) obtenue a partir d’une fenêtre de Kaiser analogique avec 𝛼 =
3 et 𝜏 = 10, (b) sa transformé de Fourier. 

 

Les Figures 2.6 et 2.7 correspondent à la fenêtre de Kaiser (2.15) avec 𝛼 = 2 et 𝛼 = 3 

respectivement. Dans tous les cas, la valeur de 𝜏 est 10. 

 
La forme de la fenêtre affecte le lobe principal et le comportement des lobes secondaires. 

L’ordre de la fenêtre, cependant, affecte seulement le lobe principal. Puisque le comportement 

de lobes secondaires (et donc la tolérance de la bande passante et de la bande coupée) est 

affecté seulement par la forme de la fenêtre, la forme de fenêtre est choisie d'abord sur la base 

de la bande passante et des conditions de tolérance de la bande coupée. Deux exemples des 

filtres numériques synthétisés par la méthode de fenêtrage sont montrés dans les Figures 2.8 

et 2.9. La Figure 2.8 donne le résultat de la synthèse  de filtre passe-bas par l’utilisation de la 

fenêtre de Kaiser avec 𝜏 = 10 et 𝛼 = 2. La réponse impulsionnelle désirée ℎ𝑑(𝑚, 𝑛) est d’un 

filtre passe-bas idéal circulairement symétrique (2.4) avec la fréquence de la coupure 𝑓𝑐 =
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0.4. La réponse impulsionnelle produite ℎ(𝑚, 𝑛) et les deux représentations perspective et 

contour de la réponse fréquentielle correspond sont montrées. La Figure 2.9 est identique à la 

Figure 2.8 sauf que la réponse impulsionnelle désirée utilisée est d’un filtre passe-bande idéal 

circulairement symétrique (2.4) avec les fréquences de coupure 𝑓𝑐1
= 0.3 et 𝑓𝑐2

= 0.7.  

 
 

(a) 
 
 

 
 
                 (b) 
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 (c) 

 
Fig. 2.8 - Filtre passe bas avec 𝑓𝑐 = 0.4 synthétisé par la méthode de fenêtrage avec l’utilisation de fenêtre de 

Kaiser avec 𝛼 = 2. (a) réponse impulsionnelle. (b) représentation perspective de la réponse fréquentielle. (c) 

représentation contour de la réponse fréquentielle. 
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(b) 

 

 
(c) 

 
Fig. 2.9 - Filtre passe bande avec 𝑓𝑐1

= 0.3 et 𝑓𝑐2
= 0.7 synthétisé par la méthode de fenêtrage avec l’utilisation 

de fenêtre de Kaiser avec 𝛼 = 2. (a) réponse impulsionnelle. (b) représentation perspective de la réponse 

fréquentielle. (c) représentation contour de la réponse fréquentielle. 

 

On a observé empiriquement que les tolérances de la bande passante et de la bande coupée 

d'un filtre 2D synthétisé par la méthode de fenêtrage dépendent non seulement des amplitudes 

des lobes secondaires de la fenêtre mais également de leur distribution sur le plan de 

fréquence. En outre, pour un filtre passe-bas synthétisé par cette méthode (Figure 2.7), la 

tolérance dans la bande passante a été observée plus grande que la tolérance dans la bande 

coupée  par une moyenne approximativement de 50 %. C'est donc un différance important par 

rapport au cas 1D. Les tolérances dans la bande passante et dans la bande coupée d'un filtre 

1D dépendent principalement de l'amplitude maximum des lobes secondaires de la fenêtre, 

qui sont approximativement égaux. 

 

-1

-0.5

0

0.5

1

-1

-0.5

0

0.5

1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

f
1

Reponse fréquentielle

f
2

A
m

p
lit

u
d
e

0.1

0.1

0.1

0.2

0.2

0.2

0.3

0.3

0.3

0.4

0.4

0.4

0.5

0.5

0.5

0.6

0.6

0.6

0.7

0.7

0
.7

0.8

0.8

0.8 0.9

0.9

0.9

1

1

1

1

1

1

1

1

f
1

f 2

Reponse fréquentielle

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1



19 

 

La fenêtre circulairement symétrique est conçue  à partir une fenêtre 1D dans le domaine 

spatial et préserve donc les caractéristiques de domaine spatial de la fenêtre 1D. Une fenêtre 

2D peut être également obtenue  à partir d’une fenêtre 1D dans le domaine fréquentiel, pour 

préserver les caractéristiques de la fenêtre 1D dans le domaine fréquentiel. Dans une telle 

méthode [2], la transformé de Fourier  de la fenêtre 1D est tourné circulairement pour obtenir 

la transformé de Fourier  de la fenêtre 2D. Dans une autre méthode [3], une fenêtre 2D est 

obtenue à partir d'une fenêtre 1D par la méthode de la transformation fréquentielle. Malgré 

ces méthodes puissent préserver les caractéristiques de domaine fréquentielle telles que 

l'amplitude maximal de la lobe secondaire et puissent synthétiser une fenêtre 2D dont la 

transformé de Fourier  est plus circulairement symétrique par rapport à la méthode discutée 

dans ce chapitre, le filtre synthétisé par elles n’a pas des meilleures performances. 

 
 

2.5. Conclusion 
 

Dans ce chapitre on a discuté la synthèse des filtres RIF-2D par la méthode de fenêtrage, 

on a montré qu’une transformation simple est nécessaire pour obtenir une fenêtre 

circulairement symétrique bidimensionnelle  à partir d’une fenêtre unidimensionnelle, 

toutefois, on préservant ses propriétés principales dans le domaine spatial et dans le domaine 

fréquentielle. La fenêtre 2D obtenue comporte grande des points nulles à cause de l’effet de 

rotation, donc c’est pourquoi la méthode de fenêtrage 2D n'est pas optimale. Il existe en 

général un filtre qui répond aux spécifications de synthèse données et dont la région de 

support est plus petite que le filtre synthétisé par cette méthode. Pour une 

𝐻𝑑(𝜔1, 𝜔2) arbitraire, la détermination de ℎ𝑑(𝑚, 𝑛) à partir de 𝐻𝑑(𝜔1, 𝜔2) peut exiger une 

grande complexité de  calcul de la transformé de Fourier discret inverse. Malgré cet 

inconvénient, la méthode de fenêtrage est souvent employée dans la pratique en raison de sa 

simplicité. Donc, notre but dans les prochains chapitres  est de garder cet avantage et de 

développer un algorithme d’optimisation de celle-ci dans les chapitres suivants. 
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Chapitre 3 

 

MODELISATION DES FILTRES RIF-2D DANS 

L’ESPACE D’ETAT 

 
3.1. Introduction : 

 

Comme les filtres numériques 1D et d'autres types de systèmes, les filtres numériques 2D 

peuvent être représentés dans  l’espace d’état. Dans cette approche, un ensemble de signaux 

internes désignés sous le nom des variables d'état est employé pour décrire complètement le 

fonctionnement du filtre. L'approche est très utile dans l'analyse, la synthèse, et la réalisation 

des filtres numériques. Elle a l'avantage de la caractérisation des filtres numériques en termes 

de matrices, ceux qui sont facile de manipuler au moyen de processeurs. Des modèles dans 

l’espace d’état pour les filtres numériques 2D sont proposés par Attasi [4], Givone et Roesser 

[5], et Fornasini et Marchesini [6]. Le modèle de Givone-Roesser suit naturellement une 

approche de circuit, il a été employé intensivement dans le passé dû à sa généralité et 

simplicité relative [7].  

    

Dans ce chapitre le modèle de Givone et Roesser, désigné sous le nom du modèle de Givone-

Roesser, est décrit et appliqué à l'analyse et à la synthèse des filtres numériques RIF-2D dans 

l’espace d’état. Dans les chapitres suivants, il sera utilisé dans la réduction du modèle et 

l’étude de la stabilité des filtres réduits. 

 

3.2. Le modèle de Givone-Roesser : 
 

Givone et Roesser ont proposé une « approche de circuit » pour le  problème de la 

réalisation des systèmes 2D dans l'espace d'état. Ils ont proposé un modèle dans lequel le 

vecteur d'état est divisé en variables d'état horizontales et verticales, qui sont propagées 

horizontalement et verticalement respectivement, par les équations aux différences de premier 

ordre, sous la forme suivante [9]: 

   

[
𝑥ℎ(𝑖 + 1, 𝑗)

𝑥𝑣(𝑖, 𝑗 + 1)
] = [𝐴

(1) 𝐴(2)

𝐴(3) 𝐴(4)
] [

𝑥ℎ(𝑖, 𝑗)

𝑥𝑣(𝑖, 𝑗)
] + [𝐵

(1)

𝐵(2)
] 𝑢(𝑖, 𝑗)                                                   (3.1.a) 

𝑦(𝑖, 𝑗) = [𝐶(1) 𝐶(2)] [
𝑥ℎ(𝑖, 𝑗)

𝑥𝑣(𝑖, 𝑗)
] + 𝐷𝑢(𝑖, 𝑗)                                                                       (3.1.b) 

 

Les conditions initiales sont données comme suite: 

 

𝑋0 = {(𝑥
ℎ(0, 𝑘)

0
) , (

0
𝑥𝑣(ℎ, 0)) ; ℎ, 𝑘 = 0,1,2… }                                                                   (3.2) 

 

Avec  𝑥ℎ ∈ ℝ𝑚, représente le vecteur d'état horizontal qui propage horizontalement et 𝑥𝑣 ∈
ℝ𝑛, représente le vecteur d'état vertical qui propage verticalement. 𝑢 ∈ ℝ𝑝 est le vecteur 

d'entrée, 𝑦 ∈ ℝ𝑞 est le vecteur de sortie. (𝑖, 𝑗) sont des nombres entiers non négatifs. 𝐴(1), 

𝐴(2), 𝐴(3), 𝐴(4), 𝐵(1), 𝐵(2), 𝐶(1), 𝐶(2), 𝐷 sont des matrices réels dont les dimensions 



21 

 

appropriées. Notant que ce modèle est MIMO en général, on considère seulement les modèles 

SISO au long de  cette mémoire. 

 

 

 
Fig.  3.1- Schéma fonctionnel du modèle de Givone-Roesser. 

 

Récemment, Chan [8] a proposé un autre modèle dans l'espace d'état pour les systèmes 2D. 

Son approche a été basée sur la définition de la « causalité » dans les systèmes 

multidimensionnels. Dans le cas 1D, la causalité habituellement définie comme « relation de 

temps passé-future», qui est une contrainte physique commune entre les systèmes. Dans les 

systèmes multidimensionnels, la causalité n'est pas une contrainte significative à sauf  de 

certains relations de point de vue de rangement pour  distinguer le « futur » de « passé ».  

 

Dans le modèle de Givone-Roesser le rangement est défini comme suite [9]: 

 

ℎ, 𝑘 > 𝑖, 𝑗 ⟹ ℎ > 𝑖, 𝑘 > 𝑗                                                                                                     (3.3) 

 

Pour que la propagation d'état horizontalement et verticalement soit dans le premier quart de 

plan (𝑖 ≥ 0, 𝑗 ≥ 0). Cependant, le rangement ci-dessus n'est pas une restriction, c'est la 

motivation de Chan dans le développement de son modèle dans l’espace d’état :  

 

[
𝑥1(𝜉 + 𝜎1)

𝑥2(𝜉 + 𝜎2)
] = [𝐴

(1) 𝐴(2)

𝐴(3) 𝐴(4)
] [

𝑥1(𝜉)

𝑥2(𝜉)
] + [𝐵

(1)

𝐵(2)
] 𝑢(𝜉)                                                         (3.4.a) 

𝑦(𝜉) = [𝐶(1) 𝐶(2)] [
𝑥1(𝜉)

𝑥2(𝜉)
] + 𝐷𝑢(𝜉)                                                                              (3.4.b) 

 

Avec 𝜎𝑖 ∈  ℝ+
2  est la base de décalage vers l’avant, nommé le « mini générateur » (voir Figure 

3.2). Dans la Figure 3.3, le mouvement du système 2D qui est mis en application en 

définissant le mini générateur est montré. Remarquant que si 𝜎1 = (1,0) et 𝜎2 = (0,1), alors 

le modèle de Givone-Roesser est obtenu (voir Figure 3.3). Cependant, en raison de son 

simplicité et ses propriétés favorables, le modèle de Roesser sera employé comme une base 

pour l’étude et l’analyse des filtres numériques RIF-2D dans cette mémoire. 



22 

 

 

 
 
Fig. 3.2 - Schéma de minimum générateur du modèle de Roesser ; 𝜎1 = (1,0), 𝜎2 = (0,1). 

 

 
Fig. 3.3 - Le mouvement du système 2D, linéaire  invariant dans le temps  par le modèle de Roesser,  𝑖 = 3 et 

𝑗 = 2. 

 

3.2.1.  Matrice de transition : 

 

La matrice de transition d'état du modèle (3.1) est dénoté par 𝐴𝑖𝑗, elle est défini comme [9] 

par 

 

𝐴 = [𝐴
(1) 𝐴(2)

𝐴(3) 𝐴(4)
] = [𝐴

(1) 𝐴(2)

0 0
] + [

0 0
𝐴(3) 𝐴(4)]                                                                (3.5) 

    = 𝐴10 + 𝐴01 
 

𝐴𝑖𝑗  = 𝐴10𝐴𝑖−1,𝑗 + 𝐴01𝐴𝑖,𝑗−1            (𝑖, 𝑗) > (0,0)                                                               (3.6) 

 

𝐴00 = 𝐼                                                                                                                                (3.7) 

 
𝐴−𝑖,𝑗 = 𝐴𝑖,−𝑗 = 0,          (𝑖, 𝑗) < 1                                                                                        (3.8)                                   

𝒊 

𝒋 

𝒙𝒉(𝟎, 𝟎) 

 

𝑨(𝟒) 𝑨(𝟑) 

𝑨(𝟏) 

𝑨(𝟐) 

𝒙𝒉(𝟑, 𝟐) 

𝒙𝒗(𝟑, 𝟐) 

𝒙𝒉(𝟑, 𝟏) 

𝒙𝒗(𝟑, 𝟏) 

𝒙𝒉(𝟑, 𝟎) 

𝒙𝒗(𝟑, 𝟎) 

𝒙𝒉(𝟐, 𝟐) 

𝒙𝒗(𝟐, 𝟐) 

𝒙𝒉(𝟐, 𝟏) 

𝒙𝒗(𝟐, 𝟏) 

𝒙𝒉(𝟐, 𝟎) 

𝒙𝒗(𝟐, 𝟎) 

𝒙𝒉(𝟏, 𝟐) 

𝒙𝒗(𝟏, 𝟐) 

𝒙𝒉(𝟏, 𝟏) 

𝒙𝒗(𝟏, 𝟏) 

𝒙𝒉(𝟏, 𝟎) 

𝒙𝒗(𝟏, 𝟎) 

𝒙𝒉(𝟎, 𝟐) 

𝒙𝒗(𝟎, 𝟐) 

𝒙𝒉(𝟎, 𝟏) 

𝒙𝒗(𝟎, 𝟏) 

𝒙𝒉(𝟒, 𝟐) 

𝒙𝒗(𝟑, 𝟑) 

𝒙𝒗(𝟎, 𝟎) 
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Le rangement partiel dans les paires des nombres entiers est donné comme suite [9]: 

 
(ℎ, 𝑘) > (𝑖, 𝑗),    si et seulement si   ℎ ≥ 𝑖 and  𝑘 ≥ 𝑗 
(ℎ, 𝑘) = (𝑖, 𝑗),    si et seulement si    ℎ = 𝑖 and  𝑘 = 𝑗                                                        (3.9) 
(ℎ, 𝑘) < (𝑖, 𝑗),    si et seulement si  ℎ < 𝑖 and  𝑘 < 𝑗  et (ℎ, 𝑘) ≠ (𝑖, 𝑗). 
 

La réponse générale du modèle (3.1) est donnée suite au [9] : 

 

𝑦(𝑖, 𝑗) = ∑ 𝐴𝑖,𝑗−𝑘 

𝑗

𝑘=0

[𝑥
ℎ(0, 𝑘)

0
] + ∑ 𝐴𝑖−ℎ,𝑗  

𝑖

ℎ=0

[
0

𝑥𝑣(ℎ, 0)]

+ ∑ ∑ (𝐴𝑖−ℎ−1,𝑗−𝑘  [𝐵
(1)

0
] + 𝐴𝑖−ℎ,𝑗−𝑘−1 [

0
𝐵(2)]) 𝑢(ℎ, 𝑘)

𝑗

𝑘=0

𝑖

ℎ=0

+ 𝐷𝑢(𝑖, 𝑗). 

     (3.10) 

 

Les deux premiers termes dans la formule ci-dessus peuvent être identifiés comme la 

contribution de conditions initiales, tandis que le dernier peut être identifié comme la réponse 

« forcé ». 

 

Par l’application de la transformée en Z bidimensionnelle, et en assumant que les conditions 

initiales sont nuls  dans le modèle (3.1), la fonction de transfert suivante est obtenu : 

 

𝐻(𝑧,𝑤) =
𝑦(𝑧,𝑤)

𝑢(𝑧,𝑤)
= 𝐷 + 𝐶(𝑆 − 𝐴)−1𝐵 ≜

𝑞(𝑧,𝑤)

𝑝(𝑧,𝑤)
                                                                 (3.11) 

 

Où  𝑆 = 𝑧𝐼𝑚 ⊕ 𝑤𝐼𝑛. 

 

Et ⊕ dénote la somme directe des matrices. 

 

3.2.2. Réponse impulsionnelle: 

 

Pour calculer la réponse impulsionnelle, on utilise l'impulsion unité comme entrée du 

système dans l’équation (3.10) pour obtenir [9] 

 

ℎ(𝑖, 𝑗) = {

0                                                                (𝑖, 𝑗) < (0,0) 

𝐷                                                                (𝑖, 𝑗) = (0,0) 

𝐶(𝐴𝑖−1,𝑗𝐵10 + 𝐴𝑖,𝑗−1𝐵01)                  (𝑖, 𝑗) > (0,0)
                                         (3.12) 

 

Où 𝐵10 = [𝐵
(1)

0
], 𝐵01 = [

0
𝐵(2)]. 

 

Une représentation de la forme (3.1) peut être toujours transformée dans une modèle 

équivalent par l’utilisation d’une matrice de transformation non singulière de la forme 

 

𝑇 = [𝑇
ℎ 0

0 𝑇𝑣
]             𝑇ℎ ∈ 𝑅𝑚×𝑚, 𝑇𝑣 ∈ 𝑅𝑛×𝑛                                                                (3.13) 
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Alors, la réalisation (𝑇−1𝐴𝑇, 𝑇−1𝐵, 𝐶𝑇, 𝐷) est une réalisation du même système. Cette 

réalisation résulte à partir de la transformation 𝑥′ = 𝑇−1𝑥, ce qui ne change pas la fonction de 

transfert (3.11). Cependant une transformation 𝑥′ = 𝑃−1𝑥 avec 

 

𝑃 = [𝑃
(1) 𝑃(2)

𝑃(3) 𝑃(4)
],                                                                                                                (3.14) 

 

ne donne pas nécessairement le même système, puisque le polynôme caractéristique peut se 

diffère. 

 

3.2.3.  Observabilité et commandabilité :  

 

Les notions de l'observabilité et de la commandabilité pour les systèmes discrets dans 

temps reportent pour mettre en parallèle des notions similaires pour les processeurs d'image 

discrets dans l’espace, les définitions suivantes sont données dans [9]. 

 

Définition : Un état 𝑇0 est observable, si et seulement si’il apparaît à toutes fois comme l'état 

initial et tous les conditions initiales  sont nuls, il existe un ensemble des entrées et une paire 
(𝑖, 𝑗) ≥ (0,0) tel que 𝑦(𝑖, 𝑗) n'est pas le même quand l'état initial est nul, et le même ensemble 

des entrées est appliqué. 

Définition : Un état 𝑇0 est  commandable, quand tous les conditions initiales sont nuls, il 

existe quelques paires (𝑖, 𝑗) ≥ (0,0) et un ensemble des entrée tel que 𝑇(𝑖, 𝑗) = 𝑇0. 

Un modèle de traitement d'images serait observable (commandable) lorsque  tous les états 

sont observable (commandables). 

Il est souvent souhaitable de ramener un modèle à un modèle équivalent qui est observable et 

commandable. Ici l'équivalence entre les modèles sera prise pour signifier qu’aucun ensemble 

des entrées existe de sorte que la sortie d'un modèle soit différent pour quelques paires (𝑖, 𝑗) ≥
(0,0) que la sortie de l'autre modèle à (𝑖, 𝑗) quand les conditions initiales des deux modèles 

sont nuls. 

Pour tester l'observabilité, la sortie 𝑦(𝑖, 𝑗) pour chaque état initial possible est comparée par la 

sortie 𝑦0(𝑖, 𝑗) avec l'état initial nul, pour tous (𝑖, 𝑗) ≥ (0,0) et tous les ensembles d'entrée. Si 

𝑦(𝑖, 𝑗) = 𝑦0(𝑖, 𝑗) pour tous (𝑖, 𝑗) ≥ (0,0) et toutes les conditions d'entrée, alors le modèle n'est 

pas observable. Par l’utilisation de la formule de la réponse générale cette condition réduit à 

 

𝐶𝐴𝑖𝑗𝑇(0,0) = 0,    pour toutes  (𝑖, 𝑗) ≥ (0,0).                                                                 (3.15) 

 

Le Théorème bidimensionnel de Cayley-Hamilton implique que n'importe quelle 

puissance 𝐴𝑖𝑗 de deux tuple de 𝐴 dépend linéairement de 𝐴𝑖𝑗 tel que (0,0) ≤ (𝑖, 𝑗) <
(𝑚, 𝑛), de sorte que la condition pour la non observabilité puisse être limitée à ceux (𝑖, 𝑗) tel 

que (0,0) ≤ (𝑖, 𝑗) < (𝑚, 𝑛). La condition peut être alors mise dans la forme de matrice 𝐾𝑇 =
0, où 𝐾 est la matrice diagnostique définie comme suit : 
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                                                              𝐾 = Θ𝑚𝑛 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝐶
𝐶𝐴01

⋮
𝐶𝐴0𝑛

𝐶𝐴10

𝐶𝐴11

⋮
𝐶𝐴𝑚0

𝐶𝐴𝑚1

⋮
𝐶𝐴𝑚,𝑛−1]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                              (3.16) 

 

Si 𝐾𝑇 = 0 alors le modèle n'est pas observable, mais peut être réduit à un modèle observable. 

Soit  𝐾(1), une matrice comprenant les 𝑚 premiers colonnes de 𝐾 et soit 𝐾(2), une matrice 

constituée par les  𝑛 dernières colonnes de 𝐾. La condition 𝐾𝑇 = 0 peut être alors devisé en 

deux conditions 𝐾(1)𝑅 = 0 et 𝐾(2)𝑆 = 0. Un modèle réduit peut être alors constitué en 

employant les classes d'équivalence de {𝑅} modulo l'espace nul de 𝐾(1), comme un nouvel 

ensemble d'état vertical, et les classes d'équivalence de {𝑆} modulo l'espace nul de 

𝐾(2) comme un nouvel ensemble d'état horizontal. En conséquence seulement le nouveau 

vecteur nuls satisfont 𝐾(1)𝑅 = 0 et 𝐾(2)𝑆 = 0, ceci implique que le nouveau modèle est 

observable. Il ne reste que de trouver les matrices de caractérisation de modèle réduit. La 

première représentation de vecteur pour les classes d'équivalence des états verticaux et 

horizontaux est trouvée, et donc  les matrices originales de caractérisations sont modifiées de 

sorte que le comportement du modèle reste le même. 𝐾(1) et 𝐾(2) peuvent être réduit de sorte 

que leurs nouvelles dimensions soient conforme à ses rangs. Ceci est fait en formant des 

matrices 𝐺(1) et 𝐺(2) du premier ensemble complet de lignes linéairement indépendantes de 

𝐾(1) et 𝐾(1) respectivement. 𝐺( )et 𝐾( ) ayant le même espace nul. En outre chaque classe 

d'équivalence de {𝑅} et {𝑆} correspond à un seul vecteur 𝐺(1)𝑅  et 𝐺(2)𝑆, respectivement. Les 

classes d'équivalence de  {𝑇} peut être alors représenté comme suite  

 

𝑇̅ = 𝐺𝑇,      avec   𝐺 = [𝐺
(1) 0
0 𝐺(2)

]. 

 

Prenant                                                                                                                                             

 

𝐻 = [𝐻
(1) 0
0 𝐻(2)

] 

 

Comme l’inverse droite de 𝐺, c.-à-d., 𝐺𝐻 = 𝐼. Le modèle réduit aura alors les matrices de 

caractérisation suivantes  

 

 𝐴̅ = 𝐺𝐴𝐻    𝐵̅ = 𝐺𝐵    𝐶̅ = 𝐶𝐻    𝐷̅ = 𝐷.                                                                        (3.17) 

 

Pour tester l’observabilité, l'état 𝑇(𝑖, 𝑗) est examiné avec toutes les conditions initiales égales 

à zéro pour tous les ensembles d'entrée. Si 𝑇(𝑖, 𝑗) n'égale pas à 𝑇0 pour certains 𝑇0, pour 

toutes (𝑖, 𝑗) ≥ (0,0) et n'importe quel ensemble d'entrée, alors le modèle est non observable. 

Par l’utilisation de la formule de la réponse générale pour 𝑇(𝑖, 𝑗) cette condition devient 
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∑ ∑ (𝐴𝑖−ℎ−1,𝑗−𝑘 [𝐵
(1)

0
] + 𝐴𝑖−ℎ,𝑗−𝑘−1 [

0
𝐵(2)]) 𝑢(ℎ, 𝑘) ≠ 𝑇0

𝑗
𝑘=0

𝑖
ℎ=0                                      (3.18) 

 

Pour toutes (𝑖, 𝑗) et toutes 𝑢(ℎ, 𝑘). Comme pour l'observabilité, le Théorème de Cayley-

Hamilton a deux-dimension permet de limiter la condition pour la non commandabilité à ceux 
(𝑖, 𝑗) tel que (0,0) ≤ (𝑖, 𝑗) < (𝑚, 𝑛). La condition peut alors être mise dans la forme de 

matrice. 

 

𝑄𝑈 ≠ 𝑇0 pour tous 𝑈 et certains 𝑇0 , avec 𝑈 et 𝑄 sont définis comme suit : 

 

                                                              𝑈 =

[
 
 
 
 
 
 

𝑢(0,0)

𝑢(0,1)
⋮

𝑢(0, 𝑛)

𝑢(1,0)
⋮

𝑢(𝑚, 𝑛 − 1)]
 
 
 
 
 
 

                                                          

 

                 𝑄 = 𝜓𝑚,𝑛 = [𝑀(0,0),𝑀(0,1),⋯ , 𝑀(0,𝑚),𝑀(1,0),⋯ ,𝑀(𝑚, 𝑛 − 1)]      (3.19)              

 

                            𝑀(𝑖, 𝑗) = 𝐴𝑖−1,𝑗 [𝐵
(1)

0
] + 𝐴𝑖,𝑗−1 [

0
𝐵(2)].            

 

Le rang maximum de 𝑄 est égal à 𝑚 + 𝑛 (le nombre de lignes), qui est égal à la dimension 
{𝑇}. Si le rang de 𝑄 égal à 𝑚 + 𝑛 , alors, son gamme d’espace doit égale à {𝑇} ainsi il serait  

qu’il n’y a pas  de 𝑇0 tel que 𝑄𝑈 ≠ 𝑇0 pour toute 𝑈. Le modèle serait alors commandable. 

Cependant si le rang de 𝑄 est moins que  𝑚 + 𝑛, alors le modèle peut être réduit à un modèle 

commandable. Soit  𝑄(1) est formé par les  𝑚 lignes premières de 𝑄 et 𝑄(2) est formé par les  

𝑛 lignes dernières de 𝑄. 
𝑄(1) et 𝑄(2) peuvent être réduit de sorte que leurs dimensions de colonne soient conforme à 

leurs rangs. Ceci est fait en formant des matrices 𝐺(1) et 𝐺(2) du premier ensemble complet de 

colonnes linéairement indépendantes de 𝑄(1) et 𝑄(2) respectivement. Les états commandables 

𝑇 deviendrons ceux qui formés de la somme directe des vecteurs dans les gammes d’espaces 

de 𝐺(1) et 𝐺(2). 

Un ensemble d'état pour le modèle réduit peut maintenant être spécifié comme un ensemble 

de vecteurs 

 

{𝑇̅ = [𝑅̅
𝑆̅]

} 

 

qui sont mappés dans les états commandables sous la somme directe  𝐺1 et 𝐺2. Si {𝑇} est le 

domaine de mappage linéaire 

 

𝑇 = [𝑇
(1) 0
0 𝑇(2)

] [𝑅̅
𝑆̅] = 𝐺𝑇̅. 

 

On pose  

 

𝐻 = [𝐻
(1) 0
0 𝐻(2)

] 
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Soit l’inverse gauche de 𝐺, c.-à-d., 𝐻𝐺 = 𝐼. Donc,  

 

𝑇̅ = 𝐻𝐺𝑇̅ = 𝐻𝑇.                                                                                                                            

 

Notant que les états dans la gamme d’espace de  𝐺 sont commandables et la dimension de 

{𝑇} est égal au rang de 𝐺. Ceci implique que chacun 𝑇̅ est mappé par  𝐺  uniquement  dans 

une 𝑇 commandable. Par conséquent, chacun 𝑇̅ de modèle réduit deviendra commandable. 

Les matrices de caractérisation du modèle réduit peuvent être maintenant trouvées en notant 

l'effet de mappage de 𝐺 et 𝐻 dans les matrices de caractérisation originales. 

 

𝐴̅ = 𝐻𝐴𝐺   𝐵̅ = 𝐻𝐵   𝐶̅ = 𝐶𝐺   𝐷̅ = 𝐷.                                                                             (3.20) 

 

3.3.  Forme canonique des filtres séparables dans l'espace d'état : 
 

Dans cette section, la classe des filtres qui possèdent la caractéristique de dénominateur 

séparés est présenté, ceux  sont des filtres dont la fonction de transfert a un dénominateur 

séparé, c.-à-d., le polynôme de dénominateur a deux variables indépendantes peut être écrit 

comme produit de deux polynômes avec chacun des deux dépend seulement d’un seul 

variable. La fonction de transfert de ces filtres est exprimée comme suite : 

 

𝐻(𝑧, 𝑤) =
𝑁(𝑧, 𝑤)

𝐷1(𝑧)𝐷2(𝑤)
 

                                              (3.21)              

 

Ces filtres sont récursifs en général, mais les filtres non-récursifs  peuvent être considérés 

comme des filtres séparables comme cas spécial.  

 

 

Soit  

𝐻(𝑧, 𝑤) = ∑ ∑ℎ(𝑖, 𝑗)𝑧−𝑖

𝑛

𝑗=0

𝑚

𝑖=0

𝑤−𝑗 

 

est  la fonction de transfert d'un filtre  RIF-2D d'ordre (𝑚, 𝑛), on peut écrire 𝐻(𝑧, 𝑤) sur la 

forme 

 

                                                 𝐻(𝑧, 𝑤) =
∑ ∑ ℎ(𝑖,𝑗)𝑧𝑚−𝑖𝑛

𝑗=0
𝑚
𝑖=0 𝑤𝑛−𝑗

𝑧𝑚𝑤𝑛                                             (3.22) 

 

Ce qui indique la forme d'un filtre a dénominateur séparable où, 

 

𝑁(𝑧,𝑤) = ∑ ∑ ℎ(𝑖, 𝑗)𝑧𝑚−𝑖𝑛
𝑗=0

𝑚
𝑖=0 𝑤𝑛−𝑗         𝐷1(𝑧) = 𝑧𝑚              𝐷2(𝑤) = 𝑤𝑛 

 

N'importe quel système à fonction de transfert 2D à dénominateur séparable peut être modelé 

dans l’espace d’état sous  la forme [10] 

 

  

[
𝑥ℎ(𝑖 + 1, 𝑗)

𝑥𝑣(𝑖, 𝑗 + 1)
] = [𝐴

(1) 0
𝐴(3) 𝐴(4)

] [
𝑥ℎ(𝑖, 𝑗)

𝑥𝑣(𝑖, 𝑗)
] + [𝐵

(1)

𝐵(2)
] 𝑢(𝑖, 𝑗)                                              (3.23.a) 
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𝑦(𝑖, 𝑗) = [𝐶(1) 𝐶(2)] [
𝑥ℎ(𝑖, 𝑗)

𝑥𝑣(𝑖, 𝑗)
] + 𝐷𝑢(𝑖, 𝑗)    𝑖, 𝑗 ≥ 0                                                  (3.23.b) 

 

Ici on a assumé que 𝐴(2) = 0, le cas au 𝐴(3) = 0 au lieu est semblable. 

 

Les matrices réelles constantes  𝐴(1), 𝐴(3), 𝐴(4), 𝐵(1), 𝐵(2), 𝐶(1), 𝐶(2) et 𝐷 sont donnés sous 

un forme canonique localement commandable et observable  données par [10] 

 

𝐴(1) =

[
 
 
 
 
0 0 ⋯ 0 𝛼1

1 0 ⋯ 0 𝛼2

0 1 ⋯ 0 𝛼3

⋮ ⋮ ⋱ ⋯ ⋮
0 0 ⋯ 1 𝛼𝑚]

 
 
 
 

     𝐴(4) =

[
 
 
 
 
0 1 0 ⋯ 0
0 0 1 ⋯ 0
⋮ ⋯ ⋯ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋯ 1
𝛽1 𝛽2 𝛽3 ⋯ 𝛽𝑛]

 
 
 
 

 

 

𝐵(1) = [1 0 ⋯ 0]𝑇               𝐵(2) = [ℎ01 ℎ02 ⋯ ℎ0𝑚]𝑇                                   (3.24)                      

 

𝐶(1) = [ℎ10 ℎ20 ⋯ ℎ𝑛0]    𝐶
(2) = [1 0 ⋯ 0] 

 

𝐴(3) = [

ℎ11 ℎ21 ⋯ ℎ𝑚1

ℎ12 ℎ22 ⋯ ℎ𝑚2

⋮ ⋯ ⋱ ⋮
ℎ1𝑛 ℎ2𝑛 ⋯ ℎ𝑚𝑛

]. 

 

Avec les paramètres  𝛼𝑖 et les  𝛽𝑖 sont des nombres  réels qui sont nuls dans le cas des filtres 

RIF-2D et les coefficients ℎ𝑖𝑗 sont des paramètres bidimensionnels de Markov donnés comme 

[10] 

 

ℎ𝑖0 = 𝐶(1)𝐴(1)𝑖−1
𝐵(1) 

ℎ0𝑗 = 𝐶(2)𝐴(4)𝑗−1
𝐵(2)                                                                                                       (3.25) 

ℎ𝑖𝑗 = 𝐶(2)𝐴(4)𝑗−1
𝐴(3)𝐴(1)𝑖−1

𝐵(1)       (𝑖, 𝑗) > (0,0). 

 

Ceux qui sont, en outre,  les coefficients de la réponse impulsionnelle bidimensionnelle du 

filtre RIF-2D.  

 

Le système général montré dans la Figure 3.1 est réduit au système à dénominateur séparable 

montré dans la Figure 3.4. 
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Fig. 3.4 - Diagramme en block des systèmes 2D à dénominateur séparable. 

 

Par l’utilisation l'équation (3.6), pour le modèle (3.23), les relations suivantes sont dérivées 

[11]: 

 

 𝐴𝑖0
(1)

= {𝐴10
(1)}

𝑖

= [𝐴
(1)𝑖 0
0 0

], 𝐴0𝑗
(1)

= {𝐴01
(1)}

𝑗

= [
0 0

𝐴(4)𝑗−1
𝐴(3) 𝐴(4)𝑖

],  𝐴𝑖𝑗 =

[
0 0

𝐴(4)𝑗−1
𝐴(3)𝐴(1)𝑖 0

],   𝑖, 𝑗 > 1.     

𝑀(𝑖, 0) = [𝐴
(1)𝑖−1

𝐵(1)

0
], 𝑀(0, 𝑗) = [

0

𝐴(4)𝑗−1
𝐵(2)

],  

𝑀(𝑖, 𝑗) = [
0

𝐴(4)𝑗−1
𝐴(3)𝐴(1)𝑖−1

𝐵(1)
],   𝑖, 𝑗 > 1.                                                                   (3.26)  

 

Et la matrice d’observabilité (3.16) devient  

 

                                                         Θ𝑚,𝑛 = [𝒬𝑚𝑛|
𝑄𝑛

0
]                                                            (3.27)  

 

Avec      𝑄𝑗 =

[
 
 
 

𝐶(2)

𝐶(2)𝐴(4)

⋮

𝐶(2)𝐴(4)𝑗−1]
 
 
 
,    𝐶𝑗 = [

𝐶(1)

𝑄𝑗𝐴
(3)],     𝒬𝑖𝑗 =

[
 
 
 
 

𝐶𝑗

𝐶𝑗𝐴
(1)

⋮

𝐶𝑗𝐴
(1)𝑖−1

]
 
 
 
 

 . 

 

𝑄𝑗 ∈ 𝑅𝑞𝑗∙𝑛,   𝐶𝑗 ∈ 𝑅𝑞(𝑗+1)∙𝑚,   𝒬𝑖𝑗 ∈ 𝑅𝑞𝑖(𝑗+1)∙𝑚,               𝑖, 𝑗 = 1,2,3,⋯. 

 

De même, la matrice de commandabilité (3.19) devient  

 

                                                          𝜓𝑚,𝑛 = [
𝑃𝑚 0
0 𝒫𝑚𝑛

]                                                        (3.28) 
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Avec      𝑃𝑖 = [𝐵(1), 𝐴(1)𝐵(1), ⋯ , 𝐴(1)𝑖−1
𝐵(1)] ∈ 𝑅𝑚∙𝑝𝑖, 

              ℬ𝑖 = [𝐵(2)|𝐴(3)𝑃𝑖] ∈ 𝑅𝑛∙𝑝(𝑖+1), 

              𝒫𝑖𝑗 = [ℬ𝑖 , 𝐴
(4)ℬ𝑖,⋯ , 𝐴(4)𝑗−1

ℬ𝑖] ∈ 𝑅𝑛∙𝑝(𝑖+1)𝑗                          𝑖, 𝑗 = 1,2,3,⋯. 

 

D’après [29], le système (3.23) est localement commandable séparément si et seulement 

  

rang(𝑃𝑚) = 𝑚    et    rang(𝒫𝑚𝑛) = 𝑛                                            (3.29) 

 

De même, le système (3.23) est localement observable séparément si et seulement 

 

rang(𝒬𝑚𝑛) = 𝑚    et    rang(𝑄𝑛) = 𝑛                                            (3.30) 

 

 

3.4. Conclusion 
 

Basant sur le modèle de Givone-Roesser, une forme canonique localement commandable 

et observable pour les filtres numérique RIF-2D dans l’espace d’état à été présentée dans ce 

chapitre, cette forme est très importante due à sa simplicité, l’approche en termes des matrices 

donne une caractérisation complète de filtre, ceci permet d’appliquer différentes traitements 

au filtres RIF-D au moyen des processeurs comme l’analyse, la synthèse, l’implémentation et 

la réduction du modèle. 
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Chapitre 4 

 

APPROXIMATION DES SYSTEMES NUMERIQUE 

SEPARABLES 2D PAR LA METHODE DES 

REALISATIONS EQUILIBREES 

 

4.1. Introduction : 

 
Le problème de la réduction d'ordre des systèmes 2D est abordé dans les travaux de [18] et 

[19], le procédé de réduction élaboré dans [20] est prolongé au cas des systèmes 2D a entrée 

unique et a sortie unique (SISO). Le cas des systèmes multi-entrée-multi-sortie (MIMO) est 

traité dans [21]. Malheureusement, dans le cas 2D, la stabilité en général du modèle réduit 

n'est pas garantie, mais on peut montrer que la procédé peut être appliquée avec succès aux 

systèmes séparables. Une prolongation normale du concept des Gramians [22] permet de 

prolonger la notion de la réalisation équilibrée [23], [24], [25], [26], au cas 2D. Peut-être la 

première tentative d'utiliser les Gramians 2D dans le cadre d’approximations des erreurs  est 

apparue dans [27], où quelques erreurs critiques dans le calcul des Gramians ont été signalées 

et plus tard rectifiées [28]. 

 

4.2.  Systèmes 2D dans l’espace d’état : 
 

Lorsqu’on dit un système 2D dynamique et discret dans le temps, on veut dire, un système 

linéaire, invariant dans le temps,  et strictement causal, les systèmes 2D discret dans le temps 

sont modelés dans l’EE par le modèle local de Givone-Roesser [9] : 

 

[
𝑥ℎ(𝑖 + 1, 𝑗)

𝑥𝑣(𝑖, 𝑗 + 1)
] = [𝐴

(1) 𝐴(2)

𝐴(3) 𝐴(4)
] [

𝑥ℎ(𝑖, 𝑗)

𝑥𝑣(𝑖, 𝑗)
] + [𝐵

(1)

𝐵(2)
] 𝑢(𝑖, 𝑗)                                                          

 

𝑦(𝑖, 𝑗) = [𝐶(1) 𝐶(2)] [
𝑥ℎ(𝑖, 𝑗)

𝑥𝑣(𝑖, 𝑗)
] + 𝐷𝑢(𝑖, 𝑗)                                                                          (4.1) 

 

Ce qui précède, habituellement dénoté par {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷}, qui est la réalisation dans ℝ  de la 

matrice de la fonction de transfert suivante 

 

𝐻(𝑧,𝑤) = 𝐶(𝑧𝐼𝑚⨁𝑤𝐼𝑛 − 𝐴)−1𝐵+D.                                                                                   (4.2) 

 

Au contraire du cas 1D, dû à la nature dimensionnelle infinie des systèmes 2D, les notions de 

la commandabilité, l’observabilité, et la minimalité, etc., ne sont pas liées d'une façon simple 

[29].  

 

Pour l’étude des propriétés  de stabilité des systèmes 2D discrets dans le temps, les définitions 

suivantes sont utilisées [35]. 
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Définition 4.2.1 : Le polynôme 2D 𝐷(𝑧, 𝑤) est considéré comme un polynôme stable si et 

seulement si 𝐷(𝑧, 𝑤) ≠ 0, dans {(𝑧,𝑤): |𝑧| ≥ 1, |𝑤| ≥ 1}. 

 

Définition 4.2.2 : 𝐴 ∈ ℝ(𝑚+𝑛).(𝑚+𝑛) est considéré comme une matrice 2D stable, si et 

seulement s’il existe une matrice positive définie (PD) ; 𝐽 = 𝐽(1)⨁𝐽(4), avec 𝐽(1) ∈ ℝ𝑚.𝑚 et 

𝐽(4) ∈ ℝ𝑛.𝑛, tel que 𝐾 = 𝐽 − 𝐴𝑡𝐽𝐴 > 0. 

 

Comme il est indiqué dans [35], on considère les trois classes des réalisations : 

Classe I : {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷} représente un filtre 2D discret dans le temps stable BIBO (bounded 

input-bounded output) ; 

Classe II : le polynôme caractéristique  |𝑧𝐼𝑚⨁𝑤𝐼𝑛 − 𝐴| de la réalisation  {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷} 

représente un polynôme stable ; 

Classe III : la matrice système 𝐴 de la réalisation {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷} représente une matrice 2D 

stable. 

On connaît maintenant que d’après [36], [37] que la Classe III ⊂ Classe II ⊂ Classe I. 

 

Les transformations équivalentes 2D dans l’EE suivantes sont considérées [9] : 

 

[
𝑥̃ℎ(𝑖, 𝑗)

𝑥̃𝑣(𝑖, 𝑗)
] = [𝑇

(1) 0
0 𝑇(4)

] [
𝑥̃ℎ(𝑖, 𝑗)

𝑥̃𝑣(𝑖, 𝑗)
] 

≡ [𝑇] [
𝑥̃ℎ(𝑖, 𝑗)

𝑥̃𝑣(𝑖, 𝑗)
].                                                         (4.3) 

Ici, 𝑇(1) ∈ 𝑅𝑚.𝑚 et 𝑇(4) ∈ 𝑅𝑛.𝑛 sont des matrices non singulières. Cette transformation 

produise un système 2D  équivalent {𝐴̃, 𝐵̃, 𝐶̃, 𝐷̃}, où  

 

𝐴̃ = 𝑇𝐴𝑇−1,       𝐵̃ = 𝑇𝐵,        𝐶̃ = 𝐶𝑇−1,        et 𝐷̃ = 𝐷.                                                    (4.4) 

 

Si on dénote par (⋅) pour le système original alors, on dénote par (⋅̂) pour le système réduit. 

On assume encore les partitionnements suivants de la représentation dans (4.1) : 

 

𝐴̃ =

[
 
 
 
 
 𝐴̃1

(1)
𝐴̃2

(1)
𝐴̃1

(2)
𝐴̃2

(2)

𝐴̃3
(1)

𝐴̃4
(1)

𝐴̃3
(2)

𝐴̃4
(2)

𝐴̃1
(3)

𝐴̃2
(3)

𝐴̃1
(4)

𝐴̃2
(4)

𝐴̃3
(3)

𝐴̃4
(3)

𝐴̃3
(4)

𝐴̃4
(4)

]
 
 
 
 
 

 ;  𝐵̃ =

[
 
 
 
 
 𝐵̃1

(1)

𝐵̃2
(1)

𝐵̃1
(2)

𝐵̃2
(2)

]
 
 
 
 
 

 ;  𝐶̃ = [𝐶̃1
(1)

𝐶̃2
(1)

𝐶̃1
(2)

𝐶̃2
(2)]; 𝐷̃ = [𝐷].                           

 

                                                                                                                                               (4.5)   

 

avec 

 

𝐴̃1
(1)

∈ ℝ𝑚̂.𝑚̂, 𝐴̃1
(2)

∈ ℝ𝑚̂.𝑛̂, 𝐴̃1
(3)

∈ ℝ𝑛̂.𝑚̂, 𝐴̃1
(4)

∈ ℝ𝑛̂.𝑛̂, 𝐵̃1
(1)

∈ ℝ𝑚̂.𝑝, 𝐵̃1
(2)

∈ ℝ𝑛̂.𝑝, 𝐶̃1
(1)

∈ ℝ𝑞.𝑚̂, 

𝐶̃1
(2)

∈ ℝ𝑞.𝑛̂, 𝐷̃ ∈ ℝ𝑞.𝑝, etc. 

 

Pour un système dont la fonction de transfert séparable [32]  

1) La commandabilité et l’observabilité locales ⇒ la commandabilité et l’observabilité 

locales séparées. 

2) La commandabilité et l’observabilité locales ⇐ la commandabilité et l’observabilité 

locales séparées si et seulement si |𝐴(1)| ≠ 0.                                                          (4.6) 
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Un système séparable est stable si et seulement si 𝐴(1) et 𝐴(4) sont stables [32]. Donc pour 

tels système, les Classes I-III mentionnées au dessus coïncident. 

 

Une réalisation séparable est minimale si et seulement si elle est localement commandable et 

observable  séparément [32]. 

 

La matrice de transition 𝐴𝑖,𝑗 de model de Roesser est calculée récursivement par  

 

𝐴𝑖𝑗  = 𝐴10𝐴𝑖−1,𝑗 + 𝐴01𝐴𝑖,𝑗−1                        (𝑖, 𝑗) > (0,0)                                                   (4.7) 

 

𝐴00 = 𝐼        
 

𝐴 = [𝐴
(1) 𝐴(2)

𝐴(3) 𝐴(4)
] = [𝐴

(1) 𝐴(2)

0 0
] + [

0 0
𝐴(3) 𝐴(4)]   = 𝐴10 + 𝐴01                                                                               

                                                                                                                                         

𝐴−𝑖,𝑗 = 𝐴𝑖,−𝑗 = 0,       (𝑖, 𝑗) > 1   

𝑀𝑖𝑗 = {
𝐴𝑖−1,𝑗 [𝐵

(1)

0
] + 𝐴𝑖,𝑗−1 [

0
𝐵(2)] ,             𝑝𝑜𝑢𝑟 (𝑖, 𝑗) > (0,0) 

0,                                                              𝑝𝑜𝑢𝑟 (𝑖, 𝑗) = (0,0).
                                         (4.8) 

 

4.3. Généralités sur les réalisations équilibrées et notions des Gramians 2D  
 

La généralisation des Gramians pour les systèmes 2D est proposée dans [22]. Soit une 

réalisation de type (4.1), on définit le suivant 

 

Définition 4.3.1: Pour la réalisation 2D {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷}, les Gramians de commandabilité et 

d’observabilité  𝒫 et 𝒬 sont données par  

 

𝒫 =
1

(2𝜋𝑗)2 ∮ ∮ 𝐹(𝑧,𝑤)
|𝑤|=1|𝑧|=1

𝐹∗(𝑧, 𝑤).
𝑑𝑧

𝑧

𝑑𝑤

𝑤
  

𝒬 =
1

(2𝜋𝑗)2
∮ ∮ 𝐺(𝑧, 𝑤)

|𝑤|=1|𝑧|=1
𝐺∗(𝑧,𝑤).

𝑑𝑧

𝑧

𝑑𝑤

𝑤
                                                                     (4.9) 

 

Avec  𝐹(𝑧,𝑤) = [(𝑧𝐼𝑚⨁𝑤𝐼𝑛) − 𝐴]−1𝐵, et 𝐺(𝑧,𝑤) = 𝐶[(𝑧𝐼𝑚⨁𝑤𝐼𝑛) − 𝐴]−1. Dans le cas où 

{𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷} est localement commandable et observable, les sous matrices 𝒫(1), 𝒫(4), 𝒬(1) et 

𝒬(4) de 𝒫 et 𝒬, sont des matrices positives définies (PD)[22]. 

 

Définition 4.3.2 : On définit maintenant le système 2D équilibré, cette définition est suit [23]. 

Le model est équilibré dans les directions horizontale et verticale lorsque  les Gramians de 

commandabilité  et d’observabilité horizontale et verticale sont des blocks diagonaux et 

égaux, c.à.d. 

 

𝒫(1) = 𝒬(1) = Σ(1) = diag{𝜎1
(1)

, ⋯ , 𝜎𝑚
(1)}  

𝒫(4) = 𝒬(4) = Σ(4) = diag{𝜎1
(4)

, ⋯ , 𝜎𝑛
(4)}                                                                          (4.10) 

 

𝜎𝑖
(1)

, 𝑖 = 1,⋯ ,𝑚, et 𝜎𝑗
(4)

, 𝑗 = 1,⋯ , 𝑛 sont les valeurs singulières de Hankel de sous système 

horizontal et vertical, respectivement.  
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Il est proposé d’obtenir une réalisation d’ordre réduit (𝑚̂, 𝑛̂) par la troncature de la 

réalisation originale convenablement. Cela fait par l’estimation d’ordre de model réduit, qui 

satisfait la norme d’erreur de Hankel [49] : 

 

∑ (𝜎𝑖
(1)

)
4

𝑚̂
𝑖=1 /∑ (𝜎𝑖

(1)
)

4
𝑚
𝑖=𝑚̂+1 ≥ 𝑇𝑂𝐿1  

∑ (𝜎𝑗
(4)

)
4

𝑛̂
𝑗=1 /∑ (𝜎𝑗

(4)
)

4
𝑛
𝑗=𝑛̂+1 ≥ 𝑇𝑂𝐿2                                                                               (4.11)  

                            

Avec 𝑚̂ ≠ 0,𝑚 et 𝑛̂ ≠ 0, 𝑛 et 𝑇𝑂𝐿1, 𝑇𝑂𝐿2 peuvent être spécifiés graphiquement en traçant le 

rapport du côté à gauche de (4.11) comme une fonction de 𝑚̂, 𝑛̂ respectivement. En général 

𝑇𝑂𝐿1, 𝑇𝑂𝐿2 devraient être beaucoup plus grand que l’unité. 

 

4.4.  Méthode des réalisations équilibrées : 
 

Les Gramians 2D mentionnées dans la Définition 4.3.1 fournissent une extension naturelle 

des Gramians de commandabilité et d'observabilité des systèmes 1D, discrets, linéaires, 

invariants, et strictement causal, qui sont modelés dans l’EE par l’approche  locale de Givone-

Roesser [9]. On assume que la réalisation 2D donnée est localement commandable et 

observable, et appartenant à la classe II. 

 

Dans [22], il est montré que les Gramians 2D ci-dessus peuvent être exprimés comme suite 

 

𝒫 = ∑ ∑ 𝑀𝑖𝑗
∞
𝑗=0

∞
𝑖=0 𝑀𝑖𝑗

𝑡   

𝒬 = ∑ ∑ [
[𝐴𝑖𝑗

𝑡 (𝐶𝑡𝐶)𝐴𝑖𝑗]
(1)

[𝐴𝑖𝑗
𝑡 (𝐶𝑡𝐶)𝐴𝑖+1,𝑗−1]

(2)

[𝐴𝑖𝑗
𝑡 (𝐶𝑡𝐶)𝐴𝑖−1,𝑗+1]

(3)
[𝐴𝑖𝑗

𝑡 (𝐶𝑡𝐶)𝐴𝑖𝑗]
(4)

]∞
𝑗=0

∞
𝑖=0                                       (4.12) 

 

La définition ci-dessus des Gramians 2D a été justifiée dans des nombreux aspects. Par 

exemple, dans le cas 1D, les auteurs dans [24] ont prouvé que les réalisations équilibrées 

exhibent un supérieur performance dans le cadre de la minimisation de la graduation et du 

bruit d'approximation. Les quantités de Mertzios [27] se rapportent comme une matrice de 

graduation 𝐾 et une matrice d'approximation 𝑊  pour réaliser des filtres 2D discrets dans le 

temps avec le minimum de graduation et de bruit d'approximation sont les Gramians 2D dans 

la définition 4.3.1. Une étude plus unifiée sur la performance de graduation et de bruit 

d'approximation des filtres 2D discret dans le temps est proposée dans le travail [28], où les 

Gramians de commandabilité  et d'observabilité 𝒫 et 𝒬  sont présenté sous le nom de la 

matrice de covariance 𝐾 et la matrice de bruit 𝑊, respectivement. Dans un article récent [38], 

il est montré que les réalisations 2D découvrent la sensibilité minimum de coefficient sont, en 

effet, équivalent aux réalisations équilibrées modulo la transformation orthogonale 2D 

équivalente. La définition des Gramians d'observabilité dans [39] se diffère à ce qui précède. 

Cependant, en raison de son analogie étroite avec le cas 1D, on maintient que la Définition 

4.3.1 de Gramians 2D est plus appropriée. Dans les sections suivantes, quelques résultats 

importants concernant les systèmes bidimensionnels séparables et non séparables sont 

obtenus.  
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4.4.1.  Cas du système 2D général : 

 

Systèmes Duels : Par l’utilisation des relations  dans (4.12), on construit un système qui est 

duel, dans un certain sens, à un système bidimensionnel discret dans le temps donné. Le 

système duel est caractérisé par la réalisation {𝐴𝑡 , 𝐶𝑡, 𝐵𝑡 , 𝐷𝑡}. 
 

Théorème 4.1 : La réalisation {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷} et sa duel {𝐴𝑡, 𝐶𝑡, 𝐵𝑡 , 𝐷𝑡} satisfirent  𝒫 = 𝒬𝑑 et 

𝒬 = 𝒫𝑑, où l’indice 𝑑 dénote le nom duel. Ainsi, la dernière réalisation est également dénoté 

par {𝐴𝑑, 𝐵𝑑, 𝐶𝑑 , 𝐷𝑑}. 
 

En termes de modèle de réalisation 2D, utilisant les éléments de retard 𝑧−1 et 𝑤−1, la dualité 

ci-dessus entre les systèmes {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷} et {𝐴𝑡, 𝐵𝑡 , 𝐶𝑡 , 𝐷𝑡} est analogue au cas 1D. Suivant le 

résultat ci-dessus, il est possible de redéfinir les Gramians de commandabilité et 

d'observabilité come suite. 

 

Définition 4.4.1 : Pour un système 2D {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷}, les Gramians de commandabilité et 

d'observabilité sont définis comme suite  

 

𝒫 = ∑∑𝑀𝑖𝑗

∞

𝑗=0

∞

𝑖=0

𝑀𝑖𝑗
𝑡  

𝒬 = ∑∑𝑀𝑑𝑖𝑗

∞

𝑗=0

∞

𝑖=0

𝑀𝑑𝑖𝑗

𝑡  

                                                                                                                                             (4.13) 

Avec  

                            𝑀𝑖𝑗 = {
𝐴𝑖−1,𝑗 [𝐵

(1)

0
] + 𝐴𝑖,𝑗−1 [

0
𝐵(2)] ,             pour (𝑖, 𝑗) > (0,0) 

0,                                                              pour (𝑖, 𝑗) = (0,0).
     

                           𝑀𝑑𝑖𝑗
= {

𝐴𝑑𝑖−1,𝑗
[𝐶

(1)𝑡

0
] + 𝐴𝑑𝑖,𝑗−1

[
0

𝐶(2)𝑡] ,        pour (𝑖, 𝑗) > (0,0) 

0,                                                              pour (𝑖, 𝑗) = (0,0).
 

 

Alternativement, les Gramians peuvent être définis comme suite  

 

𝒫 = ∑∑[
[𝐴𝑑𝑖𝑗

𝑡 (𝐵𝐵𝑡)𝐴𝑑𝑖𝑗
]
(1)

[𝐴𝑑𝑖𝑗

𝑡 (𝐵𝐵𝑡)𝐴𝑑𝑖+1,𝑗−1
]
(2)

[𝐴𝑑𝑖𝑗

𝑡 (𝐵𝐵𝑡)𝐴𝑑𝑖−1,𝑗+1
]
(3)

[𝐴𝑑𝑖𝑗

𝑡 (𝐵𝐵𝑡)𝐴𝑑𝑖𝑗
]
(4)

]

∞

𝑗=0

∞

𝑖=0

 

𝒬 = ∑∑[
[𝐴𝑖𝑗

𝑡 (𝐶𝑡𝐶)𝐴𝑖𝑗]
(1)

     [𝐴𝑖𝑗
𝑡 (𝐶𝑡𝐶)𝐴𝑖+1,𝑗−1]

(2)

[𝐴𝑖𝑗
𝑡 (𝐶𝑡𝐶)𝐴𝑖−1,𝑗+1]

(3)
   [𝐴𝑖𝑗

𝑡 (𝐶𝑡𝐶)𝐴𝑖𝑗]
(4)

]

∞

𝑗=0

∞

𝑖=0

 

                                                                                                                                             (4.14) 

 

Avec  𝑀𝑑𝑖𝑗
 et 𝐴𝑑𝑖𝑗

 se rapportent aux quantités du système duel, correspondant au 𝑀𝑖𝑗 et 𝐴𝑖𝑗 , 

respectivement, du système donnée. 

 

Lemme 4.2 : Les matrices de transition  𝐴𝑖𝑗 et 𝐴𝑑𝑖𝑗
 de système 2D donné et son duel, 

respectivement, sont reliés comme suit  
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𝐴𝑑𝑖𝑗
= [

𝐴𝑖𝑗
(1)𝑡

𝐴𝑖−1,𝑗+1
(3)𝑡

𝐴𝑖+1,𝑗−1
(2)𝑡

𝐴𝑖𝑗
(4)𝑡

] 

Ici, 𝐴𝑖𝑗 et 𝐴𝑑𝑖𝑗
appartiennent à ℝ(𝑚+𝑛)∙(𝑚+𝑛). 

 

Démonstration : La démonstration suit l’équation (4.8) et le Théorème 4.1, on utilisant la 

démonstration par récurrence. 

 

Le Théorème 4.1 et le Lemme 4.2 au dessus permettent d’utiliser un algorithme écrit pour 

calculer 𝒫 pour calculer 𝒬, ou vice versa. 

 

Lemme 4.3 : 

 

𝐴𝑀𝑖𝑗 = {
[
𝑀𝑖+1,𝑗

(1)

𝑀𝑖,𝑗+1
(2)

] ,     𝑝𝑜𝑢𝑟 (𝑖, 𝑗) > (0,0)

0,                  𝑝𝑜𝑢𝑟 (𝑖, 𝑗) = (0,0).

  

 

Démonstration : Le cas lorsque (𝑖, 𝑗) = (0,0) est claire car 𝑀00 = 0. Lorsque  (𝑖, 𝑗) ≠ (0,0), 

(4.8) donne  

 

𝑀𝑖𝑗 = [
𝐴𝑖−1,𝑗

(1)
𝐴𝑖−1,𝑗

(2)

𝐴𝑖−1,𝑗
(3)

𝐴𝑖−1,𝑗
(4)

] [𝐵
(1)

0
] + [

𝐴𝑖,𝑗−1
(1)

𝐴𝑖,𝑗−1
(2)

𝐴𝑖,𝑗−1
(3)

𝐴𝑖,𝑗−1
(4)

] [
0

𝐵(2)]. 

                                                                                                                                             (4.15) 

 

 

Alors,  

 

𝑀𝑖𝑗
(1)

= 𝐴𝑖−1,𝑗
(1)

𝐵(1) + 𝐴𝑖,𝑗−1
(2)

𝐵(2) 

𝑀𝑖𝑗
(2)

= 𝐴𝑖−1,𝑗
(3)

𝐵(1) + 𝐴𝑖,𝑗−1
(4)

𝐵(2) 

                                                                                                                                             (4.16) 

Pour  
(𝑖, 𝑗) > (0,0). Encore on a  

 

𝐴𝑖𝑗
(1)

= 𝐴(1)𝐴𝑖−1,𝑗
(1)

+ 𝐴(2)𝐴𝑖−1,𝑗
(3)

 

𝐴𝑖𝑗
(2)

= 𝐴(1)𝐴𝑖−1,𝑗
(2)

+ 𝐴(2)𝐴𝑖−1,𝑗
(4)

 

𝐴𝑖𝑗
(3)

= 𝐴(3)𝐴𝑖,𝑗−1
(1)

+ 𝐴(4)𝐴𝑖,𝑗−1
(3)

 

𝐴𝑖𝑗
(4)

= 𝐴(3)𝐴𝑖,𝑗−1
(2)

+ 𝐴(4)𝐴𝑖,𝑗−1
(4)

. 

                                                                                                                                             (4.17) 

 

Par l’utilisation de (4.16) et (4.17), on obtient (𝐴𝑀𝑖𝑗)
(1)

= 𝑀𝑖+1,𝑗
(1)

. De même, (𝐴𝑀𝑖𝑗)
(2)

=

𝑀𝑖,𝑗+1
(2)

. 
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Théorème 4.4 : 

 

(𝐴𝒫𝐴𝑡 − 𝒫)(1) = −𝐵(1)𝐵(1)𝑡 

(𝐴𝒫𝐴𝑡 − 𝒫)(4) = −𝐵(2)𝐵(2)𝑡 

(𝐴𝑡𝒬𝐴 − 𝒬)(1) = −𝐶(1)𝑡𝐶(1) 

(𝐴𝑡𝒬𝐴 − 𝒬)(4) = −𝐶(2)𝑡𝐶(2). 
 

Démonstration : De (4.12), on obtient  

  

𝐴𝒫𝐴𝑡 − 𝒫 = ∑∑(𝐴𝑀𝑖𝑗

∞

𝑗=0

∞

𝑖=0

𝑀𝑖𝑗
𝑡 𝐴𝑡 − 𝑀𝑖𝑗𝑀𝑖𝑗

𝑡 ). 

 

Par l’utilisation du Lemme 4.2, les sommations étant effectuées pour (𝑖, 𝑗) > (0,0), on obtient  

 

      𝐴𝒫𝐴𝑡 − 𝒫 = ∑∑[
𝑀𝑖+1,𝑗

(1)

𝑀𝑖,𝑗+1
(2)

] ∙ [𝑀𝑖+1,𝑗
(1)𝑡

𝑀𝑖,𝑗+1
(2)𝑡 ] −

∞

𝑗=0

∞

𝑖=0

∑∑[
𝑀𝑖𝑗

(1)

𝑀𝑖𝑗
(2)

] ∙ [𝑀𝑖𝑗
(1)𝑡

𝑀𝑖𝑗
(2)𝑡]

∞

𝑗=0

∞

𝑖=0

= ∑∑[
𝑀𝑖+1,𝑗

(1)
∙ 𝑀𝑖+1,𝑗

(1)𝑡
𝑀𝑖+1,𝑗

(1)
∙ 𝑀𝑖,𝑗+1

(2)𝑡

𝑀𝑖,𝑗+1
(2)

∙ 𝑀𝑖+1,𝑗
(1)𝑡

𝑀𝑖,𝑗+1
(2)

∙ 𝑀𝑖𝑗
(2)𝑡

]             

∞

𝑗=0

∞

𝑖=0

− ∑∑[
𝑀𝑖𝑗

(1)
∙ 𝑀𝑖𝑗

(1)𝑡
𝑀𝑖𝑗

(1)
∙ 𝑀𝑖𝑗

(2)𝑡

𝑀𝑖𝑗
(2)

∙ 𝑀𝑖𝑗
(1)𝑡

𝑀𝑖𝑗
(2)

∙ 𝑀𝑖𝑗
(2)𝑡

]

∞

𝑗=0

∞

𝑖=0

= ∑∑[
𝑀𝑖+1,𝑗

(1)
∙ 𝑀𝑖+1,𝑗

(1)𝑡
− 𝑀𝑖𝑗

(1)
∙ 𝑀𝑖𝑗

(1)𝑡
𝑀𝑖+1,𝑗

(1)
∙ 𝑀𝑖,𝑗+1

(2)𝑡
− 𝑀𝑖𝑗

(1)
∙ 𝑀𝑖𝑗

(2)𝑡

𝑀𝑖,𝑗+1
(2)

∙ 𝑀𝑖+1,𝑗
(1)𝑡

− 𝑀𝑖𝑗
(2)

∙ 𝑀𝑖𝑗
(1)𝑡

𝑀𝑖,𝑗+1
(2)

∙ 𝑀𝑖𝑗
(2)𝑡

− 𝑀𝑖𝑗
(2)

∙ 𝑀𝑖𝑗
(2)𝑡

] .

∞

𝑗=0

∞

𝑖=0

 

Donc  

(𝐴𝒫𝐴𝑡 − 𝒫)(1) = ∑∑ 𝑀𝑖+1,𝑗
(1)

∙ 𝑀𝑖+1,𝑗
(1)𝑡

− 𝑀𝑖𝑗
(1)

∙ 𝑀𝑖𝑗
(1)𝑡

∞

𝑗=0

∞

𝑖=0

= ∑∑ 𝑀𝑖+1,𝑗
(1)

∙ 𝑀𝑖+1,𝑗
(1)𝑡

−

∞

𝑗=0

∞

𝑖=0

(∑∑ 𝑀𝑖+1,𝑗
(1)

∙ 𝑀𝑖+1,𝑗
(1)𝑡

+ 𝑀10
(1)

∙ 𝑀10
(1)𝑡

  

∞

𝑗=0

∞

𝑖=0

+ ∑𝑀0,𝑗
(1)

∙ 𝑀0,𝑗
(1)𝑡

∞

𝑗=1

) 

On a depuis (4.15), 

 

𝑀0,𝑗
(1)

= 𝐴0,𝑗−1
(2)

𝐵(2) 

                            = 𝐴01
𝑗−1(2)

𝐵(2) = 0𝑚.𝑛 . 
 

 

Et  

 

𝑀10
(1)

∙ 𝑀10
(1)𝑡

= 𝐴00
(1)

𝐵(1)𝐵(1)𝑡𝐴00
(1)𝑡
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        = 𝐼𝑚𝐵(1)𝐵(1)𝑡𝐼𝑚 

    = 𝐵(1)𝐵(1)𝑡 . 
Donc, 

 

(𝐴𝒫𝐴𝑡 − 𝒫)(1) = −𝐵(1)𝐵(1)𝑡 . 
 

 

La deuxième relation peut être démontrée d'une façon semblable, le reste, en considérant la 

dualité. 

 

Ce résultat a été montré  d’être vrai dans le cas des systèmes séparables dans [28]. Il  fournit 

une extension des paires d'équations de Lyapunov utilisées en résolvant les Gamians dans le 

cas 1D. Le manque d'une telle paire adéquate dans la forme appropriée est tenu comme 

inconvénient dans le cas 2D général. 

 

Considérations de stabilité : 

 

La troncature d’états qui sont fortement couplés aux états restants affectera la stabilité et 

d'approximation d'erreur défavorablement. Ces gains d'accouplement sont représentés par 𝐴(2) 

et 𝐴(3). Cependant, dans [21], il a été montré qu'une réalisation équilibrée qui est favorable 

pour la réduction de modèle, possède la propriété quasi bloque diagonale. En raison de cette 

propriété, si le modèle original d'ordre élevé a une bonne marge de stabilité, alors le modèle 

réduit est souvent stable. 

 

4.4.2.  Cas du système séparable : 

 

Dans cette section, les résultats dérivés précédemment seront utilisés pour démontrer une 

propriété intéressante concernant les systèmes séparables 2D. Sur la base de ce résultat, il est 

possible de dériver les équations de Lyapunov, et donc quelques résultats importants qui sont 

connus pour les systèmes 1D peuvent être prolongés pour ces systèmes. En plus, en 

employant ces équations de Lyapunov, il est possible de démontrer que la procédé de 

réduction proposé dans [22] conserve la stabilité du système séparable réduit. 

 

Contrairement au cas des systèmes non séparables, il est toujours possible d'obtenir une 

réalisation minimale d'une fonction de transfert séparable donnée [29]. Le travail dans [31] 

fournit une technique par laquelle une réalisation séparable SISO dans l’EE localement 

commandable et observable séparément, qui est sous une certaine forme canonique peut être 

obtenue à partir d'un ordre fini donné des paramètres de Markov. Dans [21], un algorithme 

facilement implantable pour obtenir cette forme canonique, désignée  sous le nom de la forme 

de Hinamoto-Fairman, à partir d'une fonction de transfert séparable donnée 2D SISO est 

présenté. Cette forme est indiquée dans le chapitre précédent, le détail nécessaire est trouvé 

dans [21]. 

 

Théorème 4.5 : Pour un système 2D discret séparable, localement commandable et 

observable, et stable {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷} les sous matrices 𝒫(2), 𝒫(3),  𝒬(2) et 𝒬(3) de ses Gramians 𝒫 

et 𝒬 sont nulles. 

 

Démonstration : A partir de la Définition 4.3.1, pour un système séparable avec 𝐴(2) = 0, on 

a  
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𝐹(𝑧, 𝑤) = [
𝑧𝐼𝑚 − 𝐴(1) 0

−𝐴(3) 𝑤𝐼𝑛 − 𝐴(4)
]

−1

[𝐵
(1)

𝐵(2)
]

= [
(𝑧𝐼𝑚 − 𝐴(1))

−1
0

(𝑤𝐼𝑛 − 𝐴(4))
−1

𝐴(3)(𝑧𝐼𝑚 − 𝐴(1))
−1

(𝑤𝐼𝑛 − 𝐴(4))
−1]

−1

[𝐵
(1)

𝐵(2)
]. 

Alors  

 

𝒫(2) = [
1

(2𝜋𝑗)2
∮ ∮ 𝐹(𝑧,𝑤)

|𝑤|=1|𝑧|=1

𝐹∗(𝑧, 𝑤).
𝑑𝑧

𝑧

𝑑𝑤

𝑤
]

(2)

              

=
1

(2𝜋𝑗)2
∮ ∮ [(𝑧𝐼𝑚 − 𝐴(1))

−1
0]

|𝑤|=1|𝑧|=1

𝐵 

              . 𝐵𝑡 [
(𝑧∗𝐼𝑚 − 𝐴(1)𝑡)

−1
𝐴(3)𝑡(𝑤∗𝐼𝑛 − 𝐴(4)𝑡)

−1

(𝑤∗𝐼𝑛 − 𝐴(4)𝑡)
−1 ] .

𝑑𝑧

𝑧

𝑑𝑤

𝑤
. 

 

 

 

Ceci peut être écrit comme suite 

 

𝒫(2) =
𝑌

2𝜋𝑗
∮ [(𝑧𝐼𝑚 − 𝐴(1))

−1
0]

|𝑧|=1

𝐵𝐵𝑡 [(𝑧
∗𝐼𝑚 − 𝐴(1)𝑡)

−1
𝐴(3)𝑡

𝐼𝑛
] .

𝑑𝑧

𝑧
. 

 

Avec 𝑌 = (1/2𝜋𝑗) ∮ (𝑤∗𝐼𝑛 − 𝐴(4))
−1

|𝑤|=1

𝑑𝑤

𝑤
.  

Notant que d’après [26], (𝑤𝐼𝑛 − 𝐴(4))
−1

= (1/𝑤)∑ [𝐴(4)𝑡]
𝑖
/𝑤𝑖∞

𝑖=0 , et 𝑤∗ = 𝑤−1 au |𝑤| = 1, 

on obtient donc 

𝑌 = (
1

2𝜋𝑗
)∮ ∑ [𝐴(4)𝑡]

𝑖
𝑤𝑖

∞

𝑖=0|𝑤|=1

𝑑𝑤 = (
1

2𝜋𝑗
)∑ [𝐴(4)𝑡]

𝑖∞

𝑖=0
∮ 𝑤𝑖𝑑𝑤
|𝑤|=1

 

 

 Le terme ∮ 𝑤𝑖𝑑𝑤|𝑤|=1
 est nul quel que soit 𝑖 ≥ 0, donc, 𝑌 = 0, alors,  𝒫(2) = 0, et 𝒫(3) = 0 

de façon semblable, le reste est le même pour 𝒬(2) et 𝒬(3), en considérant la dualité. 

 

Théorème 4.6 : Les Gramians 𝒫 et 𝒬 d’une réalisation 2D séparable, localement 

commandable et observable, et stable {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷} satisfait les relations suivantes : 

 

𝐴(1)𝒫(1)𝐴(1)𝑡 − 𝒫(1) = −𝐵(1)𝐵(1)𝑡 

𝐴(1)𝑡𝒬(1)𝐴(1) − 𝒬(1) = − [𝐶(1)𝑡𝐶(1) + 𝐴(3)𝑡𝒬(4)𝐴(3)] ≡ −𝑪(𝟏)𝒕𝑪(𝟏) 

𝐴(4)𝒫(4)𝐴(4)𝑡 − 𝒫(4) = − [𝐵(2)𝑡𝐵(2) + 𝐴(3)𝒫(1)𝐴(3)𝑡] ≡ −𝑩(𝟐)𝑩(𝟐)𝒕 

𝐴(4)𝑡𝒬(4)𝐴(4) − 𝒬(4) = −𝐶(2)𝑡𝐶(2). 
                                                                                                                                             (4.18) 

 

Avec, 𝑪(𝟏) = [ 𝐶(1)

𝑅(4)𝐴(3)
] ∈ ℂ(𝑞+𝑛)∙𝑚, 𝑩(𝟐) = [𝐵(2) 𝐴(3)𝑆(1)] ∈ ℂ𝑛∙(𝑝+𝑚), avec 𝑅(4)𝑡𝑅(4) =

𝒬(4), et 𝑆(1)𝑆(1)𝑡 = 𝒫(1). De plus, chacun des systèmes 1D {𝐴(1), 𝐵(1), 𝑪(𝟏)} et 
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{𝐴(4), 𝑩(𝟐), 𝐶(2)} est asymptotiquement stable, commandable, et observable. Ainsi, si le 

système 2D global est équilibré, alors ces systèmes 1D sont équilibrés également.   

 

Démonstration : Par substitution de  𝐴(2) = 0 dans le Théorème 4.4 et par la considération 

des résultats trouvés dans le Théorème 4.5 on obtient  

 

 

𝐴𝒫𝐴𝑡 − 𝒫 = [𝐴
(1) 0

𝐴(3) 𝐴(4)
] [𝒫

(1) 0
0 𝒫(4)

] [𝐴
(1)𝑡 𝐴(3)𝑡

0 𝐴(4)𝑡
] − [𝒫

(1) 0
0 𝒫(4)

]

= [𝐴
(1)𝒫(1)𝐴(1)𝑡 − 𝒫(1) 𝐴(1)𝒫(1)𝐴(3)𝑡

𝐴(3)𝒫(1)𝐴(1)𝑡 𝐴(3)𝒫(1)𝐴(3)𝑡 + 𝐴(4)𝒫(4)𝐴(4)𝑡 − 𝒫(4)
] 

Alors  

 

(𝐴𝒫𝐴𝑡 − 𝒫)1 = 𝐴(1)𝒫(1)𝐴(1)𝑡 − 𝒫(1)

= −𝐵(1)𝐵(1)𝑡 
 

C’est la première relation. 

 

(𝐴𝒫𝐴𝑡 − 𝒫)4 = −𝐵(2)𝐵(2)𝑡 

= 𝐴(3)𝒫(1)𝐴(3)𝑡 + 𝐴(4)𝒫(4)𝐴(4)𝑡 − 𝒫(4) 
Donc   

𝐴(4)𝒫(4)𝐴(4)𝑡 − 𝒫(4) = −𝐵(2)𝐵(2)𝑡 − 𝐴(3)𝒫(1)𝐴(3)𝑡

= −𝐵(2)𝐵(2)𝑡 − 𝐴(3)𝑆(1)𝑆(1)𝑡𝐴(3)𝑡

= −𝐵(2)𝐵(2)𝑡 − 𝐴(3)𝑆(1)(𝐴(3)𝑆(1))
(𝑡)

= − [ 𝐵(2)

𝐴(3)𝑆(1)
] [𝐵(2)𝑡 (𝐴(3)𝑆(1))

(𝑡)
]

= −𝑩(𝟐)𝑩(𝟐)𝒕 

Avec 𝑩(𝟐) = [𝐵(2) 𝐴(3)𝑆(1)], alors la troisième relation est démontré. Pour la deuxième et la 

quatrième relation la démonstration suit la même manière. 

 

La stabilité asymptotique des systèmes 1D est claire. L’exigence de la commandabilité et 

d’observabilité locale implique la commandabilité de  {𝐴(1), 𝐵(1)} et l’observabilité de 

{𝐴(4), 𝐶(2)}. Si {𝐴(1), 𝑪(𝟏)} n’est pas observable, ∃ un vecteur ν ∈ ℂ𝑛∙1, et λ ∈ ℂ tel que  

𝐴(1)𝝂 = 𝜆𝝂,    𝝂∗𝐴(1)𝑡 = 𝜆∗𝝂∗ ;    𝑪(𝟏)𝝂 = 0,    𝝂∗𝑪(𝟏)𝒕 = 0. 

Pré- et post multiplication de l’expression  𝐴(1)𝑡𝒬(1)𝐴(1) − 𝒬(1) = −𝑪(𝟏)𝒕𝑪(𝟏) par 𝝂∗ et 𝝂 , 

respectivement, on obtient (|𝜆|2 − 1) 𝝂∗𝒬(1)𝝂 = 0.  La commandabilité et d’observabilité 

locale implique aussi que 𝒬(1) est Positif définit (PD), et donc, |𝜆| = 1, ce qui n’est pas 

possible car 𝐴(1) est asymptotiquement stable. Alors {𝐴(1), 𝑩(𝟏)} est observable. 

Similairement, on peut démontrer que {𝐴(1), 𝑪(𝟏)} est commandable. Lorsque le système  

séparable 2D est équilibré, (4.10) est satisfaite. Depuis  ce qu’il montré au dessus, il est alors 

clair que les deux systèmes 1D sont équilibrés.  

 

La méthode des réalisations équilibrées présentée ci-dessus est appliquée sur un filtre 

numérique RIF-2D en suivant la procédure ci-dessous, La réalisation de modèle réduit 

s'effectué par l’élimination des valeurs singulières les plus faibles. Le modèle réduit résultera 
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de la troncature d'ordre (𝑚̂, 𝑛̂) de la réalisation représentée dans la base d'équilibre. Le critère 

d'erreur utilisé est celui de la norme d’erreur de Hankel [49]. 

  

 

4.4.3. Procédure de réduction : 
 

Entrées : ayant une réponse impulsionnelle ℎ(𝑚, 𝑛) du système 2D (filtre) d’ordre complet, 

Etape 1 : Transformer ℎ(𝑚, 𝑛) à une réalisation dans l’espace d’état {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷}, sous la 

forme canonique selon la formule (3.24), 

Etape 2 : Calculer les sous matrices 𝒫(1), 𝒫(4) et 𝒬(1), 𝒬(4) des Gramians de commandabilité 

et d’observabilité, respectivement, par la solution des paires de Lyapunov dans l’équation 

(4.6), 

Etape 3 : Déterminer les matrices de transformation non singulières  𝑇(1) et 𝑇(4) en 

équilibrant les sous systèmes 1D horizontal et verticale représentés par les paires  (𝒫(1), 𝒬(1)) 

et (𝒫(4), 𝒬(4)) [47], respectivement, un résumé de cette procédure est donnée dans l’Annexe 

B, 

Etape 4 : Poser 𝑇 = [𝑇
(1) 0
0 𝑇(4)

],  

Etape 5 : Trouver la réalisation équilibrée {𝐴̃, 𝐵̃, 𝐶̃, 𝐷̃} = {𝑇−1𝐴𝑇, 𝑇−1𝐵, 𝐶𝑇, 𝐷},  

Etape 6 : Estimer l’ordre réduit (𝑚̂, 𝑛̂) du modèle réduit suivant Le critère d'erreur de la 

norme de Hankel [49] selon l’équation (4.11), 

Etape 7 : Extraire la réalisation du modèle d’ordre réduit (𝑚̂, 𝑛̂) selon le partitionnement 

(4.5), 

Sorties : Obtenir la fonction du transfert du filtre réduit à partir de la réalisation dans l’EE par 

la procédure montrée dans [48], où 𝐻̂(𝑧,𝑤) est donnée par 

 

𝐻̂(𝑧, 𝑤) =
[𝑤𝑛̂ 𝑤𝑛̂−1 ⋯ 1]𝑁̂𝑡[𝑧𝑚̂ 𝑧𝑚̂−1 ⋯ 1]𝑡

[𝑤𝑛̂ 𝑤𝑛̂−1 ⋯ 1]𝐷̂𝑡[𝑧𝑚̂ 𝑧𝑚̂−1 ⋯ 1]𝑡
 

 

4.4.4. Propriétés du modèle réduit :  

 
Le modèle réduit résultant de la procédure des réalisations équilibrées possède quelques 

propriétés intéressantes. Celles-ci sont présentées dans cette section. 

 
Théorème 4.7 : Pour le système séparable 2D équilibré, stable, localement commandable et 

observable {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷}, les  sous systèmes horizontal et vertical sont également stable. 

 

Corollaire 4.8 : Etant donné la réalisation 2D {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷} séparable, équilibrée, stable, et 

localement commandable et observable , la procédure de réduction proposée préserve la 

stabilité du modèle d'ordre réduit résultant. 

 

La démonstration de la propriété suivante est tout à fait longue, et donc, elle est présenté dans 

l'annexe A. 

 

Théorème 4.9 : Soit la réalisation 2D {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷} séparable, équilibrée, stable, et localement 

commandable et observable . Si (𝜎𝑚̂
(1)

> 𝜎𝑚̂+1
(1)

 et 𝜎𝑛̂
(4)

> 𝜎𝑛̂+1
(4)

 ), alors la réalisation réduite de 

la taille (𝑚̂, 𝑛̂) est localement commandable et observable séparément.  
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Corollaire 4.10 : Soit la réalisation 2D {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷} séparable, équilibrée, stable, et localement 

commandable et observable . Si (𝜎𝑚̂
(1)

> 𝜎𝑚̂+1
(1)

 et 𝜎𝑛̂
(4)

> 𝜎𝑛̂+1
(4)

 ), alors la réalisation réduite 

d’ordre (𝑚̂, 𝑛̂) est minimale.  

 

Démonstration: 

 

Une réalisation séparable est minima1 si et seulement si, elle est localement commandable et 

observable séparément [30]. Le résultat suit maintenant le Théorème 4.9. 

 

 

4.5. Limites d'erreur fréquentiel : 
 

Les limites d'erreur fréquentiel pour les réalisations équilibrées seront développées dans 

cette section. Les résultats dans [40] seront utilisés.  

Supposant 𝐻(𝑧, 𝑤) et 𝐻̂(𝑧, 𝑤) dénotent les matrices 2D de fonction de transfert du système 

initial et réduit, respectivement. Par l’utilisation de la formule d'inversion de matrice, on peut 

écrire  

 

𝐻(𝑧,𝑤) = 𝐶(1)[𝑧𝐼𝑚 − 𝐴(1)]
−1

𝐵(1) + 𝐶(2)[𝑤𝐼𝑛 − 𝐴(4)]
−1

𝐵(2)

+ 𝐶(2)[𝑤𝐼𝑛 − 𝐴(4)]
−1

𝐴(3)[𝑧𝐼𝑚 − 𝐴(1)]
−1

𝐵(1) + 𝐷. 
                                                                                                                                                       

            (4.19) 

Et pour l’expression de 𝐻̂(𝑧, 𝑤) d’une façon similaire  

 

𝐻̂(𝑧,𝑤) = 𝐶̂(1)[𝑧𝐼𝑚̂ − 𝐴̂(1)]
−1

𝐵̂(1) + 𝐶̂(2)[𝑤𝐼𝑛̂ − 𝐴̂(4)]
−1

𝐵̂(2)

+ 𝐶̂(2)[𝑤𝐼𝑛̂ − 𝐴̂(4)]
−1

𝐴̂(3)[𝑧𝐼𝑚̂ − 𝐴̂(1)]
−1

𝐵̂(1) + 𝐷. 
 

Sachant que 𝐻(𝑧, 𝑤) ∈ ℝ𝑞∙𝑝(𝑧,𝑤), et 𝐻̂(𝑧, 𝑤) ∈ ℝ𝑞∙𝑝(𝑧,𝑤). 
 

Lemme 4.11 : Soit  {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷} représente une réalisation 2D séparable, équilibré, et 

localement commandable et observable d’ordre (𝑚, 𝑛), alors  

 

a) ‖𝐶(1)[𝑧𝐼𝑚 − 𝐴(1)]
−1

𝐵(1)‖
∞

< 2∑ 𝜎𝑖
(1)𝑚

𝑖=1    

b) ‖𝐶(2)[𝑤𝐼𝑛 − 𝐴(4)]
−1

𝐵(2)‖
∞

< 2∑ 𝜎𝑖
(4)𝑛

𝑖=1  

c) ‖𝐴(3)[𝑧𝐼𝑚 − 𝐴(1)]
−1

𝐵(1)‖
∞

<
2

√𝜎𝑛
(4)

∑ 𝜎𝑖
(1)𝑚

𝑖=1  

d) ‖𝐶(2)[𝑤𝐼𝑛 − 𝐴(4)]
−1

𝐴(3)‖
∞

<
2

√𝜎𝑚
(1)

∑ 𝜎𝑖
(4)

.𝑛
𝑖=1  

 

Démonstration : 

 

A partir du Théorème 2 de [40] et du Théorème 4.6 au dessus, on a 

 

‖𝐺é𝑞(𝑧)‖
∞

= ‖𝐶(1)[𝑧𝐼𝑚 − 𝐴(1)]
−1

𝐵(1)‖
∞

< 2∑ 𝜎𝑖
(1)

𝑚

𝑖=1
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C’est la démonstration de a), la partie b) d’une manière similaire. Pour la partie c), on écrit 

 

‖𝐴(3)[𝑧𝐼𝑚 − 𝐴(1)]
−1

𝐵(1)‖
∞

= ‖(Σ(4))
−1/2

∙ (Σ(4))
1/2

𝐴(3)[𝑧𝐼𝑚 − 𝐴(1)]
−1

𝐵(1)‖
∞

 

De même, a partir du Théorème 2 de [40], on obtient 

 

‖𝐺é𝑞(𝑧)‖
∞

= ‖(Σ(4))
1/2

𝐴(3)[𝑧𝐼𝑚 − 𝐴(1)]
−1

𝐵(1)‖
∞

< 2∑𝜎𝑖
(1)

𝑚

𝑖=1

 

On a encore, ‖(Σ(4))
−1/2

‖
∞

= 1 √𝜎𝑛
(4)

⁄ , et donc, ‖𝐴(3)[𝑧𝐼𝑚 − 𝐴(1)]
−1

𝐵(1)‖
∞

<

2

√𝜎𝑛
(4)

∑ 𝜎𝑖
(1)𝑚

𝑖=1 , la démonstration des parties c) et d) suit une manière similaire. 

 

 

Théorème 4.12 : Soit  {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷} représente un système 2D séparable, et localement 

commandable et observable d’ordre (𝑚, 𝑛), alors 

 

‖𝐻(𝑧, 𝑤)‖∞ ≡ sup
|z| = 1
|w| = 1

𝜎̅[𝐻(𝑧, 𝑤)]

< 2∑𝜎𝑖
(1)

+ 2∑𝜎𝑗
(4)

+
4

√𝜎𝑚
(1)

𝜎𝑛
(4)

∑ 𝜎𝑖
(1)

∑𝜎𝑗
(4)

∙ ‖𝐴(3)′‖
2
+ ‖𝐷‖2.

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

 

Avec  𝐴(3)′ ∈ 𝜒 tel que ‖𝐴(3)′‖
2

= infX∈𝜒‖𝑋‖2, où  𝜒 = {𝑋 ∈ ℝ𝑚∙𝑛|𝐴(3)𝑋𝐴(3) = 𝐴(3)}. 

 

Démonstration : 

 

On admet que le système donné est équilibré, notant que  

 

𝐶(2)[𝑤𝐼𝑛 − 𝐴(4)]
−1

𝐴(3)[𝑧𝐼𝑚 − 𝐴(1)]
−1

𝐵(1)

= 𝐶(2)[𝑤𝐼𝑛 − 𝐴(4)]
−1

𝐴(3)𝐴(3)′𝐴(3)[𝑧𝐼𝑚 − 𝐴(1)]
−1

𝐵(1). 
Par l’utilisation du Lemme 4.11 dans l’expression (4.19) on obtient les remarques suivantes : 

 

a) On a  

𝐶(2)[𝑤𝐼𝑛 − 𝐴(4)]
−1

𝐴(3)[𝑧𝐼𝑚 − 𝐴(1)]
−1

𝐵(1)

= 𝐶(2)[𝑤𝐼𝑛 − 𝐴(4)]
−1

𝐴(3) ∙ (Σ(1))
1/2

(Σ(1))
−1/2

∙ 𝐴(3)′ ∙ (Σ(4))
−1/2

(Σ(4))
1/2

∙ 𝐴(3)[𝑧𝐼𝑚 − 𝐴(1)]
−1

𝐵(1). 
On obtient, 

‖𝐻(𝑧, 𝑤)‖∞ <  2∑𝜎𝑖
(1)

𝑚

𝑖=1

+ 2∑𝜎𝑗
(4)

+ 4∑𝜎𝑖
(1)

∑ 𝜎𝑗
(4)

 ∙ ‖(Σ(1))
−1 2⁄

𝐴(3)′ ∙ (Σ(4))
−1 2⁄

‖
2
+ ‖𝐷‖2.

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

𝑛

𝑗=1

 

b) L’inverse généralisé (pseudo-inverse) 𝐴(3)+de la matrice 𝐴(3) satisfait 𝐴(3)𝐴(3)+𝐴(3) =

𝐴(3). Donc, 𝜒 ≠ 0. 
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c) 𝐴(3)+ ∈ 𝜒 possède la propriété que ‖𝐴(3)+‖
𝐹

= inf𝑋∈𝜒‖𝑋‖𝐹 [41], sachant que ‖𝑋‖𝐹 =

[∑ ∑ |𝑥𝑖𝑗|
2𝑛

𝑗=1
𝑚
𝑖=1 ]

1/2

. Puisque 1/√𝑛‖𝐴(3)‖
𝐹

≤ ‖𝐴(3)‖
2

≤ ‖𝐴(3)‖
𝐹

, le terme ‖𝐴(3)′‖
2
 

de l’expression de ‖𝐻(𝑧, 𝑤)‖∞ dans le Théorème 4.12 est remplacé par  ‖𝐴(3)+‖
𝐹
 

sans affecter l’inégalité. 

 

Lemme 4.13 : Soit  {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷} représente un système 2D séparable, et localement 

commandable et observable d’ordre (𝑚, 𝑛). Soit le système réduit obtenu par la troncature de 

système au dessus possède l’ordre (𝑚̂, 𝑛̂) donc  

a) ‖𝐶(1)[𝑧𝐼𝑚 − 𝐴(1)]
−1

𝐵(1) − 𝐶̂(1)[𝑧𝐼𝑚̂ − 𝐴̂(1)]
−1

𝐵̂(1)‖
∞

≤ 2∑ 𝜎𝑖
(1)𝑚

𝑖=𝑚̂+1    

b) ‖𝐶(2)[𝑤𝐼𝑛 − 𝐴(4)]
−1

𝐵(2)− 𝐶̂(2)[𝑤𝐼𝑛̂ − 𝐴̂(4)]
−1

𝐵̂(2)‖
∞

≤ 2∑ 𝜎𝑖
(4)𝑛

𝑖=𝑛̂+1  

c) ‖𝐴(3)[𝑧𝐼𝑚 − 𝐴(1)]
−1

𝐵(1) − 𝐴̂(3)[𝑧𝐼𝑚̂ − 𝐴̂(1)]
−1

𝐵̂(1)‖
∞

<
2

√𝜎𝑛
(4)

∑ 𝜎𝑖
(1)𝑚

𝑖=𝑚̂+1  

d) ‖𝐶(2)[𝑤𝐼𝑛 − 𝐴(4)]
−1

𝐴(3) − 𝐶̂(2)[𝑤𝐼𝑛̂ − 𝐴̂(4)]
−1

 𝐴̂(3)‖
∞

<
2

√𝜎𝑚
(1)

∑ 𝜎𝑖
(4)𝑚

𝑖=𝑚̂+1 . 

Les inégalités sont vraies si 𝜎𝑖
(1)

≠ 𝜎𝑖+1
(1)

 pour 𝑖 = 𝑚̂,⋯ ,𝑚 − 1, et 𝜎𝑗
(4)

≠ 𝜎𝑗+1
(4)

 pour 𝑗 =

𝑛̂,⋯ , 𝑛 − 1. 
 

Démonstration : 

 

La démonstration est similaire  à la démonstration du Lemme 4.11. 

 

Pour simplification, on suppose que la réduction est appliquée au sous système vertical 

seulement. Donc un système d’ordre 𝑚h- 𝑛̂v est extrait depuis le système initial d’ordre 𝑚h-

 𝑛v. Alors, on a 

 

∆𝐻(𝑧, 𝑤) ≡ 𝐻(𝑧,𝑤) − 𝐻̂(𝑧,𝑤)

= 𝐶(2)[𝑤𝐼𝑛 − 𝐴(4)]
−1

𝐵(2)− 𝐶̂(2)[𝑤𝐼𝑛̂ − 𝐴̂(4)]
−1

𝐵̂(2)

+ [𝐶(2)[𝑤𝐼𝑛 − 𝐴(4)]
−1

𝐴(3) − 𝐶̂(2)[𝑤𝐼𝑛̂ − 𝐴̂(4)]
−1

 𝐴̂(3)] ∙ [𝑧𝐼𝑚 − 𝐴(1)]
−1

𝐵(1). 

                                                                                                                                         (4.19) 

 

Théorème 4.14 : Soit  {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷} représente un système 2D séparable, et localement 

commandable et observable de taille (𝑚, 𝑛). Soit le système réduit obtenu par la troncature de 

système au dessus possède la taille (𝑚, 𝑛̂) donc  

 

‖∆𝐻(𝑧,𝑤)‖∞ ≤ 2 ∑ 𝜎𝑖
(4)

𝑛

𝑖=𝑛̂+1

[1 +
1

𝜎𝑚
(1)

‖[𝑧𝐼𝑚 − 𝐴(1)]
−1

𝐵(1)‖
∞
]

< 2 ∑ 𝜎𝑖
(4)

𝑛

𝑖=𝑛̂+1

[1 +
1

𝜎𝑚
(1)

∑ 𝜎𝑗

𝑚

𝑗=1

〈𝐴(1), 𝐵(1), 𝐼〉]. 

La signe strictement supérieur dans d'inégalité satisfaite si 𝜎𝑖
(4)

≠ 𝜎𝑖+1
(4)

 pour 𝑖 = 𝑛̂,⋯ , 𝑛 − 1. 

Sachant que 𝜎𝑖〈∙,∙,∙〉 correspond aux valeurs singulières de Hankel du système 

asymptotiquement stable, commandable et observable {∙,∙,∙}. 
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Démonstration : 

 

La première inégalité suit l’application du Lemme 4.13 sur (4.19). La seconde se fait par 

l’application du Théorème 4.12 sur le système asymptotiquement stable, commandable et 

observable {𝐴(1), 𝐵(1), 𝐼} de dégrée 𝑚. 
 

Remarque : 

 

a) Le dernier terme dans (4.19) peut être écrit comme suite 

 

[𝐶(2)[𝑤𝐼𝑛 − 𝐴(4)]
−1

𝐴(3)(Σ(1))
1/2

− 𝐶̂(2)[𝑤𝐼𝑛̂ − 𝐴̂(4)]
−1

 𝐴̂(3)(Σ(1))
1/2

]

∙ (Σ(1))
−1/2

[𝑧𝐼𝑚 − 𝐴(1)]
−1

𝐵(1). 

Notant que le système {𝐴(1), 𝐵(1), (Σ(1))
−1/2

} de dégrée 𝑚 est asymptotiquement stable, 

commandable et observable, on a depuis le Théorème 2 de [40] 

 

‖(Σ(1))
−1/2

[𝑧𝐼𝑚 − 𝐴(1)]
−1

𝐵(1)‖
∞

< 2∑𝜎𝑖

𝑚

𝑖=1

〈𝐴(1), 𝐵(1), (Σ(1))
−1/2

〉. 

On a aussi, 

‖𝐶(2)[𝑤𝐼𝑛 − 𝐴(4)]
−1

𝐴(3)(Σ(1))
1/2

− 𝐶̂(2)[𝑤𝐼𝑛̂ − 𝐴̂(4)]
−1

 𝐴̂(3)(Σ(1))
1/2

‖
∞

≤ 2 ∑ 𝜎𝑖
(4)

𝑛

𝑖=𝑛̂+1

. 

Cela se fait par l’application du Lemme 4.13 sur {𝐴(4), 𝐴(3)(Σ(1))
1/2

, 𝐶(2)}. Alors on obtient 

 

‖∆𝐻(𝑧,𝑤)‖∞ ≤ 2 ∑ 𝜎𝑖
(4)

𝑛

𝑖=𝑛̂+1

[1 + 2∑𝜎𝑗

𝑚

𝑗=1

〈𝐴(1), 𝐵(1), (Σ(1))
−1/2

〉]. 

                                                                                                                                           (4.20) 

 

b) si, la réduction est effectuée seulement sur le sous-système horizontal, on obtient des 

résultats analogues au Théorème 4.14, et la remarque a) ci-dessus peut être facilement 

obtenue.  

 

4.6. Préservation de la phase : 
 

Dans cette section on démontre que la méthode discuté  préserve la phase du système 2D 

(filtre 2D) après réduction sous quelques circonstances. 

 

Théorème 4.15 : Si 𝜑̂(𝜔1, 𝜔2) et 𝜑(𝜔1, 𝜔2) sont les phases du filtre réduit et initial, 

respectivement, et Ω𝑝 dénote la région de la bande passante, alors  

 

max
Ω𝑝

|𝜑̂(𝜔1, 𝜔2) − 𝜑(𝜔1, 𝜔2)| ≈ 𝛿𝑚 ≤
2𝑒̂

1 − 𝜖𝑝
 

Où  𝑒̂ dénote l’estimation de l’erreur maximum dans la bande passante entre le filtre initial et 

réduit, et 𝜖𝑝 est la tolérance dans la bande passante du filtre initial où 
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𝛿𝑚 = max
Ωp

|1 −
𝐻(𝜔1, 𝜔2)|𝐻̂(𝜔1, 𝜔2)|

𝐻̂(𝜔1, 𝜔2)|𝐻(𝜔1, 𝜔2)|
|. 

 

 

Démonstration : 

 

On peut écrire  

𝐻(𝜔1, 𝜔2) = 𝑀(𝜔1, 𝜔2)𝑒
𝑗𝜑(𝜔1 ,𝜔2) 

𝐻̂(𝜔1, 𝜔2) = 𝑀̂(𝜔1, 𝜔2)𝑒
𝑗𝜑̂(𝜔1,𝜔2) 

 

L’erreur d’approximation dans la phase peut être écrite comme  

 

|𝜑̂(𝜔1, 𝜔2) − 𝜑(𝜔1, 𝜔2)| = |ln(
𝐻(𝜔1, 𝜔2)𝑀̂(𝜔1, 𝜔2)

𝐻̂(𝜔1, 𝜔2)𝑀(𝜔1, 𝜔2)
)| = |ln(1 + 𝛿)| 

Où 𝛿 est estimé comme 

 

|𝛿| = |1 −
𝐻𝑀̂

𝐻̂𝑀
| = |

𝐻̂𝑀 − 𝐻̂𝑀̂ + 𝐻̂𝑀̂ − 𝐻𝑀̂

𝐻̂𝑀
|

≤
|𝐻̂(𝑀 − 𝑀̂)| + |𝑀̂(𝐻̂ − 𝐻)|

𝑀̂𝑀

=
|𝐻̂| ||𝐻| − |𝐻̂|| + 𝑀̂|𝐻̂ − 𝐻|

𝑀̂𝑀

=
𝑀̂ ||𝐻̂| − |𝐻|| + 𝑀̂|𝐻̂ − 𝐻|

𝑀̂𝑀
≤

2|𝐻̂ − 𝐻|

𝑀
. 

 

Donc  

𝛿𝑚 = max
Ωp

|𝛿| ≤
𝑁max

𝐷min
=

2𝑒̂

1 − 𝜖𝑝
 

Avec  

𝑁max = 2max
Ωp

|𝐻̂ − 𝐻| 

Et 

𝐷min = min
Ωp

𝑀. 

Si le filtre est bien synthétisé alors 𝜖𝑝 ≈ 0, l’équation au dessus indique que 𝛿 ≪ 1 si 𝑒̂ ≪ 1. 

Sous ces circonstances, on a  

 

max
Ω𝑝

|𝜑̂(𝜔1, 𝜔2) − 𝜑(𝜔1, 𝜔2)| =max
Ωp

|ln(1 + 𝛿)| = max
Ωp

|𝛿| ≤  
2𝑒̂

1 − 𝜖𝑝
. 

Puisque la méthode des réalisations équilibrées est utilisé, l’erreur d’approximation 𝑒̂ devient 

très petit si les deux termes ∑ 𝜎𝑖
(1)𝑚̂

𝑖=𝑚̂+1  et ∑ 𝜎𝑗
(4)𝑛̂

𝑗=𝑛̂+1  sont très petits aussi, dans ce cas la 

phase de filtre original est préservé après réduction.  
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4.7. Conclusion : 
 

La méthode de réduction par les réalisations équilibrées est montrée, la définition des 

Gramians 2D  présentée dans ce chapitre fournissent une extension naturelle des Gramians de 

commandabilité et d’observabilité 1D, dans le cas des systèmes séparables, stables, et 

localement commandable et observable quelque propriétés intéressantes voir la stabilité, la 

minimalité , les normes et la préservation de la phase sont dérivées. Une limite d’erreur 

fréquentielle est présentée lorsque la réduction se fait sur l’un des deux sous-systèmes 

uniquement. 
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Chapitre 5 

 

SIMULATIONS 

5.1. Introduction 

Dans l’ordre de montrer l’efficacité de la méthode de réduction étudié dans notre mémoire, 

on donne quelques exemples. Dans chaque exemple on partons d’un filtre numérique RIF-2D 

d’ordre complet (𝑚, 𝑛), synthétisé par la méthode de fenêtrage cité dans le chapitre 1, ce filtre 

possède la caractéristique de dénominateur séparable, qui nous permet de le représenter  dans 

l’espace d’état sous un forme  canonique localement commandable et observable. En 

appliquant au model obtenue la méthode de réalisations équilibrées développé dans le chapitre 

4, cette méthode permet l’extraction du model d’ordre réduit (𝑚̂, 𝑛̂),  par l’ application de la 

critère de la norme de l’erreur de Hankel. Pour chaque exemple, on donne alternativement les 

coefficients de la réponse impulsionnelle du filtre initial, sa fonction de transfert, et celle du 

filtre réduit, on étudiera le comportement fréquentielle du filtre initial et son approximant 

réduit et l’erreur entre eux. Ainsi, quatre mesures pour démontrer l’efficacité de la procédure 

de réduction sont présentées, la première est le critère d’erreur de la norme Euclidienne (𝜖2) 

et la deuxième est le critère d’erreur de la norme 𝑙∞ (𝜖∞). Ses mesures sont données dans [32] 

comme suite 

𝜖∞ ≜ max
(𝑖,𝑗)

|𝐻𝑖𝑗 − 𝐻̂𝑖𝑗| /max
(𝑖,𝑗)

|𝐻𝑖𝑗| 

𝜖2 ≜ [∑ ∑(𝐻𝑖𝑗 − 𝐻̂𝑖𝑗)
2

𝑗𝑖

]

1/2

/ [∑ ∑(𝐻𝑖𝑗)
2

𝑗𝑖

]

1/2

 

Les autres mesures sont, l’erreur maximale dans la région de la bande passante (𝑅𝑝) et 

l’erreur maximale dans la région de la bande coupée (𝑅𝑠) données comme suite 

𝐸𝑟𝑟(𝑅𝑝) = max
(𝑖,𝑗)∈𝑅𝑝

|𝐻𝑖𝑗 − 𝐻̂𝑖𝑗| 

𝐸𝑟𝑟(𝑅𝑠) = max
(𝑖,𝑗)∈𝑅𝑠

|𝐻𝑖𝑗 − 𝐻̂𝑖𝑗| 

 

Le model initial est toujours stable et à phase linéaire, on démontrera que notre procédure 

de réduction préserve la stabilité et la linéarité de phase de filtré réduit. Parce que, le filtre 

réduit possède le caractéristique de dénominateur séparable c.-à-d. l’un de deux matrices 𝐴̂2 

ou 𝐴̂3 est nulle, donc le test de stabilité est très simple,  un système séparable est stable si [32] 

𝜌(𝐴̂1) < 1, 𝜌(𝐴̂4) < 1 
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Où 𝜌(∙) dénote le rayon spectrale de (∙), c.-à-d le maximum des valeurs propres de (∙) . 

Le test de la linéarité dans le cas 2D suit un procédure indirecte, on évalue  la fonction de 

transfert 𝐻̂(𝑧,𝑤) dans des points fixes sur le cercle d’unité 𝑧𝑖 = 𝑒𝑗2𝜋𝑖/𝑁 ou 𝑤𝑖 = 𝑒𝑗2𝜋𝑖/𝑀  pour 

l’un des deux variables(𝑧, 𝑤), et le test devient sur des systèmes unidimensionnelles 𝐻̂𝑖(𝑧) ou 

𝐻̂𝑖(𝑤).  

 

5.2. Exemple  1 : 

 

 Soit un filtre RIF-2D passe haut, synthétisé par la méthode de fenêtrage, avec la 

fréquence de coupure normalisé   𝑓𝑐 = √𝜔1
2 + 𝜔2

2 = 0.6 , on utilise la fenêtre de Hamming 

avec l’ordre  (𝑚, 𝑛) = (20,20). 

La réponse impulsionnelle et la fonction de transfert correspond à ce filtre sont données au 

dessous, où la fonction de transfert est dérivée à partir la réalisation dans l’EE selon 

l’algorithme dans [17], et donnée sous la forme 

𝐻(𝑧, 𝑤) =
[𝑤𝑛 𝑤𝑛−1 ⋯ 1]𝑁𝑡[𝑧𝑚 𝑧𝑚−1 ⋯ 1]𝑡

[𝑤𝑛 𝑤𝑛−1 ⋯ 1]𝐷𝑡[𝑧𝑚 𝑧𝑚−1 ⋯ 1]𝑡
 

 

La réponse impulsionnelle correspond à ce filtre est  

 

ℎ(𝑖, 𝑗) = 

Colonne 1 à 11  

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0.0006 
0 0 0 0 0 0 0.0004 -0.0003 -0.0000 0.0003 0.0009 
0 0 0 0 0.0003 0.0001 0.0010 0.0003 0.0018 -0.0004 0.0014 
0 0 0 -0.0009 0.0012 0.0014 0.0002 -0.0023 -0.0011 -0.0004 0.0024 
0 0 0.0003 0.0012 0.0013 -0.0045 -0.0029 0.0003 -0.0013 -0.0021 -0.0066 
0 0 0.0001 0.0014 -0.0045 0.0012 -0.0014 -0.0059 -0.0047 0.0045 0.0034 
0 0.0004 0.0010 0.0002 -0.0029 -0.0014 -0.0117 0.0178 0.0175 0.0042 -0.0042 
0 -0.0003 0.0003 -0.0023 0.0003 -0.0059 0.0178 0.0174 -0.0089 0.0116 0.0083 
0 -0.0000 0.0018 -0.0011 -0.0013 -0.0047 0.0175 -0.0089 0.0367 -0.0278 -0.0883 
0 0.0003 -0.0004 -0.0004 -0.0021 0.0045 0.0042 0.0116 -0.0278 -0.1602 0.0383 
-0.0006 0.0009 0.0014 0.0024 -0.0066 0.0034 -0.0042 0.0083 -0.0883 0.0383 0.6621 
0 0.0003 -0.0004 -0.0004 -0.0021 0.0045 0.0042 0.0116 -0.0278 -0.1602 0.0383 
0 -0.0000 0.0018 -0.0011 -0.0013 -0.0047 0.0175 -0.0089 0.0367 -0.0278 -0.0883 
0 -0.0003 0.0003 -0.0023 0.0003 -0.0059 0.0178 0.0174 -0.0089 0.0116 0.0083 
0 0.0004 0.0010 0.0002 -0.0029 -0.0014 -0.0117 0.0178 0.0175 0.0042 -0.0042 
0 0 0.0001 0.0014 -0.0045 0.0012 -0.0014 -0.0059 -0.0047 0.0045 0.0034 
0 0 0.0003 0.0012 0.0013 -0.0045 -0.0029 0.0003 -0.0013 -0.0021 -0.0066 
0 0 0 -0.0009 0.0012 0.0014 0.0002 -0.0023 -0.0011 -0.0004 0.0024 
0 0 0 0 0.0003 0.0001 0.0010 0.0003 0.0018 -0.0004 0.0014 
0 0 0 0 0 0 0.0004 -0.0003 -0.0000 0.0003 0.0009 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0.0006 
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Colonne 12 à 21  

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0.0003 -0.0000 -0.0003 0.0004 0 0 0 0 0 0 
-0.0004 0.0018 0.0003 0.0010 0.0001 0.0003 0 0 0 0 
-0.0004 -0.0011 -0.0023 0.0002 0.0014 0.0012 -0.0009 0 0 0 
-0.0021 -0.0013 0.0003 -0.0029 -0.0045 0.0013 0.0012 0.0003 0 0 
0.0045 -0.0047 -0.0059 -0.0014 0.0012 -0.0045 0.0014 0.0001 0 0 
0.0042 0.0175 0.0178 -0.0117 -0.0014 -0.0029 0.0002 0.0010 0.0004 0 
0.0116 -0.0089 0.0174 0.0178 -0.0059 0.0003 -0.0023 0.0003 -0.0003 0 
-0.0278 0.0367 -0.0089 0.0175 -0.0047 -0.0013 -0.0011 0.0018 -0.0000 0 
-0.1602 -0.0278 0.0116 0.0042 0.0045 -0.0021 -0.0004 -0.0004 0.0003 0 
0.0383 -0.0883 0.0083 -0.0042 0.0034 -0.0066 0.0024 0.0014 0.0009 -0.0006 
-0.1602 -0.0278 0.0116 0.0042 0.0045 -0.0021 -0.0004 -0.0004 0.0003 0 
-0.0278 0.0367 -0.0089 0.0175 -0.0047 -0.0013 -0.0011 0.0018 -0.0000 0 
0.0116 -0.0089 0.0174 0.0178 -0.0059 0.0003 -0.0023 0.0003 -0.0003 0 
0.0042 0.0175 0.0178 -0.0117 -0.0014 -0.0029 0.0002 0.0010 0.0004 0 
0.0045 -0.0047 -0.0059 -0.0014 0.0012 -0.0045 0.0014 0.0001 0 0 
-0.0021 -0.0013 0.0003 -0.0029 -0.0045 0.0013 0.0012 0.0003 0 0 
-0.0004 -0.0011 -0.0023 0.0002 0.0014 0.0012 -0.0009 0 0 0 
-0.0004 0.0018 0.0003 0.0010 0.0001 0.0003 0 0 0 0 
0.0003 -0.0000 -0.0003 0.0004 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

 

La réponse fréquentielle sur l’échelle normale est donnée dans la Figure 5.1.a, et sur l’échelle 

logarithmique  dans la Figure 5.1.b 

 

Fig.  5.1.a – Réponse fréquentielle de filtre initial (échelle normale). 
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Fig. 5.1.b – Réponse fréquentielle de filtre initial (échelle logarithmique). 

𝑁𝑡 = 

Colonne 1 à 11  

0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0135 
-0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 0.0093 -0.0057 -0.0002 0.0056 0.0196 
-0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 0.0059 0.0020 0.0228 0.0060 0.0399 -0.0098 0.0317 
-0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0206 0.0270 0.0316 0.0049 -0.0513 -0.0242 -0.0095 0.0539 
0.0000 -0.0000 0.0059 0.0270 0.0276 -0.1000 -0.0638 0.0068 -0.0284 -0.0457 -0.1461 
0.0000 -0.0000 0.0020 0.0316 -0.1000 0.0256 -0.0305 -0.1300 -0.1030 0.0987 0.0743 
0.0000 0.0093 0.0228 0.0049 -0.0638 -0.0305 -0.2588 0.3921 0.3855 0.0931 -0.0929 
-0.0000 -0.0057 0.0060 -0.0513 0.0068 -0.1300 0.3921 0.3838 -0.1953 0.2549 0.1830 
0.0000 -0.0002 0.0399 -0.0242 -0.0284 -0.1030 0.3855 -0.1953 0.8097 -0.6120 -1.9470 
-0.0000 0.0056 -0.0098 -0.0095 -0.0457 0.0987 0.0931 0.2549 -0.6120 -3.5334 0.8436 
-0.0135 0.0196 0.0317 0.0539 -0.1461 0.0743 -0.0929 0.1830 -1.9470 0.8436 14.6000 
-0.0000 0.0056 -0.0098 -0.0095 -0.0457 0.0987 0.0931 0.2549 -0.6120 -3.5334 0.8436 
-0.0000 -0.0002 0.0399 -0.0242 -0.0284 -0.1030 0.3855 -0.1953 0.8097 -0.6120 -1.9470 
0.0000 -0.0057 0.0060 -0.0513 0.0068 -0.1300 0.3921 0.3838 -0.1953 0.2549 0.1830 
-0.0000 0.0093 0.0228 0.0049 -0.0638 -0.0305 -0.2588 0.3921 0.3855 0.0931 -0.0929 
0.0000 -0.0000 0.0020 0.0316 -0.1000 0.0256 -0.0305 -0.1300 -0.1030 0.0987 0.0743 
0.0000 -0.0000 0.0059 0.0270 0.0276 -0.1000 -0.0638 0.0068 -0.0284 -0.0457 -0.1461 
0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0206 0.0270 0.0316 0.0049 -0.0513 -0.0242 -0.0095 0.0539 
-0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 0.0059 0.0020 0.0228 0.0060 0.0399 -0.0098 0.0317 
-0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 0.0093 -0.0057 -0.0002 0.0056 0.0196 
-0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0135 

 

 

 

-1

-0.5

0

0.5

1

-1

-0.5

0

0.5

1

10
-4

10
-2

10
0

f
1

Reponse fréquentielle

f
2

A
m

p
lit

u
d
e



52 

 

Colonne 12 à 21  

0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 
0.0056 -0.0002 -0.0057 0.0093 -0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 
-0.0098 0.0399 0.0060 0.0228 0.0020 0.0059 -0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 
-0.0095 -0.0242 -0.0513 0.0049 0.0316 0.0270 -0.0206 0.0000 -0.0000 -0.0000 
-0.0457 -0.0284 0.0068 -0.0638 -0.1000 0.0276 0.0270 0.0059 -0.0000 0.0000 
0.0987 -0.1030 -0.1300 -0.0305 0.0256 -0.1000 0.0316 0.0020 -0.0000 0.0000 
0.0931 0.3855 0.3921 -0.2588 -0.0305 -0.0638 0.0049 0.0228 0.0093 0.0000 
0.2549 -0.1953 0.3838 0.3921 -0.1300 0.0068 -0.0513 0.0060 -0.0057 0.0000 
-0.6120 0.8097 -0.1953 0.3855 -0.1030 -0.0284 -0.0242 0.0399 -0.0002 0.0000 
-3.5334 -0.6120 0.2549 0.0931 0.0987 -0.0457 -0.0095 -0.0098 0.0056 -0.0000 
0.8436 -1.9470 0.1830 -0.0929 0.0743 -0.1461 0.0539 0.0317 0.0196 -0.0135 
-3.5334 -0.6120 0.2549 0.0931 0.0987 -0.0457 -0.0095 -0.0098 0.0056 -0.0000 
-0.6120 0.8097 -0.1953 0.3855 -0.1030 -0.0284 -0.0242 0.0399 -0.0002 -0.0000 
0.2549 -0.1953 0.3838 0.3921 -0.1300 0.0068 -0.0513 0.0060 -0.0057 0.0000 
0.0931 0.3855 0.3921 -0.2588 -0.0305 -0.0638 0.0049 0.0228 0.0093 0.0000 
0.0987 -0.1030 -0.1300 -0.0305 0.0256 -0.1000 0.0316 0.0020 -0.0000 0.0000 
-0.0457 -0.0284 0.0068 -0.0638 -0.1000 0.0276 0.0270 0.0059 -0.0000 0.0000 
-0.0095 -0.0242 -0.0513 0.0049 0.0316 0.0270 -0.0206 -0.0000 0.0000 0.0000 
-0.0098 0.0399 0.0060 0.0228 0.0020 0.0059 0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 
0.0056 -0.0002 -0.0057 0.0093 0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 
0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 

 

𝐷𝑡(𝑖, 𝑗) = {
22.05,     (𝑖, 𝑗) = (1,1)
0,                     𝑎𝑖𝑙𝑙𝑒𝑢𝑟𝑠.

  

Les valeurs singulières de Hankel du modèle d'ordre complet (Figure. 5.1) sont données par  

Σ1

= [8.6245𝑒 − 1, 8.6051𝑒 − 1, 8.2189𝑒 − 1, 8.1659𝑒 − 1, 7.8633𝑒 − 1, 7.7146𝑒 − 1, 7.4139𝑒 − 1, 7.3343𝑒 − 1,

6.6731𝑒 − 1, 5.8667𝑒 − 1, 2.6464𝑒 − 1, 8.4044𝑒 − 2, 5.7571𝑒 − 2, 4.1658𝑒 − 2, 1.3083𝑒 − 2, 9.7815𝑒 − 3,

3.0436𝑒 − 3, 2.1216𝑒 − 3, 4.3050𝑒 − 4,1.4922𝑒 − 4]

 

Et due à la symétrie de la réponse impusionnelle, les sous systèmes horizontal et vertical sont 

identiques, donc ;  

Σ4 = Σ1. 

La Figure 5.2 montre la répartition des valeurs singulières du sous-système horizontal et 

vertical en fonction de l’indice de l’état horizontal et vertical, respectivement. 
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Fig. 5.2 - Répartition des valeurs singulières de Hankel, à gauche : sous- système horizontal, à droite : sous-

système vertical.  

On doit fixer les valeurs de tolérances 𝑇𝑂𝐿1 et 𝑇𝑂𝐿4  qui sont déterminées en se basant 

généralement sur la critère de la norme d’erreur de Hankel pour déterminer l’ordre du model 

simplifié (𝑚̂, 𝑛̂), on prend dans cette exemple 𝑇𝑂𝐿1 = 𝑇𝑂𝐿4 = 104, la troncature des valeurs 

singulières dominantes  est montré dans la Figure. 5.3. 
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Fig. 5.3 - Troncature des valeurs singulières dominantes au dessus de la ligne et négligées au dessous de la ligne.  

Notant que les ordres réduits 𝑚̂ et 𝑛̂ égale au nombre des valeurs singulières dominantes de 

sous-système horizontal et vertical, respectivement. Donc 𝑚̂ = 15 et 𝑛̂ = 15 dans ce cas. Et 

Σ̂1 = Σ̂4       

= [8.6245𝑒 − 1, 8.6051𝑒 − 1, 8.2189𝑒 − 1, 8.1659𝑒 − 1, 7.8633𝑒 − 1, 7.7146𝑒 − 1, 7.4139𝑒 − 1, 7.3343𝑒 − 1,

6.6731𝑒 − 1, 5.8667𝑒 − 1, 2.6464𝑒 − 1, 8.4044𝑒 − 2, 5.7571𝑒 − 2, 4.1658𝑒 − 2, 1.3083𝑒 − 2]

 

La fonction de transfert de système réduit est donné par  

𝐻̂(𝑧, 𝑤) =
[𝑤𝑛̂ 𝑤𝑛̂−1 ⋯ 1]𝑁̂𝑡[𝑧𝑚̂ 𝑧𝑚̂−1 ⋯ 1]𝑡

[𝑤𝑛̂ 𝑤𝑛̂−1 ⋯ 1]𝐷̂𝑡[𝑧𝑚̂ 𝑧𝑚̂−1 ⋯ 1]𝑡
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𝑁̂𝑡 = 

Colonnes 1 à 8 

0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 
0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 0.0072 -0.0019 
-0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0046 0.0031 0.0210 0.0108 
0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0159 0.0170 0.0317 0.0192 -0.0312 
-0.0000 0.0000 0.0046 0.0170 0.0348 -0.0570 -0.0660 -0.0261 
-0.0000 0.0000 0.0031 0.0317 -0.0570 -0.0264 -0.0419 -0.1211 
0.0000 0.0072 0.0210 0.0192 -0.0660 -0.0419 -0.2211 0.1826 
-0.0000 -0.0019 0.0108 -0.0312 -0.0261 -0.1211 0.1826 0.4621 
-0.0000 -0.0011 0.0338 -0.0170 -0.0385 -0.1274 0.3400 0.0861 
-0.0000 0.0047 0.0071 -0.0131 -0.0554 0.0210 0.1850 0.2522 
-0.0104 0.0129 0.0304 0.0429 -0.1138 0.0276 0.0164 0.2360 
-0.0037 0.0085 0.0071 0.0048 -0.0786 0.0627 0.1219 0.2917 
-0.0008 0.0027 0.0313 -0.0103 -0.0521 -0.0561 0.3221 0.0572 
-0.0011 -0.0028 0.0154 -0.0403 -0.0325 -0.1138 0.3752 0.4168 
-0.0005 0.0065 0.0233 -0.0037 -0.0605 -0.0664 -0.0805 0.3900 
-0.0000 0.0023 0.0080 0.0154 -0.0894 -0.0008 -0.0196 0.0013 

 

Colonnes 9 à 16 

0.0338 0.0071 0.0304 0.0071 0.0313 0.0154 0.0233 0.0080 
-0.0170 -0.0131 0.0429 0.0048 -0.0103 -0.0403 -0.0037 0.0154 
-0.0385 -0.0554 -0.1138 -0.0786 -0.0521 -0.0325 -0.0605 -0.0894 
-0.1274 0.0210 0.0276 0.0627 -0.0561 -0.1138 -0.0664 -0.0008 
0.3400 0.1850 0.0164 0.1219 0.3221 0.3752 -0.0805 -0.0196 
0.0861 0.2522 0.2360 0.2917 0.0572 0.4168 0.3900 0.0013 
0.5895 -0.1560 -1.5422 -0.8713 0.3317 -0.0227 0.3159 0.0549 
-0.1560 -2.9243 -0.8629 -3.0572 -1.5420 -0.2149 -0.0868 -0.0599 
-1.5422 -0.8629 11.2216 3.4975 -0.9915 0.8330 0.4270 -0.0174 
-0.8713 -3.0572 3.4975 -1.4698 -1.9302 0.0632 0.0034 -0.0744 
0.3317 -1.5420 -0.9915 -1.9302 -0.4480 -0.1780 0.1467 0.0230 
-0.0227 -0.2149 0.8330 0.0632 -0.1780 0.2996 0.5177 0.0360 
0.3159 -0.0868 0.4270 0.0034 0.1467 0.5177 0.1078 -0.0151 
0.0549 -0.0599 -0.0174 -0.0744 0.0230 0.0360 -0.0151 0.0531 

 

𝐷̂𝑡 = 

Colonnes 1 à 8 

17.0667 5.9650 1.2690 1.7931 0.7669 0.1112 0.1785 -0.0101 
5.9650 2.0848 0.4435 0.6267 0.2680 0.0389 0.0624 -0.0035 
1.2690 0.4435 0.0944 0.1333 0.0570 0.0083 0.0133 -0.0008 
1.7931 0.6267 0.1333 0.1884 0.0806 0.0117 0.0188 -0.0011 
0.7669 0.2680 0.0570 0.0806 0.0345 0.0050 0.0080 -0.0005 
0.1112 0.0389 0.0083 0.0117 0.0050 0.0007 0.0012 -0.0001 
0.1785 0.0624 0.0133 0.0188 0.0080 0.0012 0.0019 -0.0001 
-0.0101 -0.0035 -0.0008 -0.0011 -0.0005 -0.0001 -0.0001 0.0000 
-0.0243 -0.0085 -0.0018 -0.0026 -0.0011 -0.0002 -0.0003 0.0000 
-0.0219 -0.0076 -0.0016 -0.0023 -0.0010 -0.0001 -0.0002 0.0000 
0.0028 0.0010 0.0002 0.0003 0.0001 0.0000 0.0000 -0.0000 
-0.0010 -0.0003 -0.0001 -0.0001 -0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 
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-0.0040 -0.0014 -0.0003 -0.0004 -0.0002 -0.0000 -0.0000 0.0000 
0.0009 0.0003 0.0001 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 
0.0007 0.0002 0.0001 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 

 

Colonnes  9 à 16 

-0.0243 -0.0219 0.0028 -0.0010 -0.0040 0.0009 0.0000 0.0007 
-0.0085 -0.0076 0.0010 -0.0003 -0.0014 0.0003 0.0000 0.0002 
-0.0018 -0.0016 0.0002 -0.0001 -0.0003 0.0001 0.0000 0.0001 
-0.0026 -0.0023 0.0003 -0.0001 -0.0004 0.0001 0.0000 0.0001 
-0.0011 -0.0010 0.0001 -0.0000 -0.0002 0.0000 0.0000 0.0000 
-0.0002 -0.0001 0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
-0.0003 -0.0002 0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 
0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 
0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 
-0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 
0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 
-0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
-0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
-0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

 

La réponse fréquentielle du filtre réduit sur l’échelle normal et logarithmique est donnée dans 

la Figure. 5.4.a, et  5.4.b, respectivement. 

 

Fig. 5.4.a – Réponse fréquentielle du filtre réduit (échelle normal). 
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Fig. 5.4.b – Réponse fréquentielle du filtre réduit (échelle logarithmique). 

L’erreur  fréquentielle  𝐸(𝜔1, 𝜔2) = 𝐻(𝜔1, 𝜔2) − 𝐻̂(𝜔1, 𝜔2) présente une importance 

spéciale pour mesurer la qualité et la performance de réduction. Les Figures 5.5.a et 5.5.b 

montrent cette erreur dans l’échelle normale et logarithmique, respectivement.  

 

Fig. 5.5.a – Erreur fréquentielle (échelle normal). 
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Fig. 5.5.b – Erreur fréquentielle (échelle logarithmique). 

On voit clairement que les comportements fréquentielles de filtre initial et de son approximant 

réduit sont très proches, et l’erreur est très petite dans toute la gamme fréquentielle. 

La Figure c’est après montre les graphes de la réponse de la phase en évaluant la fonction de 

transfert bidimensionnelle  dans trois points fixes sur le cercle unité  𝑤𝑖 = 𝑒𝑗2𝜋𝑖/𝑀, où 𝑀 =

64 et 𝑖 = {20,30,64} 
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Fig. 5.6 – La réponse de la phase du filtre 1D après évaluation du système 2D dans trois points fixes sur le cercle 

unité 𝑤20 = 𝑒𝑗2𝜋×20/64, 𝑤30 = 𝑒𝑗2𝜋×30/64 et 𝑤64 = 𝑒𝑗2𝜋×64/64. 

On remarque bien que les graphes juxtaposent exactement et la phase est toujours linéaire 

dans la bande passante, et cela implique que la procédure de réduction préserve la linéarité de 

la phase du filtre initial. 

Le Tableau 5.1 regroupe quelques mesures pour différentes ordres réduits du système initial. 

Tableau 5.1 –Mesures effectuées après réduction. 

(𝑇𝑂𝐿1, 𝑇𝑂𝐿4) (5 × 103, 5 × 103) (104, 104) (5 × 104, 5 × 104) 

(𝑚̂, 𝑛̂) (14,14) (15,15) (16,16) 

𝐸𝑟𝑟(𝑅𝑝) 0.044319 0.031600 0.013096 

𝐸𝑟𝑟(𝑅𝑠) 0.039013 0.033691 0.0080105 

𝜖∞(%) 4.41 3.35 1.30 

𝜖2(%) 2.13 1.71 0.54 

𝜌(𝐴̂1) 0.5755 0.5869 0.5528 

𝜌(𝐴̂4) 0.5755 0.5869 0.5528 

 

Les résultats obtenus dans le Tableau 5.1 montrent les performances de la procédé de 

réduction développée dans ce travail, on constate bien que l’erreur est très petit malgré on a 

choisit d’ordres de model réduit très petits par rapport aux celles originaux, la stabilité en 

plus, est toujours garanti.  
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5.3.  Exemple  2 : 

 

Soit un filtre RIF-2D passe bande synthétisé par la méthode de fenêtrage, avec les 

fréquences de coupures normalisées 𝑓𝑐1 = 0.5 et  𝑓𝑐2 = 0.7, on utilise la fenêtre de Kaiser, 

on suppose que le niveau d’ondulation maximale dans la bande coupée soit 𝛼 = 40 𝑑𝐵, on 

choisira l’ordre initial  (𝑚, 𝑛) = (20,20). 

La réponse impulsionnelle correspond à ce filtre est donnée comme suite  

 

ℎ(𝑖, 𝑗) = 

Colonne 1 à 11  

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.0016 
0 0 0 0 0 0 0.0004 0.0010 0.0002 0.0008 0.0020 
0 0 0 0 -0.0009 -0.0005 -0.0023 -0.0043 -0.0022 -0.0015 -0.0029 
0 0 0 0.0014 0.0008 0.0006 -0.0008 -0.0010 0.0050 0.0051 0.0010 
0 0 -0.0009 0.0008 -0.0025 -0.0004 0.0075 0.0101 0.0093 0.0014 -0.0059 
0 0 -0.0005 0.0006 -0.0004 0.0029 0.0027 -0.0080 -0.0153 -0.0180 -0.0202 
0 0.0004 -0.0023 -0.0008 0.0075 0.0027 -0.0170 -0.0199 0.0010 0.0191 0.0239 
0 0.0010 -0.0043 -0.0010 0.0101 -0.0080 -0.0199 0.0170 0.0414 0.0248 0.0119 
0 0.0002 -0.0022 0.0050 0.0093 -0.0153 0.0010 0.0414 -0.0027 -0.0613 -0.0699 
0 0.0008 -0.0015 0.0051 0.0014 -0.0180 0.0191 0.0248 -0.0613 -0.0292 0.0517 
0.0016 0.0020 -0.0029 0.0010 -0.0059 -0.0202 0.0239 0.0119 -0.0699 0.0517 0.1995 
0 0.0008 -0.0015 0.0051 0.0014 -0.0180 0.0191 0.0248 -0.0613 -0.0292 0.0517 
0 0.0002 -0.0022 0.0050 0.0093 -0.0153 0.0010 0.0414 -0.0027 -0.0613 -0.0699 
0 0.0010 -0.0043 -0.0010 0.0101 -0.0080 -0.0199 0.0170 0.0414 0.0248 0.0119 
0 0.0004 -0.0023 -0.0008 0.0075 0.0027 -0.0170 -0.0199 0.0010 0.0191 0.0239 
0 0 -0.0005 0.0006 -0.0004 0.0029 0.0027 -0.0080 -0.0153 -0.0180 -0.0202 
0 0 -0.0009 0.0008 -0.0025 -0.0004 0.0075 0.0101 0.0093 0.0014 -0.0059 
0 0 0 0.0014 0.0008 0.0006 -0.0008 -0.0010 0.0050 0.0051 0.0010 
0 0 0 0 -0.0009 -0.0005 -0.0023 -0.0043 -0.0022 -0.0015 -0.0029 
0 0 0 0 0 0 0.0004 0.0010 0.0002 0.0008 0.0020 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.0016 
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Colonne 12 à 21  

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0.0008 0.0002 0.0010 0.0004 0 0 0 0 0 0 

-0.0015 -0.0022 -0.0043 -0.0023 -0.0005 -0.0009 0 0 0 0 

0.0051 0.0050 -0.0010 -0.0008 0.0006 0.0008 0.0014 0 0 0 

0.0014 0.0093 0.0101 0.0075 -0.0004 -0.0025 0.0008 -0.0009 0 0 

-0.0180 -0.0153 -0.0080 0.0027 0.0029 -0.0004 0.0006 -0.0005 0 0 

0.0191 0.0010 -0.0199 -0.0170 0.0027 0.0075 -0.0008 -0.0023 0.0004 0 

0.0248 0.0414 0.0170 -0.0199 -0.0080 0.0101 -0.0010 -0.0043 0.0010 0 

-0.0613 -0.0027 0.0414 0.0010 -0.0153 0.0093 0.0050 -0.0022 0.0002 0 

-0.0292 -0.0613 0.0248 0.0191 -0.0180 0.0014 0.0051 -0.0015 0.0008 0 

0.0517 -0.0699 0.0119 0.0239 -0.0202 -0.0059 0.0010 -0.0029 0.0020 0.0016 

-0.0292 -0.0613 0.0248 0.0191 -0.0180 0.0014 0.0051 -0.0015 0.0008 0 

-0.0613 -0.0027 0.0414 0.0010 -0.0153 0.0093 0.0050 -0.0022 0.0002 0 

0.0248 0.0414 0.0170 -0.0199 -0.0080 0.0101 -0.0010 -0.0043 0.0010 0 

0.0191 0.0010 -0.0199 -0.0170 0.0027 0.0075 -0.0008 -0.0023 0.0004 0 

-0.0180 -0.0153 -0.0080 0.0027 0.0029 -0.0004 0.0006 -0.0005 0 0 

0.0014 0.0093 0.0101 0.0075 -0.0004 -0.0025 0.0008 -0.0009 0 0 

0.0051 0.0050 -0.0010 -0.0008 0.0006 0.0008 0.0014 0 0 0 

-0.0015 -0.0022 -0.0043 -0.0023 -0.0005 -0.0009 0 0 0 0 

0.0008 0.0002 0.0010 0.0004 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

 

La réponse fréquentielle sur l’échelle normal est donnée dans la Figure 5.7.a, et sur l’échelle 

logarithmique dans la Figure 5.7.b 
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Fig. 5.7.a – Réponse fréquentielle du filtre initial (échelle normale). 

 

Fig. 5.7.b – Réponse fréquentielle du filtre initial (échelle logarithmique). 

 

Les valeurs singulières de Hankel du modèle d'ordre complet sont données par  
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Σ1

= [5.1297e − 1, 5.0278e − 1, 4.2210e − 1, 4.1603e − 1, 4.0146e − 1, 3.8879e − 1, 3.6429e − 1, 2.5721e − 1,

1.8466e − 1, 1.0698e − 1, 6.6620e − 2, 3.6869e − 2, 1.8256e − 2, 1.0076e − 2, 7.0613e − 3, 4.7336e − 3,

4.0490e − 3, 3.3591e − 3, 1.6911e − 3,9.3005e − 4]

 

Et due à la symétrie des sous systèmes horizontal et vertical on trouve  

Σ4 = Σ1. 

La Figure 5.8 montre la répartition des valeurs singulières du sous-système horizontal et 

vertical en fonction de l’indice de l’état horizontal et vertical, respectivement. 

 

Fig. 5.8 - Répartition des valeurs singulières de Hankel, à gauche : sous- système horizontal, à droite : sous-

système vertical. 

Pour déterminer l’ordres du model simplifié (𝑚̂, 𝑛̂), on prend dans cette exemple 𝑇𝑂𝐿1 = 103 

et 𝑇𝑂𝐿4 = 5 × 103, la troncature des valeurs singulières dominantes  est montré dans la 

Figure 5.9. 
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Fig. 5.9 – Troncature des valeurs singulières, dominantes au dessus de la ligne et négligées au dessous de la 

ligne. 

 

Dans cette exemple on obtient 𝑚̂ = 12 et 𝑛̂ = 14, alors ; 

Σ̂1

= [5.1297e − 1, 5.0278e − 1, 4.2210e − 1, 4.1603e − 1, 4.0146e − 1, 3.8879e − 1, 3.6429e − 1, 2.5721e − 1,

1.8466e − 1, 1.0698e − 1, 6.6620e − 2,3.6869e − 2]

 

Σ̂4

= [5.1297e − 1, 5.0278e − 1, 4.2210e − 1, 4.1603e − 1, 4.0146e − 1, 3.8879e − 1, 3.6429e − 1, 2.5721e − 1,

1.8466e − 1, 1.0698e − 1, 6.6620e − 2, 3.6869e − 2, 1.8256e − 2, 1.0076e − 2]

 

 

Les coefficients du numérateur et dénominateur de la fonction de transfert de filtre réduit sont 

données comme suite  
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𝑁̂𝑡 = 

-0.0000 -0.0003 0.0012 -0.0029 0.0053 -0.0077 0.0085 -0.0058 -0.0022 0.0165 -0.0109 0.0091 -0.0036 

0.0001 0.0001 -0.0005 0.0012 -0.0021 0.0016 0.0085 -0.0085 0.0210 -0.0251 0.0236 -0.0143 0.0132 

-0.0005 0.0013 -0.0035 0.0088 -0.0304 0.0490 -0.1220 0.0978 -0.1238 0.0771 -0.0785 0.0337 -0.0601 

0.0015 -0.0034 0.0074 0.0062 0.0194 -0.0240 0.1153 -0.0589 0.1760 -0.0995 0.1654 -0.0387 0.1032 

-0.0036 0.0070 -0.0270 0.0243 -0.1167 0.1572 -0.1799 0.1354 -0.1715 -0.0329 -0.0719 -0.0739 0.0114 

0.0075 -0.0135 0.0398 -0.0258 0.1392 -0.1285 0.0517 -0.1301 0.0066 0.0626 -0.0706 0.0477 -0.1445 

-0.0137 0.0342 -0.1245 0.1675 -0.2569 0.2109 -0.2685 0.4127 -0.0992 0.3215 0.0387 0.2510 0.0187 

0.0224 -0.0408 0.0947 -0.1068 0.2230 -0.3330 0.4116 -0.2794 -0.0304 -0.2225 -0.3487 0.0776 -0.0565 

-0.0338 0.0619 -0.1437 0.2841 -0.3984 0.4071 -0.2700 0.2288 -0.3946 0.4064 -0.4109 0.1237 -0.0110 

0.0470 -0.0678 0.1075 -0.2034 0.2013 -0.3237 0.4557 -0.5320 0.3105 0.5687 -0.0350 0.1414 -0.0110 

-0.0354 0.0629 -0.1349 0.3159 -0.4193 0.4609 -0.2560 0.1405 -0.4372 0.4583 -0.5001 0.0764 -0.0170 

0.0274 -0.0450 0.0899 -0.1616 0.2038 -0.3591 0.4557 -0.3454 -0.0022 -0.0535 -0.3634 0.1025 -0.0380 

-0.0157 0.0362 -0.1228 0.2486 -0.2863 0.2497 -0.1818 0.3469 -0.0864 0.3557 -0.0335 0.2704 0.0527 

0.0073 -0.0111 0.0295 -0.0644 0.1313 -0.1725 0.0193 -0.0916 -0.1594 0.1315 -0.2791 0.1224 -0.2281 

-0.0019 0.0057 -0.0338 0.0752 -0.1166 0.1380 -0.0685 0.0938 -0.0216 0.0006 0.0295 -0.0210 0.0755 

 

𝐷̂𝑡 = 

Colonne 1 à 10 

16.0714 -31.7532 49.2850 -61.8979 66.9384 -63.6007 53.9750 -40.5772 26.9560 -15.4916 

-29.3223 57.9336 -89.9204 112.9326 -122.1289 116.0394 -98.4773 74.0330 -49.1812 28.2644 

43.3613 -85.6713 132.9729 -167.0030 180.6023 -171.5972 145.6267 -109.4789 72.7284 -41.7969 

-52.5729 103.8710 -161.2212 202.4805 -218.9688 208.0507 -176.5631 132.7362 -88.1785 50.6761 

56.6277 -111.8824 173.6559 -218.0974 235.8574 -224.0972 190.1810 -142.9739 94.9796 -54.5846 

-54.7555 108.1833 -167.9145 210.8866 -228.0594 216.6881 -183.8932 138.2468 -91.8393 52.7799 

48.5650 -95.9524 148.9305 -187.0444 202.2757 -192.1900 163.1028 -122.6171 81.4563 -46.8128 

-39.2034 77.4564 -120.2223 150.9892 -163.2845 155.1429 -131.6627 98.9811 -65.7545 37.7890 

29.0274 -57.3510 89.0161 -111.7968 120.9006 -114.8723 97.4869 -73.2885 48.6866 -27.9801 

-19.5035 38.5341 -59.8099 75.1162 -81.2331 77.1827 -65.5014 49.2425 -32.7125 18.7998 

11.7426 -23.2005 36.0102 -45.2258 48.9086 -46.4700 39.4369 -29.6478 19.6955 -11.3190 

-6.1998 12.2493 -19.0124 23.8781 -25.8225 24.5349 -20.8217 15.6533 -10.3987 5.9761 

2.7627 -5.4584 8.4722 -10.6403 11.5068 -10.9330 9.2784 -6.9753 4.6338 -2.6630 

-0.9599 1.8966 -2.9437 3.6970 -3.9981 3.7988 -3.2238 2.4236 -1.6100 0.9253 

0.2154 -0.4257 0.6607 -0.8297 0.8973 -0.8526 0.7235 -0.5439 0.3613 -0.2077 
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Colonne 11 à 13 

7.4279 -2.7557 0.6499 

-13.5521 5.0277 -1.1857 

20.0407 -7.4349 1.7534 

-24.2981 9.0143 -2.1259 

26.1721 -9.7096 2.2899 

-25.3068 9.3886 -2.2142 

22.4457 -8.3271 1.9638 

-18.1190 6.7220 -1.5853 

13.4158 -4.9771 1.1738 

-9.0141 3.3441 -0.7887 

5.4272 -2.0134 0.4748 

-2.8654 1.0630 -0.2507 

1.2769 -0.4737 0.1117 

-0.4437 0.1646 -0.0388 

0.0996 -0.0369 0.0087 

 

La réponse fréquentielle de filtre réduit sur l’échelle normal et logarithmique est donnée dans 

la Figure 5.10.a, et  5.10.b, respectivement. 

 

Fig. 5.10.a – Réponse fréquentielle du filtre réduit (échelle normal). 
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Fig. 5.10.b – Réponse fréquentielle du filtre réduit (échelle logarithmique). 

 

L’erreur fréquentielle entre le filtre initial et son approximant réduit est montré dans la Figure 

5.11 sur l’échelle normal (a) et logarithmique (b), respectivement. 
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Fig. 5.11.a – Erreur fréquentielle (échelle normal). 

 

Fig. 5.11.b – Erreur fréquentielle (échelle logarithmique). 

La Figure c’est dessous montre les graphes de la réponse de la phase, en évaluant la fonction 

de transfert bidimensionnelle  dans trois points fixes sur le cercle unité  𝑤𝑖 = 𝑒𝑗2𝜋𝑖/𝑀, où 𝑀 =

64 et 𝑖 = {10,30,64} 
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Fig. 5.12 – La réponse de la phase de système 1D après évaluation du système 2D dans trois points fixes sur le 

cercle unité 𝑤10 = 𝑒𝑗2𝜋×10/64, 𝑤30 = 𝑒𝑗2𝜋×30/64 et 𝑤64 = 𝑒𝑗2𝜋×64/64. 

On remarque que les graphes juxtaposent parfaitement, cela montre que ce procédé de 

réduction préserve la propriété linéaire de la phase du filtre initial.   

Tableau 5.2 –Mesures effectuées après réduction. 

(𝑇𝑂𝐿1, 𝑇𝑂𝐿4) (103, 103) (103, 5 × 103) (4 × 103, 5 × 103) 

(𝑚̂, 𝑛̂) (12,12) (12,14) (13,14) 

𝐸𝑟𝑟(𝑅𝑝) 0.051 0.039 0.018 

𝐸𝑟𝑟(𝑅𝑠) 0.077 0.073 0.031 

𝜖∞(%) 7.86 7.47 3.20 

𝜖2(%) 5.70 4.35 2.88 

𝜌(𝐴̂1) 0.8359 0.8359 0.8218 

𝜌(𝐴̂4) 0.8359 0.8149 0.8149 
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5.4. Exemple  3 : 

 Soit un filtre RIF-2D passe bas synthétisé par la méthode de fenêtrage bidimensionnelle, 

avec la fréquence de coupure normalisée  𝑓𝑐 = 0.4 on utilise la fenêtre Gaussienne  montrée 

ci-dessous, avec l’écart type 𝜎 = 4, et l’ordre complet (𝑚, 𝑛) = (19,17).  

ℎ(𝑖, 𝑗) =
𝑒−(𝑖2+𝑗2)

(2𝜎)
, 𝑖 = 1,⋯ ,𝑚 𝑒𝑡 𝑗 = 1,⋯ , 𝑛.  

La réponse impulsionnelle correspond à ce filtre est donnée comme suite   

ℎ(𝑖, 𝑗) = 

Colonne 1 à 11 

-0.0000 0.0000 0.0001 0.0001 -0.0000 -0.0002 -0.0003 -0.0002 -0.0001 -0.0002 -0.0003 
0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0001 -0.0001 0.0001 0.0004 0.0007 0.0009 0.0008 0.0005 
0.0001 -0.0001 -0.0004 -0.0004 0.0001 0.0009 0.0016 0.0019 0.0019 0.0020 0.0018 
0.0001 -0.0002 -0.0006 -0.0005 0.0004 0.0015 0.0014 0.0003 -0.0004 0.0003 0.0016 
0.0000 -0.0002 -0.0003 0.0001 0.0009 0.0007 -0.0017 -0.0055 -0.0076 -0.0059 -0.0019 
-0.0002 0.0001 0.0006 0.0012 0.0007 -0.0017 -0.0057 -0.0100 -0.0120 -0.0106 -0.0065 
-0.0004 0.0005 0.0018 0.0015 -0.0014 -0.0045 -0.0040 0.0001 0.0027 0.0001 -0.0046 
-0.0004 0.0011 0.0024 0.0000 -0.0057 -0.0061 0.0082 0.0320 0.0450 0.0340 0.0093 
-0.0002 0.0016 0.0023 -0.0025 -0.0105 -0.0060 0.0257 0.0727 0.0979 0.0774 0.0291 
-0.0001 0.0018 0.0022 -0.0039 -0.0130 -0.0057 0.0349 0.0936 0.1250 0.0997 0.0395 
-0.0002 0.0017 0.0025 -0.0027 -0.0112 -0.0064 0.0274 0.0774 0.1042 0.0824 0.0310 
-0.0004 0.0012 0.0027 0.0000 -0.0065 -0.0069 0.0093 0.0362 0.0510 0.0386 0.0105 
-0.0004 0.0006 0.0021 0.0018 -0.0017 -0.0055 -0.0049 0.0001 0.0032 0.0001 -0.0055 
-0.0002 0.0001 0.0008 0.0015 0.0009 -0.0021 -0.0074 -0.0128 -0.0154 -0.0136 -0.0084 
0.0001 -0.0002 -0.0004 0.0001 0.0012 0.0010 -0.0023 -0.0076 -0.0104 -0.0080 -0.0026 
0.0002 -0.0002 -0.0008 -0.0007 0.0006 0.0021 0.0021 0.0005 -0.0006 0.0005 0.0024 
0.0001 -0.0001 -0.0005 -0.0006 0.0001 0.0014 0.0025 0.0029 0.0030 0.0031 0.0028 
0.0000 -0.0000 -0.0001 -0.0001 -0.0001 0.0002 0.0007 0.0012 0.0015 0.0013 0.0008 
-0.0000 0.0000 0.0001 0.0001 -0.0001 -0.0004 -0.0005 -0.0004 -0.0003 -0.0004 -0.0006 
-0.0000 0.0000 0.0001 0.0001 -0.0000 -0.0003 -0.0005 -0.0005 -0.0005 -0.0006 -0.0006 

 

Colonne 12 à 18 

-0.0003 -0.0001 0.0001 0.0001 0.0000 -0.0000 -0.0000 
0.0002 -0.0001 -0.0001 -0.0001 -0.0000 0.0000 0.0000 
0.0011 0.0001 -0.0006 -0.0005 -0.0001 0.0001 0.0001 
0.0018 0.0005 -0.0007 -0.0008 -0.0003 0.0002 0.0002 
0.0009 0.0011 0.0001 -0.0004 -0.0002 0.0001 0.0001 
-0.0020 0.0009 0.0016 0.0009 0.0001 -0.0003 -0.0003 
-0.0055 -0.0018 0.0020 0.0026 0.0008 -0.0006 -0.0007 
-0.0074 -0.0073 0.0000 0.0035 0.0017 -0.0006 -0.0009 
-0.0072 -0.0135 -0.0034 0.0034 0.0024 -0.0004 -0.0009 
-0.0069 -0.0167 -0.0053 0.0033 0.0028 -0.0002 -0.0009 
-0.0077 -0.0144 -0.0037 0.0036 0.0026 -0.0004 -0.0010 
-0.0083 -0.0083 0.0000 0.0039 0.0019 -0.0007 -0.0011 
-0.0066 -0.0022 0.0024 0.0031 0.0010 -0.0007 -0.0008 
-0.0026 0.0011 0.0020 0.0012 0.0002 -0.0004 -0.0003 
0.0012 0.0016 0.0002 -0.0006 -0.0003 0.0001 0.0002 
0.0026 0.0008 -0.0010 -0.0012 -0.0004 0.0003 0.0003 
0.0017 0.0001 -0.0009 -0.0008 -0.0002 0.0002 0.0002 
0.0002 -0.0001 -0.0002 -0.0001 -0.0000 0.0000 0.0000 
-0.0005 -0.0001 0.0002 0.0002 0.0001 -0.0001 -0.0001 
-0.0004 -0.0001 0.0002 0.0002 0.0001 -0.0000 -0.0001 
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La réalisation dans l’espace d’état {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷} correspond à ce filtre est donnée comme suite, 

on donne les sous-matrices avec les dimensions appropriées.  

𝐴 = [𝐴
(1) 𝐴(2)

𝐴(3) 𝐴(4)
], 

𝐴(3) = 

Colonne 1 à 11 

-0.0000 -0.0001 -0.0002 -0.0002 0.0001 0.0005 0.0011 0.0016 0.0018 0.0017 0.0012 
-0.0000 -0.0004 -0.0006 -0.0003 0.0006 0.0018 0.0024 0.0023 0.0022 0.0025 0.0027 
-0.0001 -0.0004 -0.0005 0.0001 0.0012 0.0015 0.0000 -0.0025 -0.0039 -0.0027 0.0000 
-0.0001 0.0001 0.0004 0.0009 0.0007 -0.0014 -0.0057 -0.0105 -0.0130 -0.0112 -0.0065 
0.0001 0.0009 0.0015 0.0007 -0.0017 -0.0045 -0.0061 -0.0060 -0.0057 -0.0064 -0.0069 
0.0004 0.0016 0.0014 -0.0017 -0.0057 -0.0040 0.0082 0.0257 0.0349 0.0274 0.0093 
0.0007 0.0019 0.0003 -0.0055 -0.0100 0.0001 0.0320 0.0727 0.0936 0.0774 0.0362 
0.0009 0.0019 -0.0004 -0.0076 -0.0120 0.0027 0.0450 0.0979 0.1250 0.1042 0.0510 
0.0008 0.0020 0.0003 -0.0059 -0.0106 0.0001 0.0340 0.0774 0.0997 0.0824 0.0386 
0.0005 0.0018 0.0016 -0.0019 -0.0065 -0.0046 0.0093 0.0291 0.0395 0.0310 0.0105 
0.0002 0.0011 0.0018 0.0009 -0.0020 -0.0055 -0.0074 -0.0072 -0.0069 -0.0077 -0.0083 
-0.0001 0.0001 0.0005 0.0011 0.0009 -0.0018 -0.0073 -0.0135 -0.0167 -0.0144 -0.0083 
-0.0001 -0.0006 -0.0007 0.0001 0.0016 0.0020 0.0000 -0.0034 -0.0053 -0.0037 0.0000 
-0.0001 -0.0005 -0.0008 -0.0004 0.0009 0.0026 0.0035 0.0034 0.0033 0.0036 0.0039 
-0.0000 -0.0001 -0.0003 -0.0002 0.0001 0.0008 0.0017 0.0024 0.0028 0.0026 0.0019 
0.0000 0.0001 0.0002 0.0001 -0.0003 -0.0006 -0.0006 -0.0004 -0.0002 -0.0004 -0.0007 
0.0000 0.0001 0.0002 0.0001 -0.0003 -0.0007 -0.0009 -0.0009 -0.0009 -0.0010 -0.0011 

 

Colonne 12 à 19 

0.0006 0.0001 -0.0002 -0.0002 -0.0001 -0.0000 0.0000 0.0000 
0.0021 0.0008 -0.0004 -0.0008 -0.0005 -0.0001 0.0001 0.0001 
0.0018 0.0015 0.0001 -0.0007 -0.0006 -0.0001 0.0001 0.0001 
-0.0017 0.0009 0.0012 0.0006 0.0001 -0.0001 -0.0001 -0.0000 
-0.0055 -0.0021 0.0010 0.0021 0.0014 0.0002 -0.0004 -0.0003 
-0.0049 -0.0074 -0.0023 0.0021 0.0025 0.0007 -0.0005 -0.0005 
0.0001 -0.0128 -0.0076 0.0005 0.0029 0.0012 -0.0004 -0.0005 
0.0032 -0.0154 -0.0104 -0.0006 0.0030 0.0015 -0.0003 -0.0005 
0.0001 -0.0136 -0.0080 0.0005 0.0031 0.0013 -0.0004 -0.0006 
-0.0055 -0.0084 -0.0026 0.0024 0.0028 0.0008 -0.0006 -0.0006 
-0.0066 -0.0026 0.0012 0.0026 0.0017 0.0002 -0.0005 -0.0004 
-0.0022 0.0011 0.0016 0.0008 0.0001 -0.0001 -0.0001 -0.0001 
0.0024 0.0020 0.0002 -0.0010 -0.0009 -0.0002 0.0002 0.0002 
0.0031 0.0012 -0.0006 -0.0012 -0.0008 -0.0001 0.0002 0.0002 
0.0010 0.0002 -0.0003 -0.0004 -0.0002 -0.0000 0.0001 0.0001 
-0.0007 -0.0004 0.0001 0.0003 0.0002 0.0000 -0.0001 -0.0000 
-0.0008 -0.0003 0.0002 0.0003 0.0002 0.0000 -0.0001 -0.0001 
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𝐴(1) =

[
 
 
 
 
0 0 ⋯ 0 0
1 0 ⋯ 0 0
0 1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 1 0]

 
 
 
 

 , 𝐴(2) = 019×17, 𝐴(4) =

[
 
 
 
 
0 1 0 ⋯ 0
0 0 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋯ 1
0 0 0 ⋯ 0]

 
 
 
 

, et 

𝐵 = [𝐵
(1)

𝐵(2)
], où  

𝐵(1) = [1 0 ⋯ 0]𝑇 

𝐵(2) =   

1.0𝑒 − 003 × 

    0.0232 

    0.0849 

    0.0836 

   -0.0421 

   -0.2169 

   -0.2820 

   -0.2056 

   -0.1445 

   -0.2188 

   -0.3196 

   -0.2616 

   -0.0540 

    0.1143 

    0.1236 

    0.0360 

   -0.0295 

   -0.0333 

 

𝐶(1) =     

1.0𝑒 − 003 × 

0.0124 0.0772 0.1170 0.0398 -0.1655 -0.3587 -0.3707 -0.2207 -0.1262 -0.2350 -0.4201 

-0.4326 -0.2125 0.0544 0.1703 0.1195 0.0205 -0.0314 -0.0291 

  

𝐶(1) = [1 0 ⋯ 0],    𝐷 = −1.7863𝑒 − 005.              

On ne donne pas ici les coefficients du numérateur et du dénominateur de la fonction de 

transfert puisqu’ils peuvent être obtenus de façon similaire aux exemples précédents.  

La réponse fréquentielle de ce filtre  sur l’échelle normal est donnée dans la Figure 5.13.a, et 

sur l’échelle logarithmique  dans la Figure 5.13.b 
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Fig. 5.13.a – Réponse fréquentielle du filtre initial (échelle normale). 

 

Fig. 5.13.b – Réponse fréquentielle du filtre original (échelle logarithmique). 

Les valeurs singulières de Hankel du modèle d'ordre complet sont données par  
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Σ1

= [5.8341𝑒 − 1, 5.4101𝑒 − 1, 4.2596𝑒 − 1, 2.5706𝑒 − 1, 1.1625𝑒 − 1, 4.3599𝑒 − 2, 1.7001𝑒 − 2, 6.4865𝑒 − 3,

4.1173𝑒 − 3, 1.4315𝑒 − 3, 5.8432𝑒 − 4, 5.0247𝑒 − 4, 4.6681𝑒 − 4, 4.4955𝑒 − 4, 4.3554𝑒 − 4, 4.2859𝑒 − 4,

3.1915𝑒 − 4, 2.9758𝑒 − 4, 1.1849𝑒 − 4]

 

Σ4

= [5.5057𝑒 − 1, 5.1337𝑒 − 1, 4.0318𝑒 − 1, 2.3609𝑒 − 1, 1.0087𝑒 − 1, 3.6237𝑒 − 2, 1.4171𝑒 − 2, 5.8553𝑒 − 3,

3.9950𝑒 − 3, 1.2175𝑒 − 3, 9.0644𝑒 − 4, 8.5798𝑒 − 4, 8.0203𝑒 − 4, 7.8589𝑒 − 4, 7.6500𝑒 − 4, 6.9464𝑒 − 4,

3.1178𝑒 − 4]

 

On remarque que les valeurs singulières de sous-système horizontal (Σ1) ne sont pas égales 

aux valeurs singulières de sous-système vertical (Σ4), et sa se rapporte à la non symétrie de la 

réponse impulsionnelle du filtre.    

La Figure 5.14 montre la répartition des valeurs singulières du sous-système horizontal et 

vertical en fonction de l’indice de l’état horizontal et vertical, respectivement. 

 

Fig. 5.14 - Répartition des valeurs singulières de Hankel, à gauche : sous- système horizontal, à droite : sous-

système vertical. 

Pour déterminer l’ordre de model simplifié (𝑚̂, 𝑛̂), on prend dans cette exemple 𝑇𝑂𝐿1 = 105 

et 𝑇𝑂𝐿4 = 105, la troncature des valeurs singulières dominantes  est montré dans la Figure 

5.15. 
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Fig. 5.15 – Troncature des valeurs singulières, dominantes au dessus de la ligne et négligées au dessous de la 

ligne. 

 

Dans cette exemple on obtient 𝑚̂ = 9 et 𝑛̂ = 9, alors ; 

Σ̂1

= [5.8341𝑒 − 1, 5.4101𝑒 − 1, 4.2596𝑒 − 1, 2.5706𝑒 − 1, 1.1625𝑒 − 1, 4.3599𝑒 − 2, 1.7001𝑒 − 2, 6.4865𝑒 − 3,

4.1173𝑒 − 3]

 

Σ̂4

= [5.5057𝑒 − 1, 5.1337𝑒 − 1, 4.0318𝑒 − 1, 2.3609𝑒 − 1, 1.0087𝑒 − 1, 3.6237𝑒 − 2, 1.4171𝑒 − 2, 5.8553𝑒 − 3,

3.9950𝑒 − 3]

 

 

La réalisation dans l’espace d’état {𝐴̂, 𝐵̂, 𝐶̂, 𝐷̂} correspond au filtre choisi est donnée comme 

suite, on donne les sous-matrices avec les dimensions appropriées.  
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𝐴̂ = [𝐴̂
(1) 𝐴̂(2)

𝐴̂(3) 𝐴̂(4)
] = 

Colonne 1 à 9 

0.9543 0.2702 -0.0232 0.0589 -0.0040 0.0107 -0.0010 -0.0008 -0.0005 
-0.2705 0.8307 -0.4050 0.0141 -0.0780 -0.0005 -0.0076 -0.0025 0.0037 
-0.0222 0.4059 0.6490 -0.4864 -0.0074 -0.0648 0.0104 0.0015 0.0067 
-0.0590 0.0130 0.4880 0.4433 -0.5116 0.0008 -0.0212 -0.0206 0.0257 
-0.0042 0.0785 -0.0067 0.5204 0.2755 -0.4748 0.0856 0.0068 0.0440 
-0.0108 0.0001 0.0713 -0.0132 0.5313 0.2066 -0.3509 -0.1223 0.1710 
0.0000 0.0102 -0.0051 0.0566 -0.0236 0.5571 0.2188 0.3988 0.0791 
0.0009 0.0018 -0.0068 0.0116 -0.0445 0.0467 -0.5759 0.1655 -0.1060 
-0.0001 -0.0013 0.0012 -0.0075 0.0064 -0.0636 0.0084 0.6139 0.5809 
-0.0343 0.0794 0.1148 0.1004 0.0460 -0.0066 -0.0327 0.0148 -0.0123 
-0.0797 0.1789 0.2477 0.2155 0.1120 0.0170 -0.0334 0.0175 -0.0188 
0.1143 -0.2444 -0.3128 -0.2694 -0.1721 -0.0971 -0.0476 0.0128 0.0051 
-0.0929 0.1989 0.2553 0.2199 0.1396 0.0771 0.0363 -0.0095 -0.0047 
-0.0340 0.0890 0.1497 0.1332 0.0359 -0.0680 -0.1131 0.0466 -0.0307 
0.0155 0.0014 0.0774 0.0757 -0.0558 -0.2186 -0.2762 0.1086 -0.0611 
-0.0316 0.0331 -0.0329 -0.0374 0.0798 0.2311 0.2815 -0.1098 0.0600 
0.0007 0.0014 0.0082 0.0078 -0.0038 -0.0180 -0.0231 0.0091 -0.0052 
0.0158 -0.0214 -0.0005 0.0028 -0.0353 -0.0865 -0.1026 0.0398 -0.0213 

 

Colonne 10 à 18 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0.9426 0.3039 -0.0332 0.0618 0.0078 0.0101 -0.0004 0.0008 0.0001 
-0.3035 0.7918 -0.4439 0.0262 0.0784 0.0043 -0.0088 -0.0004 -0.0018 
-0.0344 0.4427 0.5770 -0.5180 -0.0057 -0.0675 -0.0029 -0.0053 -0.0020 
-0.0618 0.0273 0.5161 0.3455 0.5347 0.0001 -0.0516 -0.0044 -0.0111 
0.0074 -0.0780 -0.0047 -0.5225 0.1749 0.5387 0.0179 0.0399 0.0149 
-0.0098 0.0033 0.0593 0.0186 -0.4607 0.1326 -0.5694 0.0102 -0.0835 
-0.0016 0.0071 0.0142 0.0154 -0.1134 0.3286 0.1359 -0.5655 -0.1965 
-0.0011 0.0003 0.0070 0.0011 -0.0484 -0.0036 0.4229 0.4249 -0.6945 
-0.0001 0.0042 -0.0050 0.0336 0.0427 0.2292 0.1033 -0.0020 0.1931 
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𝐵̂ = [𝐵̂
(1)

𝐵̂(2)
] = 

0.1070 

0.2331 

-0.3100 

0.2694 

-0.1565 

0.0659 

-0.0250 

-0.0101 

0.0038 

0.0003 

0.0005 

-0.0001 

0.0001 

0.0009 

0.0018 

-0.0018 

0.0002 

0.0006 

 

𝐶̂ = [𝐶̂(1) 𝐶̂(2)] =      

-0.0005, 0.0007, 0.0001, -0.0000, 0.0010, 0.0024, 0.0029, -0.0011, 0.0006, -0.1126, 0.2467, 

0.3228, 0.2641, -0.1385, 0.0519, 0.0190, 0.0055, 0.0052 

 

𝐷̂ = 𝐷 = −1.7863𝑒 − 005. 

On peut mettre ses matrices sous une forme canonique, cette forme possède une importance 

remarquable dans l’implémentation et la réalisation des filtres numérique, il est obtenue on 

transformant le système par une matrice de transformation non singulière 𝑇 = [
𝑇1 0
0 𝑇4

] 

comme il est indiqué dans [2], on obtient la forme canonique de la réalisation {𝐴̂, 𝐵̂, 𝐶̂, 𝐷̂} 

comme suite 
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𝐴̂ = 

Colonne 1 à 9 

0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 0.0666 
1.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 -0.5508 
0.0000 1.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 2.2235 
0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 -5.7400 
0.0000 -0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 10.4425 
-0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 1.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 -13.9079 
0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 1.0000 0.0000 -0.0000 13.6098 
-0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 -9.4930 
-0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 4.3246 
-0.0000 -0.0001 -0.0002 -0.0001 0.0001 0.0005 0.0011 0.0016 0.0018 
-0.0001 -0.0003 -0.0006 -0.0003 0.0006 0.0017 0.0024 0.0023 0.0022 
-0.0001 -0.0004 -0.0005 0.0001 0.0012 0.0015 0.0001 -0.0025 -0.0039 
-0.0000 0.0001 0.0004 0.0009 0.0006 -0.0015 -0.0058 -0.0107 -0.0131 
0.0001 0.0008 0.0015 0.0007 -0.0016 -0.0045 -0.0060 -0.0059 -0.0055 
0.0004 0.0015 0.0016 -0.0018 -0.0056 -0.0040 0.0081 0.0256 0.0348 
0.0008 0.0018 0.0005 -0.0057 -0.0098 0.0000 0.0318 0.0728 0.0937 
0.0009 0.0019 -0.0003 -0.0079 -0.0118 0.0027 0.0449 0.0981 0.1252 
0.0008 0.0019 0.0005 -0.0061 -0.0104 0.0001 0.0339 0.0774 0.0997 

 

Colonne 10 à 18 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0.0000 1.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 
-0.0000 0.0000 1.0000 0 -0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 
0.0000 -0.0000 -0.0000 1.0000 0.0000 0 0.0000 -0.0000 0.0000 
0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 
-0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 1.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 
0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 1.0000 -0.0000 0.0000 
0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 
-0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 1.0000 
0.0448 -0.3584 1.4249 -3.6856 6.8322 -9.4346 9.7555 -7.3516 3.7184 
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𝐵̂ = 

1.0000 
-0.0000 
0.0000 
-0.0000 
-0.0000 
0.0000 
-0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0001 
0.0001 
-0.0000 
-0.0002 
-0.0003 
-0.0002 
-0.0001 
-0.0002 

 

𝐶̂ = 

0.0000 0.0001 0.0001 0.0000 -0.0002 -0.0004 -0.0004 -0.0002 -0.0001 1.0000 -0.0000 
0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 

 

𝐷̂ = −1.7863𝑒 − 005. 

 

La réponse fréquentielle de filtre réduit sur l’échelle normal et logarithmique est donnée dans 

la Figure 5.16.a, et  5.16.b, respectivement. 
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Fig. 5.16.a – Réponse fréquentielle du filtre réduit (échelle normal). 

 

Fig. 5.16.b – Réponse fréquentielle du filtre réduit (échelle logarithmique). 

L’erreur fréquentielle entre le filtre initial et son approximant réduit est montré dans la Figure 

5.17 sur l’échelle normal (a) et logarithmique (b), respectivement. 
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Fig. 5.17.a – Erreur fréquentielle (échelle normal). 

 

Fig. 5.17.b – Erreur fréquentielle (échelle logarithmique). 

La Figure c’est dessous montre les graphes de la réponse de la phase, en évaluant la fonction 

de transfert bidimensionnelle  dans trois points fixes sur le cercle unité  𝑤𝑖 = 𝑒𝑗2𝜋𝑖/𝑀, où 𝑀 =

64 et 𝑖 = {20,30,64} 
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Fig. 5.18 – La réponse de la phase du système 1D après évaluation du système 2D dans trois points fixes sur le 

cercle unité 𝑤20 = 𝑒𝑗2𝜋×20/64, 𝑤30 = 𝑒𝑗2𝜋×30/64 et 𝑤64 = 𝑒𝑗2𝜋×64/64. 

On remarque que les graphes se défèrent très légèrement et la phase reste linéaire dans la 

bande passante [0 0.4], la petite déformation dans la pente autour de la fréquence (𝑓 =

0.22) existe aussi dans la réponse de la phase du filtre initial, cela montre bien que la 

propriété linéaire de la phase du filtre initial est toujours préservée après réduction. 

Le Tableau 5.3 comporte quelques mesures pour différentes ordres réduits du filtre après 

réduction. 
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Tableau 5.3 –Mesures effectuées après réduction. 

(𝑇𝑂𝐿1, 𝑇𝑂𝐿4) (104, 104) (105, 105) (104, 5 × 104) 

(𝑚̂, 𝑛̂) (7,7) (9,9) (7,8) 

𝐸𝑟𝑟(𝑅𝑝) 0.025623 0.0035205 0.023104 

𝐸𝑟𝑟(𝑅𝑠) 0.02314 0.0045287 0.023194 

𝜖∞(%) 2.55 0.45 2.31 

𝜖2(%) 2.53 0.53 2.22 

𝜌(𝐴̂1) 0.8209 0.8030 0.8209 

𝜌(𝐴̂4) 0.8020 0.7857 0.8272 

 

5.5. Interprétations et conclusion : 

 

D’après les résultats de simulation, on tire les conclusions suivantes :  

- Le filtre d’ordre réduit (𝑚̂, 𝑛̂) approche de très près le filtre initial d’ordre complet 

(𝑚, 𝑛) (voir Fig.5.4, Fig.5.10, et Fig.5.16), ceci est vérifié d’après la courbe 

d’erreur fréquentielle (voir Fig.5.5, Fig.5.11, et Fig.5.17). Cette bonne 

approximation est due au fait que l’approche de réduction développée, basée sur le 

critère SVD, présente l’avantage d’éliminer les états de faibles énergies, donc 

inutiles du filtre d’ordre complet. 

- Le filtre réduit résultant est un filtre RII de dénominateur séparable, qui est plus 

convenable dans la réalisation, et possède la caractéristique de dénominateur 

séparable qui est utile lors  du test de stabilité. 

- Une forme canonique du filtre résultant est possible en appliquant une 

transformation matricielle adéquate (voir la réalisation en espace d’état dans 

l’Exemple 3). 

- Si un fenêtrage par la méthode de Huang est utilisé pour la synthèse de filtre 

d’ordre complet, les ordres 𝑚, 𝑛 doivent être égaux, cependant les ordres de filtre 

réduit 𝑚̂, 𝑛̂ peuvent être différents (voir Tab.5.2). 

- La linéarité et la stabilité du filtre d’ordre réduit sont toujours garanties (voir 

Fig.5.6, Fig.5.12, et Fig.5.18 pour la linéarité et voir Tab.5.1, Tab.5.2, et Tab.5.3 

pour la stabilité).  
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Chapitre 6 

 

CONCLUSION GENERALE  

Le présent travail traite l’approximation des filtres numérique RIF-2D par le modèle réduit. 

L’idée est de synthétiser un filtre par la méthode de fenêtrage, dans le chapitre1 on a présenté 

cette méthode, une fenêtre bidimensionnelle peut être calculé en suivant trois étapes, la 

première consiste au choix de la fenêtre analogique unidimensionnelle par exemple la fenêtre 

rectangulaire, triangulaire, Hamming, etc.., la deuxième étape on tournant cette fenêtre par 

rapport à l’origine, cette version tournée devient une fenêtre bidimensionnelle circulairement 

symétrique, la dernière étape consiste à discrétiser la fenêtre obtenue suivant l’axe 𝑖, 𝑗 
respectivement. La fenêtre 2D obtenue garde les mêmes propriétés de fenêtre 1D utilisée. 

Après la phase de la synthèse, on a décrire dans le chapitre 3 l’approche de  la modélisation 

des filtres RIF-2D en termes des matrices, autrement-dit, la représentation du  système dans 

l’espace d’état, dans cette approche un ensemble de signaux internes désignés sous le nom des 

variables d'état est employé pour décrire complètement le fonctionnement du filtre. 

L'approche est très utile dans l'analyse, la synthèse, et la réalisation des filtres numériques. 

Nombreux des modèles dans l’espace d’état pour les systèmes bidimensionnels sont proposés, 

parmi eux on à choisit le modèle de Givone-Roesser dû à sa généralité et simplicité relative 

par rapport aux autres. On a montré que les filtres RIF-2D appartiennent à la classe des filtres 

séparables, ce type des filtres est représenté dans l’espace d’état sous une forme canonique 

localement commandable et localement observable, ainsi, un des sous matrices 𝐴2 ou 𝐴3 de la 

matrice système 𝐴 est nulle. Dans le chapitre 4, la méthode de réduction par la méthode des 

réalisations équilibrées est montrée, la définition des Gramians  présentée dans ce chapitre 

fournissent une extension naturelle des Gramians de commandabilité et d’observabilité 1D 

pour les systèmes 2D, dans le cas des filtres séparables, stables, et localement commandable 

et observable les sous matrice anti diagonal de ces Gramians sont nulles, cette propriété 

permet de dériver des équations de Lyapunov et donc quelque résultats importants qui sont 

connus pour les systèmes 1D peuvent être prolongés pour tels systèmes 2D. Par l’utilisation 

des ces équations on peut équilibrer notre système global 2D, on a vu que l’équilibre du 

système global est n’est rien que l’équilibre de deux système 1D. Après avoir un système 2D 

équilibré, on peut appliquer le critère de la norme de Hankel pour la troncature  des états 

dominants et l’élimination des états de faible énergie et le système résultant représente la 

version simplifiée du système initial. 

 

D'après les résultats de simulation, on tire les conclusions suivantes 

- Le filtre d’ordre réduit approche de très près celle d’ordre complet ceci est vérifié par 

la courbe d'écart d'erreur et les autres mesures. Cette bonne approximation est due au 

fait que l'approche de réduction développée, basée sur le critère SV D, présente 

l'avantage d'éliminer les modes de faible énergie. 

- La technique de l’équilibre appliqué aux filtres séparables stables préserve la propriété 

de séparabilité et encore la stabilité du filtre réduit. 

- La phase du filtre initial est préservée après l’application de la technique de réduction 

développée. 

-  Peut être le seul inconvénient de la technique d’équilibre est la grande complexité 

informatique  exigée pour calculer les Gramians de commandabilité et d’observabilité, 
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et la dérivation d’un forme canonique avant la réduction est très intéressant pour 

minimiser cette complexité, comme on a vu, la représentation des filtres RIF-2D sous 

un tel forme est possible. 
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ANNEXE A 

Démonstration du Théorème 4.9 : 

Supposant que la réalisation 2D séparable {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷} est équilibré, stable, et localement 

commandable et observable d’ordre (𝑚, 𝑛) et sa réalisation réduit est d’ordre(𝑚̂, 𝑛̂). Ainsi, 

𝜎𝑚̂
(1)

> 𝜎𝑚̂+1
(1)

 et 𝜎𝑛̂
(4)

> 𝜎𝑛̂+1
(4)

. Dans [32] et [11], il est montré pour un système séparable avec 

𝐴(2) = 0 que, 

 𝜓𝑚,𝑛 = [
𝑃𝑚 0
0 𝒫𝑚𝑛

] ∈ ℝ(𝑚+𝑛)∙𝑝(𝑚𝑛+𝑚+𝑛) 

Avec    𝑃𝑖 = [𝐵(1), 𝐴(1)𝐵(1), ⋯ , 𝐴(1)𝑖−1
𝐵(1)] ∈ ℝ𝑚∙𝑝𝑖, 

              ℬ𝑖 = [𝐵(2)|𝐴(3)𝑃𝑖] ∈ 𝑅𝑛∙𝑝(𝑖+1), 

              𝒫𝑖𝑗 = [ℬ𝑖 , 𝐴
(4)ℬ𝑖,⋯ , 𝐴(4)𝑗−1

ℬ𝑖] ∈ ℝ𝑛∙𝑝(𝑖+1)𝑗 

Pour (𝑖, 𝑗) ≥ 0. Aussi 

𝛩𝑚,𝑛 = [𝒬𝑚,𝑛|
𝑄𝑛

0
] ∈ ℝ𝑞(𝑚𝑛+𝑚+𝑛)∙(𝑚+𝑛) 

 

Avec      𝑄𝑗 =

[
 
 
 

𝐶(2)

𝐶(2)𝐴(4)

⋮

𝐶(2)𝐴(4)𝑗−1]
 
 
 
,    𝐶𝑗 = [

𝐶(1)

𝑄𝑗𝐴
(3)],     𝒬𝑖𝑗 =

[
 
 
 
 

𝐶𝑗

𝐶𝑗𝐴
(1)

⋮

𝐶𝑗𝐴
(1)𝑖−1

]
 
 
 
 

 . 

 

                𝑄𝑗 ∈ ℝ𝑞𝑗∙𝑛,   𝐶𝑗 ∈ ℝ𝑞(𝑗+1)∙𝑚,   𝒬𝑖𝑗 ∈ ℝ𝑞𝑖(𝑗+1)∙𝑚 

Pour la convenance, le Théorème sera démontré par la démonstration  du quatre oppositions. 

Opposition A.1 : 

{𝐴̂(1), 𝐵̂(1), 𝐶̂(1)} ≡ {𝐴1
(1)

, 𝐵1
(1)

, 𝐶1
(1)} est commandable, alors, 

{𝐵1
(1)

, 𝐴1
(1)

𝐵1
(1)

,⋯ , 𝐴1
(1)𝑚̂+1

𝐵1
(1)

} ∈ ℝ𝑚̂.𝑞𝑚̂ est de rang 𝑚̂. 

Démonstration : Considérant le sous-système (1,1) de la première relation dans le Théorème 

4.6 on a 

𝐴1
(1)

Σ1
(1)

𝐴1
(1)𝑡

+ 𝐴2
(1)

Σ4
(1)

𝐴2
(1)𝑡

= −𝐵1
(1)

𝐵1
(1)𝑡

.                                (A.1) 
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Si {𝐴(1), 𝐵(1), 𝐶(1)} n’est pas commandable, ∃𝜐 ∈ ℂ𝑚̂, ‖𝜐‖2 = 1, et 𝜆 ∈ ℂ telle que 

                                            𝐴1
(1)𝑡

𝜐 = 𝜆𝜐,         𝑣∗𝐴1
(1)

= 𝜆∗𝑣∗                                            

𝐵1
(1)𝑡

𝜐 = 0,         𝑣∗𝐵1
(1)

= 0.                                                    (A.2) 

Effectuant la pré- et la post-multiplication de (A.1) par 𝑣∗ et 𝑣, respectivement, on obtient 

(1 − |𝜆|2)𝑣∗Σ1
(1)

𝑣 = 𝑣∗𝐴2
(1)

Σ4
(1)

𝐴2
(1)𝑡

𝑣.                                         (A.3) 

Maintenant  

𝑣∗Σ1
(1)

𝑣 ≥ 𝜎𝑚̂
(1)

    et    𝑣∗𝐴2
(1)

Σ4
(1)

𝐴2
(1)𝑡

𝑣 ≤ ‖𝐴2
(1)𝑡

𝑣‖
2

2

. 𝜎𝑚̂+1
(1)

.             (A.4) 

Alors 

(1 − |𝜆|2). 𝜎𝑚̂
(1)

≤ ‖𝐴2
(1)𝑡

𝑣‖
2

2

. 𝜎𝑚̂+1
(1)

.                                             (A.5) 

 Mais, à partir du travail dans [42], on a ‖𝐴(1)𝑡‖
2

≤ 1. Donc  

‖
𝐴1

(1)𝑡

𝐴2
(1)𝑡

𝑣‖

2

≤ 1 ⇔ ‖𝐴1
(1)𝑡

𝑣‖
2

2

+ ‖𝐴2
(1)𝑡

𝑣‖
2

2

≤ 1

⇔ ‖𝐴2
(1)𝑡

𝑣‖
2

2

≤ 1 − |𝜆|2. 

                                                                                                        (A.6) 

Ceci implique que 

(1 − |𝜆|2). 𝜎𝑚̂
(1)

≤ (1 − |𝜆|2). 𝜎𝑚̂+1
(1)

.                                              (A.7) 

Car 𝐴1
(1)

est stable, on a 𝜎𝑚̂
(1)

≤ 𝜎𝑚̂+1
(1)

, c’est une contradiction. Alors, {𝐴1
(1)

, 𝐵1
(1)

, 𝐶1
(1)

} est 

commandable. 

Opposition A.2 :  

{𝐴̂(1), 𝐵̂(2), 𝐶̂(2)} ≡ {𝐴1
(4)

, 𝐵1
(2)

, 𝐶1
(2)

} est observable, alors, 

{𝐶1
(2)𝑡

, 𝐴1
(4)𝑡

𝐶1
(2)𝑡

, 𝐴1
(4)𝑡

𝑛̂+1

𝐶1
(2)𝑡

} ∈ ℝ𝑝𝑛̂.𝑛̂ est de rang 𝑛̂. 

Démonstration :  

Considérant le sous-système (1,1) de la quatrième relation dans le Théorème 4.6. Alors, la 

démonstration est similaire à la démonstration de l’Opposition A.1. 
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Opposition A.3 :  

𝒫𝑚̂𝑛̂ = [ℬ𝑚̂ , 𝐴1
(4)

ℬ𝑚̂ ,⋯ , 𝐴1
(4)𝑛̂−1

ℬ𝑚̂] ∈ ℝ𝑛̂∙𝑝(𝑚̂+1)𝑛̂ est de rang 𝑛̂. 

Démonstration :  

Le sous-système (1,1) de la troisième relation dans le Théorème 4.6 donne 

𝐴1
(4)

Σ1
(4)

𝐴1
(4)𝑡

+ 𝐴2
(4)

Σ4
(4)

𝐴2
(4)𝑡

− Σ1
(4)

= − [𝐵1
(2)

𝐵1
(2)𝑡

+ 𝐴1
(3)

Σ1
(1)

𝐴1
(3)𝑡

+ 𝐴2
(3)

Σ4
(1)

𝐴2
(3)𝑡

]. 

                                                                                                        (A.8) 

Si 𝒫𝑚̂,𝑛̂ est de rang incomplet, ∃𝜐 ∈ ℂ𝑛̂, ‖𝜐‖2 = 1, et 𝜆 ∈ ℂ tels que 

                                       𝐴1
(4)𝑡

𝜐 = 𝜆𝜐,         𝑣∗𝐴1
(4)

= 𝜆∗𝑣∗ 

ℬ𝑚̂
𝑡 𝑣 = 0,               𝑣∗ℬ𝑚̂ = 0.                                                       (A.9) 

Alors 

𝑣∗ℬ𝑚̂ = 𝑣∗[𝐵1
(2)

𝐴1
(3)

𝑃𝑚̂] = 0.                                                  (A.10) 

Ceci implique que 

𝑣∗𝐵1
(2)

= 0,   et    𝑣∗𝐴1
(3)

𝑃𝑚̂ = 0.                                                 (A.11)       

Car 𝑃𝑚̂ = [𝐵1
(1)

, 𝐴1
(1)

𝐵1
(1)

, ⋯ , 𝐴1
(1)𝑚̂−1

𝐵1
(1)

] ∈ ℝ𝑚̂∙𝑞𝑚̂  est de rang 𝑚̂ (voir Opposition A.1), on 

a 

𝑣∗𝐴1
(3)

= 0.                                                                                   (A.12)   

Effectuant la pré- et la post-multiplication de (A.8) par 𝑣∗ et 𝑣, respectivement, on obtient 

(1 − |𝜆|2)𝑣∗Σ1
(4)

𝑣 = 𝑣∗ [𝐴2
(4)

Σ4
(4)

𝐴2
(4)𝑡

+ 𝐴2
(3)

Σ4
(1)

𝐴2
(3)𝑡

] 𝑣.         (A.13) 

Maintenant 

     𝑣∗Σ1
(4)

𝑣 ≥ 𝜎𝑛̂
(1)

 , 

𝑣∗𝐴2
(4)

Σ4
(4)

𝐴2
(4)𝑡

𝑣 ≤ ‖𝐴2
(4)𝑡

𝑣‖
2

2

. 𝜎𝑛̂+1
(4)

    et     𝑣∗𝐴2
(3)

Σ4
(1)

𝐴2
(3)𝑡

𝑣 ≤ ‖𝐴2
(3)𝑡

𝑣‖
2

2

. 𝜎𝑚̂+1
(1)

      (A.14) 

Alors 

(1 − |𝜆|2). 𝜎𝑛̂
(4)

≤ ‖𝐴2
(4)𝑡

𝑣‖
2

2

. 𝜎𝑛̂+1
(4)

+ ‖𝐴2
(3)𝑡

𝑣‖
2

2

. 𝜎𝑚̂+1
(1)

                                  ≤

‖𝐴2
(4)𝑡

𝑣‖
2

2

. 𝜎𝑛̂+1
(4)

.                                                                                  (A.15) 
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Mais, à partir [42], on a aussi ‖𝐴(4)𝑡‖
2

≤ 1. Donc  

‖
𝐴1

(4)𝑡

𝐴2
(4)𝑡

𝑣‖

2

≤ 1 ⇔ ‖𝐴1
(4)𝑡

𝑣‖
2

2

+ ‖𝐴2
(4)𝑡

𝑣‖
2

2

≤ 1

⇔ ‖𝐴2
(4)𝑡

𝑣‖
2

2

≤ 1 − |𝜆|2. 

                                                                                                      (A.16) 

Ceci implique que  

(1 − |𝜆|2). 𝜎𝑛̂
(4)

≤ (1 − |𝜆|2). 𝜎𝑛̂+1
(4)

.                                             (A.17) 

puisque 𝐴1
(4)

est stable, on a 𝜎𝑛̂
(4)

≤ 𝜎𝑛̂+1
(4)

, c’est une contradiction. Alors, 

𝒫𝑚̂,𝑛̂ est de rang complet. 

Opposition A.4: 

[
 
 
 
 

𝐶𝑛̂

𝐶𝑛̂𝐴1
(1)

⋮

𝐶𝑛̂𝐴1
(1)𝑚̂−1

]
 
 
 
 

∈ ℝ𝑝(𝑛̂+1)𝑚̂ 

Est de rang 𝑚̂. 

Démonstration :  

Considérant le sous-système (1,1) de la deuxième relation dans le Théorème 4.6. Alors, notant 

que 

     𝑄𝑛̂ =

[
 
 
 
 𝐶1

(2)

𝐶1
(2)

𝐴1
(4)

⋮

𝐶1
(2)

𝐴1
(4)𝑛̂−1

]
 
 
 
 

∈ ℝ𝑝𝑛̂.𝑛̂ 

Est de rang 𝑛̂ (voir l’Opposition A.2), la démonstration est similaire de la démonstration de la 

Opposition A.3. 

L’utilisation des résultats  au dessus conclut  la démonstration du Théorème 4.9.        
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ANNEXE B 

Procédure d’obtention de la matrice d’équilibre d’un système 1D : 

Entrées : Soit le système 1D d’ordre 𝑛 représenté par les Gramians de commandabilité et 

d’observabilité 𝒫, et 𝒬, respectivement, 

Etape 1 : Factorisation de Cholesky [12] de la paire  (𝒫, 𝒬) telle que 

𝒫 = 𝑆. 𝑆𝑡                                                           (B.1) 

𝒬 = 𝐿. 𝐿𝑡                                                            (B.2) 

Avec 𝑆 et 𝐿 sont des matrices triangulaires inferieurs. 

Etape 2 : Décomposition en valeurs singulières SVD [12] de la quantité 

𝑀 = 𝑆𝑡 . 𝐿                                                             (B.3) 

Tel que 

𝑀 = 𝑈. 𝛴. 𝑉𝑡                                                         (B.4) 

Où 𝑈 et 𝑉 sont de 𝑛 × 𝑛 − matrices orthogonales. 

Σ = 𝑛 × 𝑛 − matrice diagonale (matrice des valeurs singulières du système), telle que 

Σ = diag{𝜎1, 𝜎2,⋯ , 𝜎𝑛} avec 𝜎𝑖 > 𝜎𝑗, pour 𝑖 > 𝑗. 

Sorties : obtention de la transformation d’équilibre 𝑇 et de son inverse 𝑇−1 

𝑇 = 𝐿. 𝑉. 𝛴−1/2                                                          (B.5) 

𝑇−1 = 𝛴−1/2. 𝑈𝑡 . 𝑆𝑡                                                    (B.6) 

 

 

 

 

 

 


