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Résumé

Une modélisation des fissures planes internes dans les structures 3D par la méthode des fonctions de
poids a incrémentation numérique est présentée. Notre contribution dans la procédure numérique et
l'adaptation du maillage a amélioré le rapport (précision/cout de calcul) des résultats, et aussi augmenté la
maniabilité du code de calcul pour pouvoir modéliser toutes les formes des fissures planes (elliptiques,
polygonales, arbitraire). Cette modélisation a pour objectif de quantifier le Facteur d’Intensité des
Contraintes (FIC) sur bout des fissures étudiées couplé avec une loi de propagation, ce calcul permet
d'évaluer la durée de vie des structures en propagation ductile et le seuil de stabilité en propagation brutale.
Une partie d'étude expérimentale a été également menée sur la fissuration d'un matériau quasi-fragile a
savoir le mortier.

Mots-clés : Fonction de poids numérique, Facteur d'intensité des contraints, Fissure elliptique, Fissure

quelconque, Fatigue, Rupture brutale.

Abstract

Internal plane cracks in the three dimension structures are modeled by the method of weight functions.
Our contribution in the numerical procedure and meshing adaptation has improved the ratio (precision/
calculation cost) of the results, and increased the handiness of the program to be able to model all plane
cracks forms (elliptic, polygonal, arbitrary). This modeling has an aim of quantifying the Stress Intensity
Factor (SIF) on the studied crack extremity, combined with a propagation law, this calculation allow to
evaluate the life duration of the structures in a ductile propagation and the stability critic level in brutal
propagation. A part of experimental study has been also led to study the cracks in a near frail substance
like mortar.

Keywords: Numerical weight functions, Stress intensity factor, Elliptical crack, arbitrary crack,

Fatigue, Brittle fracture.



Table des matiéres

Introduction générale et recherche bibliographique

Chapitre I. Généralités sur la mécanique de la rupture
1 IREPOAUCTION ..o
2. Mécanique linéaire de la rupture (IMILR) ...
2.1. Méthode des facteurs d'intensité de contrainte (FIC) ...
2.2, APPLOChe ENEIGEtIQUE. ......iiiiieiii e
2.3. Principe de superposition en MR ...
2.4. Introduction de la zone plastique au fond de la fissure..................ooo
3. Mécanique non linéaire de la rupture (MINLR) ...
3.1. L'écartement au fond de fissutre (CTOD) ..o
3.2. T0EEGIAlE J oo e
4. Propagation des fiSSures €N fAtIZUE ............oooiiiiiiiiiiiiiiitiiiiie s
5. Application sur les fissures planes dans un domaine tridimensionnel ...
5.1. Les champs MECAMIGUES .........oiuiuiiiiiiiiiiii e
5.2. Lois de propagation de fISSULES ............ooiiiiiiiiiiiitie et
0. CONEIUSION ...ttt

Chapitre II. Théorie des fonctions de poids et formulation de Rice

1. INtrOdUCHON Lo
2. Formulation de RICE ...
3. Fonctions de poids pour une fissure plane en mode MIXEE ...........ocooiioiiiiiiiiiiiiiiee e
4. Définition et propriétés élémentaires des champs K, Z o et W o,
5. Variation du saut de déplacement due a une avancée coplanaire du front de fissure ..............ccoovvinne.
6. Formules de Rice dans le mode I ...
6.1. Variation des FLC
0.2. Variation des fonctions de POIAS ..........coiiiiiiiiiiii i
7. Définition de la Valeur principale de Cauchy (VP) ..o
7.1, SINGUIALIEE STMPLE ..o
7.2. Singularité double ...
8. CONSIUCHON A OBl ..o
9. CoNSLIUCHON A€ OBn oo
10, CONCIUSION ..o
Chapitre III. Mise en oeuvre numérique
1. INEEOAUCHON ..o
20 MIAIIIAZE ...
2.1. Parameétres de la fissure dONNEE ...
2.2. Maillage de la fissure dONMEE ..ot

2.3. Maillage de la forme de fissure InItial ............coooiiiiiiiiiiii e



2.4. Maillage des formes INterMEIAIIES ...........coiiiiiiiiiiiiiiiet e 50

3. Calcul de FIC au front de fissure dONNEE ..ottt 51
3.1 Détermination de K et W le long du front initial ... 51
3.2. Calculs itératifs pour les fronts INtermMEIAILES ............ocoovoiiiiiiiiiiit e, 52

3.2.1. ADSCISSE CULVIIGIIE ... 52
3.2.2. Calcul de 1a NOTMALE ..o 53
3.2.3. Détermination de I'aVanCe.................ooooiiiio oo 54
3.2.4. Evaluation de OK ... 56
3.2.5. Evaluation de W 59
3.2.6. Détermination des K W de la courbe suivante ... 60

4. Calcul dans le cas de 1a fatiGUE ..........ooooiiiiiiiiii e 62
4.1. Parametres de 1a fatiGUE ... 62
4.2. Calcul itératif pour chaque frONt ..., 63

4.2.1. FIC K, etle nombre des cycles N ..o, 63
4.2.2. DEAUCiON de I"AVANCE ......ooooiioiioiooe e 64
4.2.3. Abscisse curviligne et 1a NOrmale ... 64
4.2.4. Déduction des points du front SUIVANT. ........ o 64
4.2.5. Détermination des K ;W de la courbe suivante ... 65
5. CONCIUSION ... e, 65

1 TOEEOUCTION .ttt 67
2. Evaluation du FIC €0 StAtIGQUE .......ooiiiiiiii et 67
2.1, FISSULES EIIPTIQUES .....ouiviiiii i 67
2.2.1. Influence de nombre des courbes et nombre des points sur l'erreur moyenne...........cc....cc.. 71

2.2.2. Temps de CalCul ... 73

2.2, TASSULES €01 POLYZOME ...t 74
2.3. Fissures de forme qUEICONQUE ..ot 77

3. Propagations des fissures en fatigue ............ocoooiiiiiiiiiiiiiiii e, 79
3.1, TASSULES ELIPHIGUES ... 79
3.2, TASSULES €0 POLYZOME ...t 84
3.3. Fissures de forme qUEICONGUE ........oiiiiiiiii e 86

4. Propagation des fissures par rupture brutale ... 87
3.1, FISSULES ELEPLIGUES ...t 89
3.2, TASSULES €N POLYZOME ... et 93
3.3. Fissures de forme qUEICONGUE ..ot 95

5. CONEIUSION .. 97

1. I0trOAUCHON .o 99
2. NOHONS SUTL 1€ MIOTTIET ..o, 99
3. Parameétres influant sur la résistance du MOTter ... 99
4. MELhOdEs UHLSEES ..o e, 100

A1, THaCHON AITECE oo e 100

4.2, Es5a1s de FENAGE .....o.oviiiiiiiiiii e 102
5. Dimensions des fissures et des éprouvettes pour I'essai de fendage ... 103
0. Réalisation des fissures et des éprouvettes pour les essais réalises..............cooviiiooiiiiiiiiiiiec e, 105

7. Résultats et INTErPIEtAtIONS ........oiiiiiiiiiiiiiiei et 107



7.1. Résultat de I'essai de traction dIFECTE ......o.vove oo 107

7.2. Détermination de résistance de mortier a la traction par fendage....... ... 108

7.3. Détermination de FIC critique(ténacité)du mortier pour différents dosage.............ccoooieiiiiiinn. 109
7.4. L'influence de la forme de la fissure sur la résistance a la fissuration, et comparaison avec les

RESUIAtS MUMETIQUES ...t ettt 110

8- CONEIUSION ...t 112

Conclusions et perspectives
Références bibliographiques
Annexes



Nomenclature

Notations

E

[u]
K Ky Ky,
K

Ic

G

EQ

>

am

Module de Young.

Coefficient de Poisson.

Facteur de concentration de contrainte.

Saut de déplacement.

Les factures d'intensité de contrainte (FIC) en mode I, II, III respectivement.
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Introduction générale

Le cout des accidents liés aux ruptures catastrophiques des structures jusqu’a la fin des années quatre-vingt
(80) du siccle dernier représente, d’apres une étude économique [Zeg, 03], pres de 4% du Produit National
Brut (PNB) dans les pays industriels industrialisés. D’aprés la méme étude, On pourrait réduire ce cott
d’environ 30% si on appliquait correctement les concepts connus de la mécanique de la rupture et de 25%

supplémentaires par le développement des recherches dans le domaine de la rupture.

La pertinence de la maitrise d’une telle science est due au fait de 'importance des incidents liés a la
rupture et a la délicatesse de la prévention de leurs risques. On distingue deux causes majeures provoquant
la rupture des structures :

- Une négligence dans la conception, dans la construction ou dans I'utilisation de la structure qui pourrait
étre évitée si la structure avait été bien dimensionnée avec un choix de matériaux adaptés et un chargement
correctement évalué.

- Lutilisation d’'un nouveau matériau ou d’un nouveau procédé, qui peut provoquer une rupture
inattendue ou la prévention de la rupture est plus délicate ; en effet lorsqu’on utilise un nouveau matériau
ou un nouveau procédé, il y a souvent un certain nombre de facteurs que le concepteur ne maitrise pas

toujours.

Eviter la rupture des édifices et des structures était depuis longtemps une préoccupation pour ’homme.
Les concepteurs des structures de 'Egypte des pharaons (pyramides) ou ceux des civilisations qui leurs ont
succédé (romaine, perse, musulmane, ...) nous ont laissé des édifices que 'on peut encore contempler, ce
qui prouve bien qu’ils avaient le souci d’éviter la ruine des structures. Mais comme les structures anciennes
de pierre, de brique ou de mortier étaient chargées en compression, elles ont autant résisté car le risque de
rupture par fissuration était tres faible en I'absence de la traction contribuant directement a 'ouverture des
fissures.

Le probléme de la rupture est actuellement plus crucial avec le développement des structures complexes lié
au progres technologique utilisant des matériaux travaillant en traction tels que les aciers, les alliages
métalliques et récemment les composites. Les avancées dans la connaissance en mécanique de la rupture
(MDR) ont commencé par le cadre linéaire de cette science (I'école de la MDR linéaire). I s’agit
essentiellement des travaux de Griffith exposés en 1920 [Gri, 20] et ceux d’Irwin présentés 28 ans plus tard

[Irw, 48]. La deuxieme approche ('école de la MDR non linéaire) qui prend en compte la présence de la

10



Introduction générale et recherche bibliographigne

plastification dans la zone fissurée d’une manicre plus explicite, n’a vu le jour que depuis 1961 grace aux
travaux de Wells [Wel, 61] et aussi aux travaux de Hutchinson [Hut, 68] et ceux de Rice et Rosengren [Ric,
68] apres.

Par rapport a ce contexte, notre étude porte sur I’évaluation du facteur d’intensité de contrainte (FIC) sur
le contour des fissures internes de formes arbitraires dans un milieu infini sous un chargement uniforme
de mode I considéré comme le mode de rupture le plus dangereux, dans le but de prévoir un éventuel
risque de fissuration pour beaucoup de problemes pratiques, tout en restant en mécanique de la rupture
linéaire.

Les méthodes expérimentales et analytiques constituaient les principales approches en sciences physiques,
cependant avec I’évolution de Iinformatique, une troisitme approche qui consiste en la simulation
numérique s’est imposée dans la résolution des problemes de la mécanique de la rupture. Parmi lesquelles
on trouve la méthode des fonctions de poids a incrémentation numérique. Cette méthode adoptée dans la
modélisation du phénomene de fissuration dans cette étude, est basée sur la balance du bilan énergétique
due a une avance élémentaire de la fissure connue sous le nom de la formulation de Rice [Ric, 89].

La principale raison de ce choix est la grande simplicité que représente cette technique, sur le plan de la
formulation mathématique et sur le plan du traitement numérique vis-a-vis des autres techniques
numériques les plus utilisées en mécaniques de la rupture, telles que la méthode des éléments finis (FEM)

et la méthode des éléments aux frontieres (BEM).

Sur le plan numérique, la discrétisation se limite a la partie ayant le plus d’influence sur la solution
recherchée du probleme. Donc, pour les problemes de fissuration, on s’intéresse uniquement au maillage
de la fissure sur laquelle on projette toutes les conditions de chargement du probleme. Cette approche
permet donc un gain de la taille de mémoire de calcul par rapport a la BEM puisqu’elle n’exige pas de
mailler toutes les fronticres et elle permet encore plus de gain par rapport a la FEM puisqu’on ne discrétise

pas toute la structure.

Sur le plan de la formulation mathématique, la solution avec la méthode de fonction de poids est donnée
par un calcul intégral direct. Ce qui n’est pas le cas en fissuration pour les autres méthodes FEM et BEM,
pour lesquelles DIévaluation du facteur d’intensité de contrainte est un calcul indirect, passant
obligatoirement par la détermination du champ de contrainte ou le champ de déplacement ou encore par
des évaluations énergétiques. Il est a signaler aussi que les singularités présentes dans la solution donnée
moyennant les fonctions de poids sont nettement moins compliquées que celles de la BEM, T'ordre est
plus faible et leur traitement est tres abordable.

Par rapport a la méthode de fonction de poids (FP) classique comme on peut la trouver dans les travaux
de Oore et Burns [Oor, 80], Krasowsky et al. [Kra, 99] et ceux de Hachi et al. [Hac, 05-09], la méthode de

FP a incrémentation numérique donne la solution en formulation intégrale mais uniquement sur le contour
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de la fissure au lieu de sa surface. Alors un gain appréciable en formulation et en cout de calcul mais qui

est da évidemment a sa restriction a traiter des problemes uniquement a chargement uniforme.

La contribution de cette étude porte sur le développement d’une procédure numérique détaillée et
généralisée portant sur l'utilisation de la méthode de FP a incrémentation numérique. Clest cette
description explicite des différentes étapes de calcul qui manquait dans les travaux de numérisation de la
théorie de Rice menés par Bower et Ortiz [Bow, 90][Bow, 93] ainsi que par Lazarus et al. [Laz, 03][Fav,
05]. Nous avons ainsi, développé des techniques de maillage adaptées a chaque type de configuration de la
fissure traitée (elliptique, fissure polygonale, arbitraire a courbe fermée, ...) en vue d’améliorer les résultats
de point de vue précision/cout de calcul par rapport a ceux des travaux suscités. Une autre contribution de
la présente étude est de caracteére expérimentale. Il s’agit de caractériser a la fissuration un matériau quasi
fragile qui est le mortier possédant ce type de fissures. En premier lieu, nous évaluons sa ténacité (le FIC
critique) et sa résistance a la rupture pour différents dosages. En suite, nous cherchons a montrer la
corrélation qualitative (en allure uniquement) entre la variation du seuil de stabilité en fonction de la forme

de la fissure obtenue expérimentalement et celle obtenue avec notre code de calcul.

Ce mémoire est organisé en cing chapitres. Le premier regroupe les différentes théories de la MDR et leur
chronologie historique. Dans le deuxiéme, on expose la théorie de la méthode de FP a incrémentation
numérique selon la formulation de Rice. Le troisi¢éme chapitre constitue la principale contribution de
notre étude présentant la mise en ceuvre numérique de cette approche. Le chapitre IV est consacré aux
applications de validation de notre code de calcul NWF_code élaboré pour Pexécution des différents
algorithmes proposés. Le dernier chapitre est réservé a I’étude expérimentale de la fissuration du mortier.
Finalement, nous terminerons cette these par une conclusion générale mettant en évidence l'intérét de

cette étude, ses perspectives immédiates ainsi que les horizons envisageables.

12



Chapitre I
Généralités sur la mécanique de
la rupture



Chapitre 1

Généralités sur la mécanique de la rupture

1. Introduction

La mécanique de la rupture a pour objet I'étude des structures fissurées et la détermination des champs des

contraintes et de déformations au voisinage des fissures. Elle s'intéresse également a l'emploi des données

expérimentales a fin de déterminer la cinétique de propagation des défauts et leur taille critique au-dela de

laquelle, pour une sollicitation donnée, la rupture instable brutale se produit. Elle s'intéresse également a

l'estimation de durée de vie des structures fissurées en rupture pat fatigue (stable).

L'historique de la mécanique de la rupture est résumé dans ce qui suit :

LLa mécanique de la rupture

La mécanique linéaire de la rupture

|

LLa mécanique non linéaire de la rupture

1920, Griffith

Rupture d’un milieu élastique fragile,
bilan énergétique

1963, Wells

Ecartement critique de fissure (CTOD)

l

1956, Irwin

1968, Rice-Cherepanov

Singularité du champ de contraintes
en pointe de fissure et du FIC

Intégrale de Rice-Cherepanov
Intégrale |

|

1956, Irwin, Dugdale-Barenblatt

I

Correction pour la zone plastique
(Plasticité confinée)

Hutchinson, Rice et Rosengren 19

Les champs (HRR) des contraintes
dans les zones plastifiées

Années 60 ~ 70

Développement des méthodes numériques,
Fissuration en fatigue, chargements complexes

|

Années 80

Aspects 3D

Apres années 80

Approche locale de la fissuration et nano
fissuration et des méthodes en 3D et avec des

chargements complexes

Fig. 1.1 : L'historique de la mécanigue de la rupture.
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2. Mécanique linéaire de la rupture (MLR)

Le schéma de la figure 1.2 donne la différence entre Papproche classique des structures basée sur la limite
d’élasticité des matériaux et 'approche de la mécanique linéaire de la rupture (MLR) qui utilise le concept
de la ténacité. Dans l'approche de 1'élasticité, les dimensions des structures sont calculées de sorte que les
contraintes appliquées restent inférieures a la limite d’élasticité avec des coefficients de sécurité pour éviter
tout risque de ruptute et/ou des déformations permanentes. En revanche, dans la mécanique linéaire de la
rupture, on prend en compte la présence des fissures dans le dimensionnement des structures. Il y a, donc,

trois parameétres a considérer : contrainte appliquée, taille de fissure, Ténacité.

Contrainte

Limite

d'élasticité

appliquée

a- élasticité

Contrainte
appliquée

Taille de
défaut

Ténacité

b- Approche mécanique de la rupture

Fig. 1.2 : Différence entre les approches : élasticité et mécanique de la rupture.

La ténacité qui représente la propriété mécanique du matériau, C'est la limite a partir de laquelle le matériau
se casse brutalement. Dans le cadre de cette définition, et des expérimentales montrent que la fissure
propage sous un chargement statique ou cyclique jusqu'a une taille de fissure critique puis on a une rupture
brutale.

On peut mentionner que la mécanique linéaire de la rupture s’applique aux matériaux obéissant a la loi de
Hooke dans le domaine élastique [Zag, 03]. Malgré les corrections liées a la présence d’une zone plastifiée
pres d’une zone de concentration de contraintes, ces outils d'analyse ne sont alors valables que pour des

structures dont le comportement est globalement élastique.

2.1. Facteurs d'intensité de contrainte (FIC)
D'apres le principe d'élasticité, pour une plaque de dimension infinie (Fig. 1.3), le présence d'un trou de
forme elliptique dans une plaque de dimensions infinies soumise a la traction a l'infinie provoque une

concentration de contrainte au voisinage du point A comme le montre la figure suivante.

T T O O O

Sfissure

2a

A A

o2

Fig. 1.3 : Notion de concentration des contraintes.
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a
O, —0(1+ 2’/EJ 1.01

2
a a
Sil'on considere le rayon de courbure en A: p, = b , ontrouve O, = 0'(1+ ZB] avec K, = (1+ ZB] le
a

La contrainte en A est donnée par :

facteur de concentration de contrainte.

Dans le cas ou le trou est aplati (Fig.1.4),ona p—>0 a>>b et a>> p etla contrainte devient :

a
o, =20 |— >0 =K, 5o
Pa 1.02

o
N O O O

fissure  2b 01— 0
~

—> ()

A

—

2a
222 EEERRR
o

Fig. 1.4 : Singularité de contrainte.
K, ne poutra plus représenter l'intensité de cette singularité. Alors, en présence d'une fissure on aura

besoin d'un autre parametre caractérisant la fissuration qui est le facteur d'intensité des contraintes (ci-

apres definit).

2.1.1. Modes de sollicitations
Dans un milieu 3D contenant une fissure plane , selon la direction de la sollicitation par rapport a celle de
la fissure, on distingue trois déplacements relatifs aux lévres de la fissure décrivant respectivement les trois

modes de rupture ; ouverture ; glissement plan ; glissement antiplan , elles sont indiquées sur la figure 1.5

dans le repere orthonormé (X, X,,X;) [Lem, 88] :

domNy Y oy
% s e 2

Mode 1 Mode 1T Mode 11
Ouverture Glissement plan Glissement antiplan

Fig. 1.5 : Modes de sollicitations d'une fissure [Lem, 88].
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Chapitre 1 Généralités sur la mécanique de la rupture

2.1.2. Solution asymptotique de Westergaard

Dans le cas du probléme du milieu plan infini élastique isotrope et peu épais, justiciable de I'hypothéese des

contraintes planes, soumis, a un champ de contrainte uniforme 0; =0 sauf 0,, = 0, sollicitant la

fissure en mode I (Fig. 1.6), tellque o, suffisamment loin de la fissure de longueur 2a.

o
022

0
022

Fig. 1.6 : Fissure sollicitée en mode I.

La solution du probleme asymptotique au voisinage de la pointe de la fissure s'obtient par la fonction
d'Airy d'une variable complexe[Lem, 88].
- Mode I : l'origine étant prise a la pointe @ de la fissure et avec I /@ <1, on obtient les contraintes et

déplacements au voisinage de la pointe de fissure sont exprimés par :
cosg(l—sin gsin §9j sin gcosgsinEG

[o] _Kilogd)) 2 g 2 1.03

2xr .0 0 . 3 0 .0 .3
sin—cos—sin—4@ cos—| 1+sin—sin—=@
2 2 2 2 2 2

ul(r,H)z% /Zr—” COS§[3—V—(1+V)COSG]
uz(r,e)z% '/2r_;; sing[B—v—(lﬂ/)cos&]

En contraintes planes, le saut de déplacement de levere de la fissure est defini par :

[[uz]]:uz(r,ﬁ)—uz(r,—ﬂ):%g 105

Ce qui montre qu'a la pointe de la fissure, les contraintes sont singuliéres en et que le déplacement

1.04

12 . A » . , .
d'ouverture tend vers 0 comme . Le méme probleme traité avec I'hypothese de déformations planes
donne les mémes expressions de contraintes avec (O3 = V(O'11 —022) #0). Quant aux déplacements ils

seront :

K O3 4y _
u,(r,0)= =\ 2, (1+v)c032[3 4v—(1+v)cosd]

1.06
_ K, r . 0 A
uz(r,e)_— /—2 (1+v)sm—2 [3 4y (1+v)cos¢9]
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Chapitre 1 Généralités sur la mécanique de la rupture

et une ouverture de fissure (saut de déplacement) sera exprimée par :

[[uz]]:uz(r,z)—uz(r,—ﬁ):%\/;(1—1/2) 107

- Mode II : Des procédures similaires, appliquées a I'étude du méme milieu sollicité en mode II donnent

les résultats suivants :

—sin€(2+cosgcos§9j cosg(l—singsinEHJ
K, (0),,8) 2 2 2 2 2 2
[O‘]= n\~12

1.08
27 cosgil—singsingﬁj singcosgcosga
2 2 2
ul(r,e)zﬁ L(1+v)sinQ(C1+2+cos6’)
27 2 109

K

LTI 9 _
u,(r.0)= = 20 (1+v)c052(C1 2+c0s0)

Avec C, =

1 en contraintes planes, C, =3—4v en déformations planes.
+v

Le saut de déplacement de glissement plans des levres de la fissure s'ecrit :

8K, / r
=—  |— 1.10
[[ul]] E 27

- en contraintes planes (CP) :

- en déformations planes (DP) :

8(1-v3)K, [T
[[ul]]z% - L11
- Mode III :
0 0 —sin—
[a]:M 0 0 cosg 1.12
27r 2
. 0 0
—-sin—  CcO0S— 0
L 2 2 i

u3(r,¢9)=4(1+E& /Zr—ﬁsing 113

Le saut de déplacement de glissement antiplans des lévres de la fissure est donné par :

[u,]=u,(r,7)—u,(r,-7) =

8(1+v)K,, I3
E 27

1.14
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Chapitre 1 Généralités sur la mécanique de la rupture

Les fonctions K, (o-;";,a),K” (af;,a),Km (o-f‘;,a) introduites dans les expressions précédentes sont
appelées facteurs d'intensité des contraintes caractérisent l'intensité de la singularité du champ des

contraintes a la pointe de la fissure. L'unité de ces facteurs est le M Pa.m¥?.

2.2. Approche énergétique

L’extension d’une fissure qui conduit a la rupture se produit lorsque I’énergie fournie est suffisante pour
vaincre la résistance du matériau. Cette énergie se compose de celle de création des surfaces, de celle de
plastification de I'extrémité de la fissure, et éventuellement d’autres types d’énergies dissipatives associées a
la propagation d’une fissure.

Griffith fut le premier a proposer un critere d’énergie pour la rupture des matériaux fragiles [Gri, 20], qui
fut ensuite étendu aux matériaux ductiles par d’autres auteurs (Irwin et Orowan)[Zeg, 03]. L’énergie de
Griffith notée G (qu’on l'appelle aussi taux de restitution d’énergie) est définie par la variation d’énergie
par unité de surface fissurée, associée a la propagation d’une fissure dans un matériau linéaire élastique. La

rupture se produit lorsque G atteint une valeur critique G, .
Pour une fissure de longueur 2a (Fig. 1.7) dans une plaque de dimensions infinies (i.e. la longueur de
fissure est trés petite par rapport aux dimensions de la plaque), soumise 2 une contrainte de tractiono”,
’énergie de Griffith G par unité de surface fissurée est donnée par :
)2
z(c”) a
E

I.15

avec E : module de Young.

o0

40'

2a

VGOO

Fig. 1.7 : Fissure traversante de longuenr 2a dans une plaque infinte.

Sil'on continue a augmenter la contrainte appliquée, la rupture se produira lorsque I’énergie G atteint sa

valeur critique pour une contrainte appliquée oy . Dans ce cas on obtient :

2
a
G, :% 116
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Chapitre 1 Généralités sur la mécanique de la rupture

N . . N : 2 A N
On peut noter qu’a valeur de G fixée, la contrainte a rupture oy vatie avec a’?; de méme a G, et oy

fixées, la longueur critique de défaut @, est donnée par :

3 = EG, 117

w(o7)
La figure 1.8 illustre bien la différence entre 'approche classique qui fait abstraction de 'existence d’une
fissure (le critére de ruptutre est 0~ = o) et Papproche par la MLLR qui prend en compte la présence de la
fissure (0 proportionnelle a 1/ Ja ). La zone située sous les deux courbes représente la zone de sureté.
L'abscisse a,du point d'intersection des deux courbes représente la dimension seuil qui sépare les deux

approches. Alors :

a < a, Rupture par tractiono > oy .

a < a, Rupture par fissuration G > G, etK, > K .

Contrainte
a rupture

Zone de nonirupture

a4

Y

Longueur de fissure a

Fig. 1.8 : Comparaison entre l'approche classique et celle de la MIR..

2.3. Principe de superposition en MLR

On ne peut additionner des FIC que s’ils concernent le méme mode de sollicitation. Ceci implique que :
K™ =K} +KP+KS Mais K, 2K, +K, +K,, .

On cherche a déterminer la solution de K, pour le chargement de la figure 1.9a, on connait celle du

chargement 1.9b, et celle du chargement I1.9c (nulle puisque la fissure reste fermée et lintensité des

contraintes ne peut étre alors transmise).

.a_.wﬁ_umv
o =

(EEEE R (EETER

{a} {b} {cl

Figure 1.9 : Détermination du FIC pour une fissure dont les levres sont soumrises a une traction.
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Chapitre 1 Généralités sur la mécanique de la rupture

Onaainsi: KO +KP =K = K® =K -K® avec K=0 =K®=K®
Cet exemple illustre un résultat plus général : les contraintes de traction appliquées sur la frontiere d’un

solide fissuré peuvent étre déplacées sur les levres de la fissure. Cette notion est trés importante pour notre étude et

elle sera utilisée dans le denxieme chapitre.

2.4. Introduction de la zone plastique au fond de la fissure

La MLR prédit des contraintes infinies a Pextrémité d’une fissure aigué (singularité enl/ Jr ). Mais en
réalité, les contraintes restent finies, car le rayon a fond de fissure n’est pas nul. Ces contraintes dépassent
la limite d’élasticité du matériau donnant naissance a une déformation plastique. Des corrections simples a
la MLLR sont proposées lorsque la taille de la zone plastique reste limitée. Il est important de connaitre la
taille de la zone plastique a fond de la fissure, compte tenu des limites d’application de la MLLR. Cette taille

peut étre estimée par deux approches décrites ci-apres.

2.4.1. Approche d’Irwin

Cette analyse fait cependant abstraction des forces non transmises représentées par 'aire hachurée de la

figure 1.10.

Reépartition
élasto plastigque

L\%l\. Reépartition
%\ élastigue
S

Y

o

T
F

-~

Fig. 1.10 : Répartition des contraintes élastiques et élasto plastiques dans le plan de la fissure et en aval de son extrémite.

La distribution des contraintes dans la répartition élasto plastique pour I > r, est obtenue par une

translation sur de la répartition élastique. Irwin rend compte de cette translation en définissant un FIC

effectif obtenu en augmentant la longueur de la fissure der,. Ceci revient a considérer non seulement la

longueur réelleade la fissure, mais aussi une longueur effectivedy =a +r,. Ainsi dans le cas d’une

fissure traversante une plaque infinie chargée en mode I, le FICK, =o” / N7l , devient apres correction :

2 1/2

Ky =0”/r@+r,) =c"za 1+% g 118

Oe
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Chapitre 1 Généralités sur la mécanique de la rupture

2.4.2. Modéle de Dugdale-Barenblatt
Le modéle du Dugdale-Barenblatt (Fig. 1.11) considére une fissure de longueur (a+ p) avec des
contraintes de compression égale a la limite d’¢lasticité et p représente la taille de la zone plastique.

Lorsqu’on charge une structure fissurée, une zone plastique se forme a I'extrémité de la fissure. Si l'on
suppose que le comportement du matériau est parfaitement élastique et plastique, lors de la décharge, le

reste de la structure qui est resté élastique, exerce alors sur la zone plastique des contraintes de

compression (—Ge ) .

—O

. 2a+2p N2

1
>

A

Fig. 1.17 : Modele de Dugdale-Barenblatt.

Dugdale et Barenblatt utilisent la fonction de Westergaard pour le chargement et le principe de
superposition (voir | ).

Le mode¢le de Dugdale-Barenblatt conduit, apres correction de la zone plastique, a un FIC effectif donné
par :

o ra
no”
COS| —
20,

3. Mécanique non linéaire de la rupture (MNLR)

Ky = 119

Pour caractériser une rupture on utilise dans la mécanique linéaire les deux parametres (FIC K et G ) alors
qu'en mécanique non linéaire (rupture élasto plastique) les deux parametres CTOD (Crack Tip Opening
Displacement) et intégral ] peuvent ¢étre utilisés comme critere de rupture. Le paramétre CTOD est le
déplacement au fond de la fissure et l'intégral | ou l'intégral de Rice est une intégrale de contour. Ces
parametres décrivent tous les deux, les conditions a Pextrémité d’une fissure (champs de contraintes et de

déplacement) pour les matériaux élasto plastiques.

3.1. L'écartement au fond de fissure (CTOD)

Wells[Wel, 63] observa que I’émoussement de I'extrémité des fissures augmentait avec la ténacité. L’analyse
proposée par Wells[Wel, 63] tente de relier le CTOD au FIC lorsqu’on est en régime de plasticité confinée.
Pour examiner cette approche, on va considérer une fissure avec une faible zone plastifiée comme

indiquée sur la figure 1.12.
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Chapitre 1 Généralités sur la mécanique de la rupture

m—-— CTOD=2u,

Figure 1.12 : Estimation du CTOD a partir du déplacement a la distance V., en amont de l'extrémité d'une fissure de

y

longnenr a+T,, .

Irwin montra qu’une telle fissure se comporte comme si elle était effectivement plus longue du fait de

I’écoulement plastique au fond de la fissure. On peut alors estimer le CTOD en augmentant la longueur de

fissure de r, comme le montre la figure 1.12. Le CTOD est pris égal a I'ouverture de la fissure a la

distance r, en amont de Pextrémité ; le déplacement a cette distance est estimé a partir de la MLR qui

r
u, =K2—+1KH/2—y 1.20
7 P s

prévoit en mode I :

x=3-4v en DP
K'=(3—U)/(1+U) enCP

avec

La longueur effective de la fissure esta+r,, avec I, le rayon de la zone plastifiée, calculée d’apres

I'approche d’Irwin comme suit :

2
T 121

Y27\ o,

En combinant les deux relations précédentes, on trouve la relation générale entre le CTOD, le FIC et G .

Elle est de la forme :

K 2 G

S=—~1—=—— 1.22
mo,E  mo,

ou Oest le CTOD ou l'écartement au fond de la fissure, 7 =7 en contraintes planes et »=2 en

déformations planes.

3.2. Intégrale J
L’intégrale de contour J utilisée comme parameétre caractéristique de I’état de la contrainte au voisinage de
Pextrémité d’une fissure dans les matériaux dont le comportement est non linéaire, a connu un grand

succes. Rice qui proposa ce parametre, assimile le comportement élasto plastique a un comportement
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Chapitre 1 Généralités sur la mécanique de la rupture

élastique non linéaire. Rice a démontré que le taux de restitution I’énergie non linéaire noté J, peut étre
déterminé a partir d’une intégrale de contour indépendante du contour d’intégration. Hutchinson, Rice et
Rosengreen ont ensuite montré que ce parametre caractérise de fagon unique les champs de contraintes et
de déformations au voisinage de 'extrémité d’une fissure dans un matériau non linéaire (les champs HRR).
L’intégrale J peut donc étre considérée a la fois comme un parameétre d’énergie et un parameétre d’intensité

des contraintes. Ce parametre est défini comme suit :
ou,
J= _[(wdy -T, —'dsj 1.23
T OX

ou I' est un contour d’intégration entourant extrémité de la fissure (Fig. 1.13), dSI’élément de contour,

Ti et U; sont les composantes du vecteur contrainte et du vecteur déplacement respectivement. La densité

d’énergie de déformation W est définie, quant a elle, par :
&ij

w = [0 dg 1.24
0

ol Oy et & sont, respectivement, les composantes des tenseurs de contraintes et de déformations.

Fig. 1.13 : Contour arbitraire antour de l'extrémité d'une fissure.

3.2.1. Taux de restitution d’énergie non linéaire
La variation de I’énergie extérieur est donnée par :

AW,, =AW, +AU
ou AU est I'énergie dépensée lors de la propagation de la fissure sur la longueur Aa. Elle se compose de
Pénergie de séparation des surfaces AW, et de I'énergie de plastification AW avec a un déplacement
imposé. La variation de la force lors de la propagation est schématise par le figure 1.14.
A F

< Propagation

a+Aa

Y

y
X

Fig. 114 : Variation de la force lors de la propagation, a déplacement imposé ,d’une fissure dans un matérian non linéaire.
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L’aire hachurée correspond a Iénergie de propagationAU , c'est-a-dire a la différence entre Iénergic
fournie et I’énergie élastique restituée apres propagation de la fissure Aa . L'intégrale J est définie pout une

structure d’épaisseure =1, par:

ou 0 ¥ t( ou
(2] {2 - (2] o
oa ), oas . o\oa)y
Dans le cas d’un matériau linéaire ce parametre est donné par :
K 2
J=G=—L 1.26
E 1
avec E'=E en contraints planes ,E '= - en déformations planes.
-0

4. Propagation des fissures en fatigue

La MLR permet le calcul de la durée de vie d’une structure soumise a des sollicitations cycliques. La vitesse
de propagation des fissures est alors caractérisée par un parametre de fissuration tel que le FIC. Dans le
cas, par exemple, de la fissuration par fatigue des alliages métalliques, la vitesse propagation de la fissure

da/dN est généralement représentée par la relation empirique de Paris]] :

da _
dN

ou AK la variation de facteur d’intensité des contraintes, C et f sont des constantes dépendant du

C(AK )’ 1.27
matériau et des conditions de fissuration ( pour les metaux 3< f <5, pour les céramiques40 < £ <80),

dN : nombre des cycles de chargement correspondant a 'avance de la fissure da.

La figure suivante presente la relation entre la contrainte cyclique et le FIC. Lorsque le fissure se propage

on remarque que I'amplitude AK augment avec le temps, c'est-a-dire que le FIC K| augmente jusqu'a sa

valeur critique K, et en ce moment la la fissure se propage plus rapidement ou brusquement.

4K

Fig. 1.15 : Relation entre la propagation de fissure et l'amplitude AK .
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, , y , da \ ,
Les essais expérimentaux montre qui il y a une relation entre aN et AK dans la 2°™ région de la courbe

de la figure 1.16.

Crack growsh rate (datiV |, mmicyce

Fogion 2 powar-law bohawvor

198 ‘&
; 108

wr ? L - " PRI,

L
& a 10 20 30 40 S50 60 Bo 100
Strons-intonsity factor range (AKX ), MPay m

Fig. 1. 16 : Propagation des fissures par fatigue sur acier ASTM A533 B1.
Dans cette figure on distingue les trois régions suivantes :
- propagation de la fissure a vitesse croissante,
- propagation de la fissure a vitesse constante et peut ¢tre exprimée par la loi de Paris
- propagation de la fissure a vitesse décroissante,
Cette courbe possede également deux limites qui sont :
-AK,, seuil de propagation, valeur a laquelle la propagation de la fissure commence.
- K, lavaleur critique correspondant a la rupture brutale.
5. Application sur les fissures planes dans un domaine tridimensionnel
Dans cette partie nous allons présent l'application de la MLR pour les fissures planes contenues dans un
domaine 3D qui représente le cade de note travail.
5.1. Les champs mécaniques

Considérons une fissure plane (Fig. 1.172), le cas trait dans cette étude, contenue dans le plan (O€,,€,) et le

point M (S) sur le front de fissure C repéré par l'abscisse curviligne s. On note que toutes les variables des
champs mécaniques (déplacement, contrainte, ...) sont en fonction de l'abscisse curviligneS . On définis le

repere local (M (S);€,,€,,€;) du point M (S) dans le repére global (O e, €, ,€,) comme suite:
- €,(S) dans le plan de la fissure, normal au front, dans le sens de la propagation;
- € (s) =€, normal au plan de la fissure;

- 6,(s) =€,(S) Ae,(S) tangent au front, et oriente l'abscisse curviligne;
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€y
I
T “
(o) —»II
I o
matiére
Pt
levres de la fissure = P(TL s)r o Qp:s)
/’”/u(s) ec e, (s
P ® eg(s)
. .
N " III matiére
a) vuede ! ensemble \\’f o " d
L7(s) modes b)le plan 7 (s)
™, I

™~

Fig. 1117 : Fissure plane de contour arbitraire.

Dans le plan 7(S) normal (Fig. 1.17b) a la direction tangente de la fissure, on a deux points au voisinage
de M (S), le point P(t, s) pour le champ de déplacement a distance r de M (S) et le point Q(p,S) pour le

champ de contrainte a distance p de M (S), donc lorsque r -0 et p—>0" ona:

- Déplacement ou un saut de déplacement dans le point M(s) défini par :

1-0* |
u, ((r,s)~8 —K, (s
[1]09) =852 5K, 9
2
[[UZ]](I’,S)le v LK,(s) 1.28
r—0* 2r
[[u3]](r ’S) z8l+u LKm (S)
ot E V2
K, (8)
0 (p,S) = —
2,1)—)0+ \[272',0
K
- Contrainte : 0,,(p,S) ~— ) 1.29
p—0* A/ 27Z'p
Ky ()
0x(p,S) x —==
21%0* 27Z'p
Pour écrire ces derniers de forme générale, on fait appel aux notations suivantes :
- opérateur caractéristique du matériau (Amn )nm [Fav, 05]:
A0 O 1 1-v 0 O
A=|0 A, O =% 0 1-v 0 1.30
0 0 A, 0 0 1

- opérateur A liant entre les différentes modes de rupture (I, II, II) et les indices (1, 2, 3) des différentes

bases (locales ou non) [Fav, 05], et leurs composantes définies comme suite :
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{Am = A21 = Asm =1 131

A, =0 pour tout autre couple d'indices

a

D'une maniere générale et sans négliger les termes de second ordre, on a :

am mn

[u.](r,5)=8A, ALK, (S) 2r—7[e (5)+0() (@)
1.32
o(ps)e, =A,.K.(5) 2 L o) (b)
Jom
5.2. Lois de propagation de fissures
Ces lois se basent sur les FIC et I'état des contraintes locales.
a- Critere classique d’Irwin pour la rupture brutale
Dans le mode I et avec un chargement constant, ce critére s'écrit pour chaque pointM (S) du front de la
fissure comme suit :
K, (s) <K, = Pasde propagation,

K,(s)=K,. = Propagation possible. 1.33

b- Loi de Paris pour la fatigue

Dans le mode I et avec un chargement cyclique, pour chaque point M (S) du front de fissure, la loi de
Paris est la relation entre la vitesse d’avance normale de point M (S) par cycle da(s)/dN et I'amplitude

AK, (S) de variation du facteur K, (S) au cours du cycle. Elle s'énonce:

da(s) 8
N -C [AK, (s)] 134

avecC, S sont des caractéristiques du matériau employé, lié a la loi de patis (voir section 4 de ce chapitre).

6. Conclusion

L'étude menée, dans ce chapitre, concerne la mécanique de rupture des matériaux. La premicre partie est
dédiée aux matériaux élastiques fragiles tandis que la deuxi¢me traite le cas des matériaux ductiles. Ainsi
dans un premier temps on a introduit les principes de la mécanique linéaire de rupture utilisés pour I'étude
des champs de contraintes et de déplacement au voisinage d'une fissure. Ces champs sont caractérisés soit
par I'énergie de Griffith ou par le facteur d'intensité de contrainte. Dans un second temps, notre intérét est
porté sur I'étude des champs de contraintes en utilisant des approches de la mécanique de la ruptute non
linéaire.

En se basant sur les principes ainsi développés, nous allons utiliser dans le second chapitre, le facteur
d'intensité de contraintes ainsi que le principe de superposition afin de modéliser les fissures planes des
formes quelconques dans un milieu 3D linéaire et élastique dans le cadre d'une méthode numérique

appelée la méthode de fonction de poids.
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Chapitre 11 Théorie des fonctions de poids et formulation de Rice

1. Introduction

Afin de mieux comprendre le concept des fonctions de poids, dans ce chapitre, nous traitons le cas d'une

structure fissurée sollicitée, en mode I, par deux chargements arbitraires [Zeg, 03].

Si la solution K? pour le premier chargement est connue, Rice a montré, en considérant des intégrales
indépendantes des contours d’intégration, que la solution K@ pour le deuxiéme chargement s’exptime

fonction de Kl(l) par :

(Y] @
K® = E(l) T, s dr+¢$F U A IL1a
2K 7|+ oa s« oa

avec I', A sont, respectivement, le périmetre et l'aire de la surface fissurée. U, ,T,, F désignent les

composantes, du vecteur déplacement, du vecteur contrainte et les forces de volume respectivement.

Pour le premier chargement arbitraire, on définis la fonction suivante :

®
h(x,)= ZKE(” 6;; (avec X; X OUY) 11.1b
|

Cette fonction est indépendante des conditions de chargement. Elle est de dimension /Longueur et est
appelée fonction de poids.

Le principe de superposition, cité dans le chapitre précédent, permet de calculer le facteur d'intensité des
contraintes (FIC) pour un chargement de traction P(X) appliqué directement sur les levres de la fissure.

En P'absence des forces de volume, le FIC peut étre exprimé par :

K, =[pe)h(x)dx IL1c

2. Formulation de Rice

Si 'on considére une fissure plane quelconque avec des champs mécaniques connus (déplacements,
contraintes, ...etc.), elle est infiniment perturbée dans son plan par une charge constante. La figure II.1a
donne une illustration de la situation ainsi considérée. Dans chaque point M (S) du front de la fissure, C il
y a une avance de la fissure selon la normale N(S) au point M (S). Cette avance est négligeable par
rapport a la longueur de la fissure.

y

;‘:‘§a(s)n (s)

X,

Fig. I1.7a : Fissure perturbée dans son plan.
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Chapitre 11 Théorie des fonctions de poids et formulation de Rice

La formulation de Rice [Ric, 89] consiste a évaluer la variation dans les champs mécaniques due a cette
perturbation. Elle s'agit d'une extension de la théorie des fonctions du poids introduites par Bueckner
[Bue, 70] et Rice [Ric, 72] pour les fissures unidimensionnelles. Cette formulation a été adaptée
numériquement par Bower et Ortiz [Bow, 90].

La variation du facteur d'intensité de contraintes le long du front de la fissure est produite a cause de la
petite perturbation coplanaire arbitraire du front. Cette variation est donnée par une intégrale sur le long
du front de la fissure. Elle a été calculée en premier par Rice dans [Ric, 85] pour la fissure demi-plane,
ensuite par Gao et Rice dans [Gao, 89] pour la jonction circulaire et Gao et Rice dans [Gao, 89] pour la
fissure (penny-shaped).

La fonction de poids de la fissure initiale est connue et parait explicitement dans la variation du FIC. Rice
dans [Ric, 89] a généralisé, ensuite, cette méthode pour toute fissure plane. Il a donné aussi la variation
dans les fonctions de poidsW , due a la perturbation coplanaire, sous forme d'une intégrale le long du
front initial de la fissure.

Gao et Rice ont appliqué cette méthode pour les petites perturbations du front de la fissure [Gao, 89].
Bower et Ortiz ont étendu cette méthode a I'étude de grandes perturbations arbitraires du front de la
fissure dans une structure tridimensionnelle (3D) dans [Bow, 90]. Elle s'agit d'exploiter, numériquement, la
théorie a une succession de petites perturbations qui deviennent des grandes perturbations. Elle permet
l'é¢tude de plusieurs problemes de propagation des fissures. La méthode de Rice a été étendue aux cas des
fissures soumises a quelques types de chargement non uniforme par Bower et Ortiz [Bow, 93].

La méthode, sujet de discussion, a été utilisée par V. Lazarus dans [Laz, 03] et E. Favier dans [Fav, 05]
pour 'étude de la propagation des fissures par rupture brutale sous chargement uniforme et par fatigue.
L'originalité de ce travail réside, essentiellement, dans la mise en ceuvre numérique simplifiée de la
méthode. Ce travail a permet d'avoir une expression explicite du probleme de l'avancement de la fissure ce
qui simplifié énormément le traitement numérique. Cette contribution a pu donc améliorer de point vue
numérique I'évaluation du FIC le long des bouts de fissures a diverses formes (elliptiques, polygonales,
forme de cceur et méme des formes irrégulieres). Cette démarche consiste notamment en l'amélioration du
rapport précision /cout de calcul. L'étude touche également la propagation des fissures par fatigue et par
rupture brutale. Notons que cette méthode a été étendue aux modes 11, 11T et les modes mixtes par Favier

[Fav, 05].

3. Fonctions de poids pour une fissure plane en mode mixte

On suppose un chargement constant f (') appliqué perpendiculaire au domaine Q (Fig. IL.1b), avec' le
point d'application. Nous appelons h(S;r)la n-i¢me fonction de poids permettant d’évaluer le F.I.C.
K (S) généré au point M (S) du front de la fissure en mode 1. Cette fonction vectorielle 2 deux arguments

qui sont le point S du front ot 'on cherche le F.I.C. et le point courant I' du milieu.
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Chapitre 11 Théorie des fonctions de poids et formulation de Rice

Grace a la linéarité du probleme vis-a-vis du chargement, cette fonction peut s'écrire sous forme d’une

fonction de Green comme suit :

K, (s)= j [h,(s;r)f (r)]dor) I1.2a

avec N e {I ;I } designe le mode de la rupture.
Propriété : Si le chargement se résume 2 un couple de forces ponctuelles *€  (S,) appliquées sur les deux
levres en P(r,s,) ( voir Fig. IL1), alors le n*™ F.I.C. K _(S) sécrit, a 'aide des fonctions de poids
K,(s;r,s,), comme suit :

K, (s)= [kn (sir,S,)€, (S,) ] 11.2b
avec K, (S;r,s,) =h,(S,r) est un saut dans la fonction de poids entre S etS,. Cette expression est établie

en utilisant la définition des fonctions de poids avec un chargement de type “Dirac” centré en P(r,S,):

f (r):id(r,so)ea(so).

e-y ‘
I
I
Q @ I
117 s
matiéfe
+
mD/ r ‘ o Qlps)
\ | ] M(s)eC e (s,
@ 33(3)
modes f(r) b) Le plan w(s)!

I

Fig. ILTh : Coupe sur le front de la fissure plane.

4. Définition et propriétés élémentaires des champs K

Z. . et W

nm ? nm

Les champs K,.,Z,.,, W,,sont issus directement des fonctions de poids dans des problemes

tridimensionnels [Fav, 05].
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4.1. Fonctionsk,,

Sont les fonctions de poids qui établissent une relation directe entre le chargement de la structure et les
F.I.C. Ces fonctions sont vectorielles. On peut considérer seulement leurs composantes scalaires dans une
base bien choisie, comme suit :
Ky =A ke, < (ke ) =A K, 1.3

avec A, un opérateur défini précédemment dans le premier chapitre.
D'une maniere plus explicite :

k, =k, a&t Kk, 18t Kk, €3

Ky =Ky ne+ky & +k, ;& 11.4

K =Ky n&+ Ky € +Kyy 06
ou les modes de rupture sont identifiés par les indices romains (I, II, III). k, =<k| ;e1> désigne la

contribution au mode I d’un chargement +€ qui est plutdt attaché au mode II. Cependant,

K, = <k” ;e2> est, quant 2 lui, la contribution au mode II d’un couple €, lié au mode L.

4.2. Fonctions Z

On définis le champ Z ., issu des fonctions de poids par la relation suivante :

lim Kin (Si7,Sp) _ 4

r—0* \/r_ N2

Le champ Z . est appelé noyau fondamental et la démonstration de 1'équation (I1.5) se trouve dans [Leb,

Z..(s;s,) IL5

99].
D'apres la relation (IL5) on peut prendre Z . (S;S,) comme une relation entre un chargement en mode

M et le n-ieme F.I.C. en M (S).

En combinant les relations 11.3 et IL5 pour I — 0", on trouve :
r
K,(s;r,s,)=4A,.Z,.(S:S,) Z—ea(so)+0(\/r_) IL.6
V4

La fonction Z  possede les trois propriétés suivantes :

X/

% Z .. estune fonction homogene de degré —2 par rapport a ses arguments soit

VA>0,Z,.(4s;1s,)=17Z,. (S:S,) 11.7

La démonstration de cette expression se trouve dans Favier[Fav,05].
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% Z.., posséde une propriété de symétrie par rapport a ses arguments :

ApZ o (8:80) = A Z ,, (S4:S) 1.8

Une démonstration par la réciprocité de Maxwell-Betti se trouve dans Favier[Fav, 05].

K/

% Lalimite limD?(s;s,)Z,,,(S;S,) demeure finie tout en prenant des valeurs universelles qui ne
S>3,

S#S,
dépendent que des caractéristiques du matériau, et non de la géométrie ou du chargement, avec D

représente la distance cartésienne entre M (S) et M ((S,) . Ceci méne a :

1 .
— sin=m=|
27
2—-3v )
) — sin=m=ll
limD?(s;S,)Z . (S;S,) =1 27(2-v) 119
s:tso0 2+v .
_ sin=m=1ll
27(2—-v)
0 si non

Cette propriété d’universalité du comportement asymptotique de Z,,(S;S,) pour S —>Sya été établie,

pour la premiere fois, par Nazarov dans [Nav, 89] puis par [Leb, 99] dans un cadre plus général. Quant aux
valeurs des limites, elles ont été obtenues pour le cas d’'une fissure infinie par Rice[Ric, 85] ainsi que par

Gao et Rice [Gao, 80].

4.3. Fonctions W,
Le champ W (S;S,) est défini par :

W, (S;Sy) = 22D ?(S;S4) Z 1 (S;S,) 11.10
L’intérét de ces fonctions réside dans le fait qu'elles sont homogenes de degré O par rapport a leurs
arguments tout en conservant les propriétés établies pour K, et Z,.,. En effet les propriétés de symétrie
sont conservées, les valeurs universelles viennent immédiatement, mais la propriété d’homogénéité est
transformée en W (4S;4S,) =W ., (S;S,) . Ce champ de fonctions de poids représente un intérét major

dans le cadre de notre étude.

5. Variation du saut de déplacement dii a une avancée coplanaire du front de la
fissure

Considérons une fissure plane quelconque pour laquelle on envisage une perturbation coplanaire

infinitésimale (Fig. 11.2). Cela correspond 2 une avancée normale en M (S), c’est-a-dire dans la direction

n(s), dune quantité oa(s) négligeable devant une longueur caractéristique de la fissure.
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) ‘ :::::f:::_:_—;;;;;;;;;;;;;;;;:::;:::::Z;::'::/é‘a(So ) n (SO)
Sa(s)n(s) )X

Fig. I1.2 : Fissure perturbée dans son plan.

L'avancement normal dans M (S) est définie comme suit :
oa(s) :=oa(s)n(s) =&f (s)n(s) .11
ou & <1, pour décrire une telle évolution.

Avec l'avancementda(s), on définit & [[u]](r,so)la variation du saut de déplacement en P(r,s;) des
levres de la fissure, sous un chargement constant. Il s’agit de la différence du saut de déplacement au
méme point dans les deux configurations. La relation entre & [[u]](r,so) et oa(s), démontrée par Rice

dans [Ric, 85], est donnée par ’expression suivante :
b b

sful(r,s,) = jZAmem(s)kp(s; r,s,)oa(s)ds .12

avec A, un opérateur caractéristique du matériau, K (S) le facteur d'intensité des contraintes dans le
mode de chargement M, K (S;r,Sy) est la fonction de poids qui représente l'influence du chargement

dans le point P(r,s;) sur le point d'abscisse curviligne S. On note que l'expression I1.12 , valable au

premier ordre en &, est vraie quel que soit le mode de sollicitation.

6. Formules de Rice dans le mode I
6.1. Variation des FIC 6K (s,)
Considérons une fissure plane légerement perturbée dans son plan (Fig. 11.2). Dans cette étude on va se

limiter aux chargements uniformes de mode I considéré, souvent, comme le plus dangereux. On suppose

alors que le chargement est perpendiculaire au plan de la fissure (n=m=1). Pour simplifie I'écriture des
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champs on élimine les indices dans K| ,W, | . Sachent qu' on aura besoin uniquement des champs K et W

pour ce mode.

A partir des études de Bueckner[Bue, 77], Rice [Ric, 85], donne l'expression de la variation 5K (S,) en

premier ordre de ¢ avec la condition da(s,) =0, par:

W (s;;5)

D (s, s)K (s)oa(s)ds I1.14

5K (s,) =ivp [
C

avec D (S,;S) la distance euclidienne entre les points M ,(S,) et M (S).

A cause de la singularité en S;, 'intégrale est prise au sens de la valeur principale V/P)de Cauchyen S; .
I’emploi de la valeur principale est nécessaire dans le cas ou S —> S, et le terme D?(S,;S) se comporte
comme (S, —S)’. Wet K étant finis et non nuls, selon les conditions précédentes 5a(s) doit s’annuler en

S, lorsque (S — 'S, ) c'est-a-dire on a une intégrale indéfinie dans S, .

Pour traiter ce probléme, on décompose da comme suit :

da=oa.+(sa-oa.)
ou oa. estun déplacement coincidant avec le déplacementdaen S, .

En remplacant da par sa valeur dans I1.14 on obtent :

W (sy;5)

5 Z(SO;S)K (s)[sa-sa.](s)ds 115

5K (8,) = 5K.(5,) + VP
2r ¢

Sachant que toute isométrie de la fissure ne modifie pas la forme du front engendre une variation

0K.(S,) nulle. Cette transformation sera une translation de da(s,)a s,.

L'expression de 0a.(S) sera comme suit :
sa.(s) = da(s,) [ﬁ(so).ﬁ(s)] 11.16

La démonstration de cette expression se trouve a la fin de ce chapitre au paragraphe 8.

Finalement, on trouve l'expression finale de variation de FIC :

W (s,;s)

5 Z(SO;S)K (s)[sa-da.](s)ds 1117

5K (s,) :%VPI
C
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6.2. Variation des fonctions de poids W (s;;s,)

Rice (1989) a démontré que 'on avait une expression semblable pour la variation 3V (S;;S,) du champ

W | toujours au premier ordre en ¢ :

_ D*(s.S)y/p (W (SLSW (S:S,) .
SN (s,,S,) = IN..(S,,S,) + > VP‘C[DZ(Sl;S)DZ(SZ;S)[5a sa..](s)ds 1118

De la méme facon, dW..(S,,S,) représente la variation de W associée a un déplacement da.. qui
coincide avec da en S, et S,. Il est important de noter que l'intégrale est prise en valeur principale non
seulement en S, mais aussien S, .

11 est essentiel de noter qu’un bon candidat pour le déplacement da.. se présente sous la forme d’une

composition de translation, de rotation et d’homothétie (voir paragraphe 9). Ce faisant, en se placant

toujours sous ’hypothese de travailler au sein d’un milieu infini, seule ’homothétie (qui n’est pas une

isométrie, contrairement 2 la translation et 4 la rotation) pourrait contribuer a la variation IW..(S,S,) .
Etant homogeéne de degré 0, W..(S,,S,) est insensible 4 tout changement d’échelle (introduite par

I’homothétie), soit ..(S;,S,) =0. Finalement, on obtient :

_D*(suS)yp (W (SLSW (SS,) 1o
SN (s,,8,) = > VP(-[DZ(SI;S)DZ(SZ;S)[M sa..](s)ds 11.19

Les expressions (I1.18) et (I1.19) permettent d’évaluer K W sur le nouveau front de la fissure qui sont

égalesa K +0K W +JW respectivement. I’exploitation numérique se fondera sur ces deux formules.

7. Définition de la Valeur principale de Cauchy (VP)

Dans les fonctions de Riemann X = X% ne peut ctre intégrées en 0 sauf si la condition nécessaire
o > -1 est satisfaite. En particulier le cas limite & =-1 pose un probléme puisqu’une primitive d’une

telle fonction est une fonction logarithmique qui n’est pas bornée dans le voisinage de 0. Néanmoins, si

. dx T a
l'on considére | e e R — I —, on peut donner un sens a la limite lim | (&) car | (¢) =In|—(. Dans
[&b] e—0
[x|>&
ce cas on note :
dx . dx
VP [ ==lim [ = 11.20
o] X 7% fapy X

37



Chapitre 11 Théorie des fonctions de poids et formulation de Rice

Ou [a,b] désigne un intervalle de R, C est un point de ]a,b[ , T une fonction définie dans [a,b] —{C} et

intégrable sur les deux intervalles [a,c - 8] et [C - 8',b] tell que (& et &' deux nombres strictement
positifs). On dit que l'intégrale de f est convergente en Valeur Principale (en C) si et seulement si

lim I + I f existe.
0"

[aic-2] [c+e7b]
Pour montrer que la Valeur Principale de f existe, il faut et il suffit que f soit, au voisinage de C, la

somme d’une fonction antisymétrique f, et dune fonction symétrique f, telle que I f, soit
Jeb]

convergente. Cette décomposition est toujours possible puisque se résume a décomposer en partie

impaire et paire une fonction une fois le probleme ramené au voisinage de 0 par un changement de

variable. La symétrie de lintervalle d’intégration permet d’annuler la partie délicate contenant f, (au
moins au voisinage du point génant) et de ramener celle contenant f,2a Pexpression précédente (voir

[Sch, 98]. En utilisant cette notion, on peut traiter la singularité simple ou double dans les intégrales

singulieres comme nous allons le traiter dans ce qui suit.

7.1. Singularité simple

Si on a l'intégrale singuli¢re d'une fonction y(S) sur l'intervalle [Sk 'S +1] , avec la valeur principale prise

en S, . avec a=sS, ,—S,;b=s, ,—S, et w(s)= &S B , l'intégrale devient :
S—=S,
| =VP [ p(s)ds P [ 337 AS—b 4o
S-S,

Sk-1 Sk

et avec un changement de variable S=S +S, on trouve :

[ VP I ak(s +Sk)_bk ds'

[ab] S
= (3, —b, )VP j +a, [ ds 11.21
[ab] [a:b]
=(as, —b )In +ak(b a)

Ce principe sera utilisé prochainement pour résoudre le probléme de la singularité simple dans I'expression

de 0K (s,) lorsque S =S5, et aussi dans I (S;,S,) lorsque S=S, ou S=S,.
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7.2. Singularité double
c.s—d,
(s—sy)(s—s( +1)°

Sk+2 Sk+2 C S—d
| =VP ds /P k k d
IR b Fears T rarsn i
=VP J'Z[ Ac + B, }ds
S-S, S-S,

Si la fonction y/(S) = on est confronté a une singularité double dans l'intégrale I :

11.22
=AVP j +B,VP j
o] S ] S
b' b"
=A. In|—|+B, In|—
a'
avec
c. s, —d
A, =KX a'=s,,-S, b'=s,.,-5S, 11.23
Sk ~Ska
C.S d
Bk k+1 k a":Sk—l_Sk+l b":Sk+2_Sk+l 11.24
Sk Sk

Ce concept permettra, dans le chapitre suivant, le traitement de la singularité double dans l'expression de

I (s,,s,) lorsque S=S, =S5, .

8. Construction de da,

Une transformation sous forme d'une isométrie de C au front de la fissureC ", la quantité vectorielle de
cette transformation est Sa(M o) =o0a(M 0)ﬁ(l\/l o) tell que le front C 7 coincide avec le front de la fissure
perturbée C” dans le point M (Fig. I1.4).

On peut définir le front C* par deux facons :

- soit par ensemble des points M " :=M +£(M o) =M +sa(M 0)ﬁ'(l\/l o)

- soit par Pensemble des points M " :=M +da.(M )n(M ) ot 'avancée normale s’écrit alors au premier

ordre en e

sa.(M)=sa(M )n(M ) = saM O)[H(M n(M )} 11.25

La figure I1.4 permet, sur quelques points, de mieux comprendre ces constructions.
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T MT =MD = My

Fig. 114 : Détermination de Sa..

Notons a présent la variation, au premier ordre en ¢, du F.I.C. provoquée par 'avancée entre les fronts.
La distribution des F.I.C. est la méme sur chacun des deux fronts C et C_(K(M ) =K (M 7)) puisqu'une
transformation étant isométrie du plan préservant la forme du front. Ceci ne signifie que

oK =K(M")=K(M)=0 lorsque 'avancée normale da.(M )ﬁ(M ) coincide avec le vecteur sa(M o)

de la translation. Autrement dit en tous les points tels que M "=M". Ceci donne en particulier

(da-da.)(M,)=0,0u 8.K(M,) =0 qu'est le résultat désiré.

9. Construction de Ja..

La transformation plane appliquée au couple de points (|V|1;|\/| 2)perrnet l'obtention du couple de

points(l\/l My ) a travers une translation puis une rotation et d’'une homothétie a la fin (Fig. IL.5). ces

trois opérations sont définies par :

- translation : Mlezga(Ml)=5a(Ml)ﬁ(Ml)

b

- rotation : I'angle de rotation est € =(M, M » M ;M D),

MM,
MM |

- homothétie : le facteur d'homothétie est K =

Le centre de la rotation et de I'homothétie est le point M 1* c'est-a-dire que le point M 1* devant rester fixe

apres la translation. A cause de cette transformation géométrique, on utilise les nombres complexes
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(dans (C) puisque cet outil est le mieux adapté pour traiter les problemes de la géométrie plane.

| My

Fig. 1.5 : Eléments de la transformation.

*

On note par Z; , Z; , Z les affixes des points M, ;M et le point courant M respectivement.

i o
z,-2,
En posant Z =—2—*L

un facteur correspondant a la transformation (rotation et homothétie) du centre
Z,—-7
274

M, donné par:

z,-z, |MM;|(coso"+isin’)

Z = =
z,-2, HMlM 2H(cos«9"+i sing")
io" 0"
=k % =k % — kei (0"-0")
=ke'’

ot Z"est 'image de Z et l'affixe du point M ™. U est Iaffixe de sa(M )

*

Ona: M Mf:Z(MMl)
Vu que le centre de la transformation Z est le point M 1* , on remplace le point M, dans la relation

précédente par M, =M 1* —o0a(M ) etla relation précédente s'écrit, sous forme des nombres complexes,
comme suit :

2" -2,=2(z-2,)=2Z(z+u-2,)
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* * Z*_Z* *
z =2(z-2,)-2 =——1(z -2,)-2,
274
(Z;_ZI)(Z _Zl)_(ZZ_Zl)Zl*

) (z,-2,)

~ z,(z-2,)+2,(z,-2)

Z,-2,
Ainsi on peut définir :

z,(z-2,)+2,(z,-2)
Z,-2,

f:z—

oua f (Zi ):Zi* pouti 6{1,2}.
Le complexe z =f (z) ¢interpréte comme Iaffixe du pointM "(z7) limage deM (z)par la
transformation linéaire faisant correspondre respectivementM,aM, et M,aM, .

Pour préciser I'expression finale de da.. il suffit d’utiliser E(M )= [5&*(M )F{(M )J . L affixe de oa..

valant 2° -z =f (2)-z .

Fig. I1.6 : Détermination de da..(M ).

Selon la figure I1.6 on a :
sa.(M)=Re((z"-2)n(z)) 11.26

ou N(z) désigne l'affixe du vecteur normal au front en M etﬁ(Z ) le conjugue den(z) .
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10. Conclusion

Dans ce chapitre on a évoqué quelques notions sur les fonctions de poids et leurs propriétés. On a cité
leurs avantages dans la détermination du facteur d'intensité des contraintes. Malgré leur formulation
analytique lourde, elles possedent plusieurs avantages qui sont : i) elles donnent des résultats plus exacts
que les autres méthodes numériques, ii) elles permettent la diminution du degré d'intégration et ramene le
probléme du domaine tridimensionnel a une intégration sur la surface de la fissure. Encore plus lorsque le
chargement sur la surface de fissure est uniformément réparti (cas de cette étude), les formules de Rice
transforment l'intégration de surface a une intégration curviligne sur le front de la fissure. Ceci réduit
efficacement le volume de maillage ainsi que le temps de calcul et l'espace mémoire requis pour le
traitement. Cette technique permet d'avantage de simplifier l'opération de remaillage dans le cas de
propagation de la fissure et d'assurer la convergence vers la solution avec une efficacité dans le traitement
du probléme de singularité.

En profitant de ces multiples avantages, nous allons, dans le chapitre IV, utiliser cette approche pour en
tirer des conclusions sur la résistance a la fissuration brutale ainsi que sur la durée de vie des structures

fissurées.
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1. Introduction

Ce chapitre est consacré a la mise en oeuvre numérique de la méthode présentée dans le chapitre
précédent. Nous focaliserons notre intérét a la détermination des FIC des fissures internes dans un milieu
homogene isotrope sous un chargement constant. Nous discutons également la propagation ou 1'évolution
de la forme de la fissure ainsi que la durée de vie de la structure fissurée sous chargements cycliques. Par
ordre chronologique des étapes de code du calcul proposé, on explique la résolution numérique et la
détermination des FIC par les formules de Rice. Dans ce contexte trois étapes peuvent étre identifiées :

% Détermination des caractéristiques géométriques et maillage de la fissure : dans cette étape le maillage

X/

joue un réle prépondérant et influe sur le résultat obtenu (FIC). Dans ce stade, notre contribution
réside dans l'adaptation de I'opération de maillage pour avoir des résultats qui rapprochent le mieux
aux résultats analytiques.

¢ Calcul de FIC dans la fissure donnée : étant donné que le maillage initial n'est pas basé sur les normales
des points, les formules de Rice donnent des points qui ne coincidant pas avec les points de maillage.
Afin de résoudre ce probleme, nous utilisons des interpolations pour le calcul des champs de FIC et

des fonctions de poids dans les endroits désirés.

e

%

Calculs en fatigue : dans le cas d'une charge cyclique, cette étape a pour objectif la détermination de la
durée de vie de la structure fissurée, la détermination de seuil de stabilit¢ pour les propagations
brutales, le calcul du FIC correspondant ainsi que I'évolution de la forme de la fissure.

Ces étapes sont programmées en C++ sous un code de calcul nommé NWF_Code. Son organigramme

principal est dans I'Annexe 2, doté d'une interface graphique figurée dans I'Annexe 1.

2. Maillage

Les formules de Rice sont des formules itératives permettant le calcul du FIC dans une fissure C "a partir

d'une fissure initialeC"™ . Cette derniere posséde des FIC et fonctions de poids connus. A l'aide des

courbes intermédiaires CJ j € {O;I’l} , tres proches I'une de I, les formules de Rice calculent, par une

maniére itérative, les FIC d'une courbe 2 une autre.

L'opération de maillage se décompose de trois opérations a savoir : i) lecture de données géométriques de

la fissure C" puis leur discrétisation, if) maillage de la forme de la fissure C™ et iii) introduction de

formes intermédiaires C J et leur discrétisation.
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2.1. Parameétres de la fissure donnée
Avant d'entrer les données géométriques de la fissure, on choisit le type de la fissure, comme montré sur la

tigure I11.1 :

Exploiteur des donnees
- Géometre de la fissure interne

Type de la fissure j

Données de la figERREN QT
Fissure en forme polygone
 |Fissure en courbe fermé

Petit axea =

Fig. II.T : Type de la fissure.

Dans notre étude on se limite aux fissures suivantes :

- Fissure elliptique : I'expérience montre que cette fissure existe dans les structures endommagées.
Elle sert également pour des fins de validation puisqu'elle possede une expression analytique du
FIC.

- Fissure en forme de polygone : c'est-a-dire que le front de la fissure est de forme polygone (carré,
rectangle, triangle, étoile, pentagone,...ctc.). Cette forme permet l'étude de l'influence des zones
aigues sur le FIC.

- Fissure en forme de courbe fermée : C'est le cas général des fissures.

2.1.1. Fissure elliptique
Pour une fissure elliptique, les parameétres géométriques (Fig. I111.2) sont :
- le petit axe (a)
- le grand axe (b)
- Neeuds (N/4) : nombre des points de discrétisation pour l'un quart de I'ellipse. Ces points sont

distribués sur le contour de l'ellipse de facon que 'erreur de linéarisation de la courbure reste constante.

Petitaxea =|l
Grandazeb =|1.5
Moeuds(MN/4) = |6 pour 1/4de ellipse

Fig. II1.2 : Paramétres géomeétriques de la fissure elliptique.

2.1.2. Fissure en forme de polygone

Les parametres géométriques sont fournis sous forme d'un fichier texte. On divise la fissure par des

segments |, avec | € {1;T} (des segments droits pour les cotés et des petits arcs pour les zones aigues).

Les arcs sont utilisés pour maintenir, approximativement, le rayon de courbure constant dans tous les

segments. En effet, le petit arc avec sa discrétisation a des segments plus petits assure que le rayon de
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courbure dans ces points sera plus proche au rayon de courbure des points segments droits. Cette

opération permet aussi d'assurer la continuité et la dérivabilité des fonctions sur le front de la fissure.

Pour chaque segment |, , on donne les coordonnées point initial (X; , VY;), le type du segment (1— arc,

2 = segment droit) et le nombre des points de discrétisation m; . On note N le nombre total des éléments

T
de discrétisation qu'est égale a N =Zmi . La discrétisation doit étre faite d'une facon uniforme et
=

décroissante lorsqu’on s’rapproche de la zone aigue.

Le format du fichier de données est le suivant :

il] NWF : C:\Documents and Setting

Fichier Edition Calcul Graphigue Aide
T D B B}
Nombre des s
Segments ﬂ-ﬂﬂ‘l ﬂ _2 1'
2.999|| @ 1IN
3 a.am|| 2|2
3 1.999] 1|1
2.999)|2 2| |4
g.ae1||2 1
1.999)| 2|2
a.ae| 1N

X
N
<
~
~
3

Type de segment

Fig.3 : Fichier de données.

Remarques :
- Le sens de maillage est l'inverse du sens des aiguilles de la montre.

- Le début de maillage est arbitraire

2.1.3. Fissure en courbe fermée

Dans ce cas, la forme de la fissure sera récupérée a partir d'une image ou d'une photo. En utilisant un
logiciel de capture tel que Mapinfo qui est freeware, on peut avoir les coordonnées (x7 y7) d'une succession
de points sur le contour de la fissure par simple clic de souris. Les coordonnées seront rassemblées dans
un tableau contenu dans un fichier texte.

2.2. Maillage de la fissure donnée

a- Fissure elliptique

Le contour de l'ellipse sera divisé en N points pour une meilleure linéarité du contour. L'erreur de

linéarisation A est égale a :
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II1.1

§_(d9)2:( b )2 1

S 24 \2N') 24
avec d@ = % l'angle entre les points, N '=N /4 le nombre des points dans 1/4 de I'ellipse, Sl

langueur de l'arc, S la langueur du segment droit comme le montre la figure 1L.4.

k +1

ellip s€

- cercle

@)

[ ]
~."

Y

Fig. 111.4 : Errenr de linéarisation dans I'ellipse.

Pour maintenir constant le rayon de l'arc K —1, K,k +1de courbure R, dans chaque point de contour.

D'apres [Kra, 99] on discrétise I'ellipse par 'expression suivante :
1
6(k) =arctg (actg (Eﬂ—k déo)) I11.2

avec (k) la coordonnée polaire du point kK , @ =alb.

Le maillage devient comme le montré sur la figure suivante :
N/4
a
b

Fig. 1115 : Maillage de la fissure elliptigue.

L'organigramme de ce maillage est dans I'annexe 3.

b- Fissure en forme polygone

Le critere de maillage est de maintenir une variation uniforme le long des segments et on raffine le maillage

dans les zones aigues. On explique les différentes taches traitées dans ce cas comme suit :
1- Détermination du centre géométrique O (X Y C)de la forme de la fissure et des coordonnées des

points clés (sommets) par rapport a ce centre.
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e . . ef , .
2- Détermination de rayon R du cercle C™ : un rayon représentant la distance entre le centre O et le
point du front de la fissure C" le plus proche du centre O . Ceci pour minimiser le nombre des fronts
intermédiaires.
3- Discrétisation des segments et des arcs, et organisation des coordonnées dans une matrice selon leur

ordre.

4- Réarrangement des points selon le début de maillage du front C e (Fig. II1.6) puisque les points dans le

fichier texte sont donnés arbitrairement.

Ces quatre étapes sont détaillées dans 'organigramme de l'annexe 4.

(Xi Y )\\
ol N, Sens de
aillage
maillage
I1
0=N

Début et fin de/maillage

Fig. II1.6 : Maillage de la fissure en forme polygone.

c- Fissure en forme courbée
Le critere de maillage est basé sur le maintien de 'erreur de linéarisation constante. En utilisant la relation
(IIL.1) pour le choix des points vérifiant une erreur constante parmi les points initiaux. Les étapes de

maillage sont données comme suit :
1- Détermination du centre géométrique O (X Y C) et des coordonnées des points par rapport a ce
centre.

2- Détermination du rayon R du cercleC™ .

3- Discrétisation selon la relation (I11.1).

4- Réarrangement des points selon le début et le sens du maillage du frontC™ .

Ces étapes sont détaillées dans l'organigramme de I'annexe 5.
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2.3. Maillage de la forme de fissure initial
On adopte pour la fissure C™ (Fig. IT1.7) une forme circulaire de rayon R calculé dans l'étape précédente.

Le maillage se fait de facon que la variation dS dans les abscisses cutvilignes reste constante. Le centre de

C '™ doit étre le méme que celui de C" .

Ay
3 -
o\
M n
ds constant . 1
M 0
> X B
(@) R 0=N
M © N -1

Cn Cref =C0

Fig. 111.7 : Maillage de la forme de fissure C™
Note importante :
Il faut noter que Lazarus[Laz, 03] n'a donné aucun détail sur la maniére de discrétisation de contout en
fonction ded. Nous avons opté alors pour une discrétisation basée sur une conservation de l'erreur de
linéarisation le long de la courbure. Contrairement a Lazarus[Laz, 03] cette condition sera respectée pour

toutes les courbes intermédiaires. Par contre, Lazarus[Laz, 03] obtient ses courbes intermédiaires par une
simple subdivision des segment [M"M"] sachant que M" est de terminer par intersection de [OM"] avec

C" (voir la figure II1.7). Ce choix nous a permis de minimiser I'erreur maximum au voisinage du point B

pour les fissures tres aplaties (voir paragraphe 2.1ddu chapitre IV).

2.4. Maillage des formes intermédiaires

Le nombre des courbes intermédiaires étant N saisie par l'utilisateur comme le montre la figure I11.8, La

régle des triangles semblables (Fig. II1.9) entre les points connus de courbes C™ ,C" permet de trouver

les points M| qui construisent un réseau de maillage. L'indice K € {l; N } indique le numéro du point

M k’ dans chaque courbeC J . Les points M k’ seront déduisent par la relation :

[ 0 n
MM = j et
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+ Statique
Nbre des Courbes(1) = {100

Contrainte appliquée =

Fig. 111.8 : Nowmbre des conrbes intermédiaires.

dat DM
Ey

/'n }(%.fj)

|| _JthJ | >

\\\'\I\% X
c i+1 CJ

Fig. 11 .9 : Construction des fronts intermédiaires entre C'® et C™

La déformation du front de référence C™ vers le front final C"est découpée en plusieurs fronts
intermédiaires notés C’ tres proches 'un de Tlautre. En utilisant I'avancée sa’ du passage de Cla
C " dans les expressions (IL.17) et (I1.19), données au chapitre précédent, pour obtenir K ) epy 040

a partir de K ) et W U,

3. Calcul de FIC au front de fissure donnée
3.1 Détermination de K et W le long du front initial
La littérature fournit, pour quelques géométries simples (cercle, ellipse, semi-infinie, ...etc.), expression

du F.I.C. K et plus rarement de celle de fonctions de poids W .

e Cercle : On trouve de nombreuses références dans la littérature donnant le FIC pour cette géométrie.
On peut citer en particulier [Tad, 73], [Kas, 75] ou [Bue, 77], [Bue, 87]. Lorsque le chargement se réduit a

un couple de forces normales a I'infini, on a :

K =20.R/7 L3

Pour le noyau W on le trouve chez [Bue, 72], pour cette géométrie en mode I, et avec des compléments
chez [Ric, 72] exprimé par :
W =1 111.4
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e Ellipse : Les travaux préliminaires dans ce cas se trouvant chez [Gre, 50]. On note que 'apparition du
premier calcul explicite de K est dans le travail [Irw ,62] (voir chapitre IV) pour un front elliptique. En
revanche, les fonctions de poids semblent hors d’atteinte ou alors possedent une expression beaucoup

trop pénible a manipuler se trouve dans [Ory, 98].

¢ Semi-infinie : La encore, de nombreuses références donnent des informations pour cette géométrie :

[Sih, 68], [Kas, 73], [Bue, 77], [Mea, 84a], [Mea, 84b] ou [Ric, 85]. On retiendra
W =1,K =1.120,Jar .

Précédemment, dans le maillage, on a considéré que le front de la fissure de référence est un cercle, donc

selon la relation II1.3 le seul parametre requis est la charge de traction applique o” comme montré dans

la figure I11.10.

+ Statique
Nbre des Courbes(i) =100
Contrainte appliquee =

| —Catcut_|

Fig. IHI.10 : Contrainte appliquée sur le front de fissure.

. 0 PN . .y 0 PEN ,
Chaque point M est associé a une abscisse curviligneS, . Cette dernicre est calculée par une somme

simple des distances euclidiennes entre les points précédents.

3.2. Calculs itératifs pour les fronts intermédiaires
Ces calculs itératifs sont pour évaluer le FICK et les fonctions de poids W pour une fissure donnée. A
partir du critere d'Irwin[Fav, 05], on peut conclure sur la possibilité de la rupture brutale ou non c'est-a-

dire est-ce que le FIC dans le front de la fissure atteint sa valeur critique ou non.

3.2.1. Abscisse curviligne
Le contour d’intégration doit étre orienté pour pouvoir définir une abscisse curviligne. Etant donné que
Porigine prise au noeud 0, P'abscisse curviligne est construite, on approximant 'arc délimité par deux

points successifs. Ainsi, le contour peut étre vu comme un polygone possédant N cotés.

L'abscisse curviligne de (M }) est égale 4 :

s :kiL[Mii,Min] 11L5
i=0
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i+1 i+l

avec L I:l\/l Jom) } la longueur du segment droit [M M/ :' ets) =0.

3.2.2. Calcul de la normale

On a élaboré deux méthodes pour déterminer la normale N au pointM | :

a- méthode de bissectrice

La normale de M kJ est sortante c'est- a- dire dirigée ver l'extérieur du front C’ . Elle est évaluée comme le
vecteur directeur normé de la bissectrice de I'angle construit avec les deux points voisins. Autrement dit
comme la bissectrice de I'angle formé par les deux segments ayant en commun le point considéré M} . La

figure I11.11 permet de visualiser cette construction.

Fig. HI.17 : Abscisse curviligne et normale sortante.

Pour les prochaines étapes on note que (XO, yo),(xl, yl),(xz, y2) sont respectivement les coordonnées
des pointsM ), , M/ M/, et n,n, sont respectivement les normes des vecteurs M/ M/

j i : .
M/ M/, données par:

n, = \/(Xl _X0)2 +(y, - YO)2
N, = (%, =X,)" +(y, - y,)’

Pour avoir deux valeurs de méme longueur donc la somme suit la bissectrice.

Lanormale N(M ) sera alors :

<

nM/)= 1114

<
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i i i i
Mk—le +Mk+le
n n,

Telque V=

Remarque :

La normale dans le point M,f, nécessite 1'ajout d'un point M ,f‘ 4 =M 1] apres le point M,f, vérifiant

M) =M/ .

a- méthode de tangente

Cette méthode consiste a déterminer la tangente t au point M|/ . Par interpolation circulaire aux points

d'arc M|} ,M/,M/, on trouve le centre (X.,y,) du cercle C et son rayon R (Fig. 111.12).

Fig. 1I1.12 : Méthode de tangente.

Les composants de la normale N} seront :

n, - (Xk _Xc)
Jukzt)jikyﬁ 1115

y =\/(xk %) (YY)

3.2.3. Détermination de 1'avance

Comme le montre la figure I11.13, la normal nki ne dirige pas vers les points M kj+1 mais elle est oblique et

. Vi j+1
elle forme un autre point M '} ™ avec C'™.
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Fig. II1.13 : Détermination de I'avance 58, .

, . . . 1j+1 . , .
Pour déterminer les coordonnées du point M '™ on va suivre les étapes suivantes :
, . . . i+1 i+1 i+1 N . .
“Trouver I'équation de cercle C qui passe par les pomts(l\/l JLM UM ) , clest-a-dire, on a trois
A 2 2 _ 2 o
équations de la forme (X —X.)"+(Y —Y.)" =R" avec trois 1ncor1r1ues(xC Ve R).

“Trouver l'équation de la droite D qui passe par le pointM ), dirigée par N} et ayant comme

équationy =AX +B, A= nx/ny tell que Nn,,N, les composantes de la normale n) et B trouvées a

partir des coordonnées de M !

- L'ensemble des deux équations précédentes donne une équation de second degré en fonction deX . La

résolution de cette équation donne deux points d'intersection comme I'illustre la figure 111.13.

- Tester si le point M '}** est dans la zone de l'arc et déterminer, en suite, sa position soit entre les deux
: j+1 j+l j+1 j+l £ 1: 1; : .
points (M [,M /™) ou entre(M,™,M 7). Afin de réaliser ce test, on utilise les produits vectotiels
entre les segments (l\/l S M 'ﬂ(”) et (l\/l k'fll, M k“l)ou entre les segments (l\/l S M 'IJ(H) et(l\/l k“l, M k’:ll)

Dong, l'avance 58, est :

sa) =HM ‘M) I11.7

Exemple

Dans la figure II1.14 on note le pointM | =1, M '/">2 M )T 53 M )" -4,
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' 1

Fig 11114 : Test d'intersection entre deux: segments.

Les produits vectoriels sont :

P1=13x12=(x,~x )(yz Y1) =(Ys=Y1)(Xo =)
P2=14x12=(X,~%,)(Y, = Y1)~ (Y4 = Y1) (X, = X,)
P3=31x34= (X, — X, )(Ys = ¥3) = (Y= ¥3) (X, = X)

P4=32x34= (X, =X )(Ya—Y3)= (Y- Y3) (X4 —X3)
Lotrsque le produit P1P2 <0 implique que la droite dirigée par le vecteur 12 passe par le segment(3, 4).

Si en plus le produit P3P4<0 implique qu'il y a une intersection entre les segments (1,2) et (3,4) ,

. N
c'est-a-dire que le point M ') ™ est situé dans l'arc 34.

Remarque
N-1, . .
Dans le cas des fissutes de forme polygone, l'avance dans la courbe C " évalue par une intersection entre
. N-1 : N
la droite de la normale N, — et les segments droits de la fissureC

Ces étapes sont détaillées dans l'oreaniocramme de 'annexe 6.
p ganig

3.2.4. Evaluation de 6K
Le calcul est fondée sur les formules (I1.17) données dans le chapitre précédent. L'intégrale curviligne de la

variation 0K contient deux parties, l'une est singuliere lorsqueS =S, , et l'autre réguliere lorsque S #S, ,

avec S, est I'abscisse curviligne de M |}

a- Partie réguli¢re
Tous les paramétres dans l'intégrale 0K (S,) sont connus, donc on utilise la méthode de trapéze pour

l'intégration (vu son cout numérique réduit avec une pression acceptable dans ce cas), avec S;,S,,, sont

respectivement les abscisses curvilignes des points M), M), tels que t #k,t +1#k
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W (5¢:s)

f(st):Dz(Sk?St)

K (Sk ) [5a(st ) - 5a*(st )]
I11.8

_ W (Sk ;St+1) _
f (St+1) - D Z(Sk ;St+1) K (Sk)[5a(st+1) 5a*(st+l)]

Dz(sk;s’[) =(Xt _Xk)2+(yt _yk)2
) +(Yea— Vi)

avec la distance euclidienne
D 2(Sk ;St+1) = (Xt+1 — Xy
ct
sa.(s,) = da(s,)| n(s,)n(s) |
111.9
5a.(s,.,) = Fa(s, ) N(s)N(s.) |

[n(s)n(s) | =(n,5)(nc(8))+(n, ) (n, )
(50760 | = (0 (5)) (0, (5.2)) +(n, 6))(n, (s1.0))

L'expression de la variation des FIC dans le point de I'abscisse S, devient comme suit :

1 3 (f (s.)+f
K(s)=5- 3 u - &)
t#k
t2k +1

[S,1—S] I11.10

b- Partie singuliére simple
Il convient ici d’étre prudent pour 'évaluation de I'intégrale au sens de la valeur principale. On est en effet

amené a traiter en particulier 'intégration sur l'intervalle ]Sk 1Sy +1[ autour du point sensible S, , soit:

275K (s,) ZVPSTV/(s)ds ~vP| %K (s)[6a—ba.](s)is

Sk

v (s)

En ce qui concerne lintégration de la valeur principale, on peut noter que le comportement de

S
intégrante pres de S, est de la forme :y/(S) = #(S) avec ¢(s,)=0.

(s—s¢)
Considérons linterpolation de ¢(S, ) parS — (&, S—b,)(S—S, ), ou 8 et b, sont deux constantes que

'on obtient facilement 2 partir des valeurs de (S, ;) eté(S, .,), telle que l'expression :

#(s.) =W (s,;S)K (s)[sa-sa.]|(s) = (as—b,)(s-s,).
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#(Sc.1) _ #(Sia)

— Sk ~Sk Sk Sk

a,
Sk ~Ska
(1) ]
b :ak S . _( k +1
) kl Sy —Sk

Le calcul de la valeur principale ne pose alors aucune difficulté :

Sk41 Sk 1

VP [ y(siis=VP | _96)_gs :VPT(a"S_;_Sbb)ds

K1 Sk-1 k Sk-1 (S k ) 111
Sk ~Sk
:ak(sk+l_sk—1)+(aksk +bb)|n _s
k-1 k

Dans le calcul de 8, et b, avec k=0 on a ¢(S, ;)=¢(s,) = ! il n'ya pas S, mais il faut que
#(S, ;) =d(Sy ;) donc on ajoute une variable qui prend les mémes valeurs de K sauf lorsquek =0 elle
devient égale 2 N . Méme chose pour le cas oi K =N —1, la fonction sera ¢(S, ,,) =¢#(S,) — !! donc

on ajoute une variable qui prend les mémes valeurs de K sauf lorsquek =N —1 elle devient égale 2 —1.

Puisque le nceud 0 =le nceud N, cette variable assure 'égalité @(Sy, )= ¢(S,) -
Dans la partie régulicre de l'intégrale(k =t ) , on est également confronté au probléme lorsque

k=N -1= k +1=N . Pour assurer I'égalité¢ le nceud0 =le nceud N on remplace K dans S, , par une

variable qui prend les mémes valeurs de K sauf lorsque K =N —1 et elle devient égale 2 —1.

Les relations (II1.8) et (II1.9) conduisent au résultat final suivant :

N-T(f f
5K(sk)=%[ Z( (S‘”); G5, 5]

t=k+1 I11.12

|

Pour trouver les FIC K (M ' ™) du front de la fissure, C'* on utilise I'incrémentation suivante :

+a, (Sk+l _Sk—1)+(aksk +bb)|n m

k-1~ Sk

KM '\ =KM})+5K(M}) I11.13

Ces étapes sont détaillées dans l'organigramme de I'annexe 7.
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3.2.5. Evaluation de &W
Le calcul de la variation N (S;,S,) issue de (I1.19) se fait de facon analogue que celle du FIC.

On pose

W (s,5 W (5,.5)
S )= ' oa—oa.|(s
v Dz(sk;si)Dz(sk:sl)[ Is.)
a- Partie réguli¢re
L'intégrale devient réguliere lorsque K #i =1k #i MK =l =1k #leti =l Ni +1=1sii <.

On utilise la méthode de trapeze pour l'intégration, on obtient :

N-1
#’:Sl)aw (s.,s)= ;) (W(Sk*l);'//(sk ) [Sc—Sk ] I11.14
b- Partie singuliére simple
L'intégrale devient singuliere simple par rapport 2 S, lorsque K =i -1 ou par rapport a S
lorsquek =1 —1. Par la méme fonction utilisée précédemment dansoK (S, ), on trouve la valeur

principale de I'intégrale.

c- Partie singuli¢re double

La fonction w(S,) a une singularité double lorsque S, =S, ouS,,; =S, si | <|, donc on prend les
domaines d’intégration ]Si S +1[ et ]SI S +1[ autour des points “critiques” S, etS, . Cela se produit dans
deux cas de figure :

- Les deux points sont confondus S; =S, : la valeur est nulle. En effet puisque W (Si 'S, ) prend une
valeur universelle donnée par (1L9), c'est-a-dire IV (s;,S, ) =0

- les deux points sont adjacents : pour fixer les idées, prenons S, et S, ;. Le domaine d’intégration est
délimité par S, et S, ,,. Lintégrante w/(S) se comporte comme ¢(S) / (s-5S.)°(S-S,.,,)° avec

é (s,)=0= é (S 1) On peut donc raisonnablement interpoler é sous la forme :

#(S) = (5—5,)(S—S,)(C S +d, ) =W (S, S W (5,5, )[6a—5a.](s,)ds les constantes C, et d, étant

déterminées 2 pattir des valeurs de ¢(S, ;) et@(S, ;). Donc on trouve leurs expressions :

&(SM—Z) _ 5(Sk—1)

(Sk+2_sk)(sk+2_sk+l) (Sk—l_sk)(sk—l_sk+1)
(Sk+2_sk—1)

¢(Sk +2)

(Sk+2 — Sy )(Sk+2 _Sk+1)

C, =

dk =C, Sy, —
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L’intégration sur le domaine considéré conduit a :

k+2

VP[**y(s)ds P [* G +d,
Skt Skt (S_Sk )(S_Sk+1)

Selon le paragraphe 7.2 dans le chapitre précédent, on a :

VPISM!//(S)dS:: €S —d, |n|Sk+2 — Sk |+Cksk+l_dk |n|sk+2 ~ Sk IIL.15
Skt (Sk _Sk+l) ‘Sk—l_sk‘ (Sk+1_sk) ‘Sk—l_skﬂ‘
Finalement
27 (s +y(sy)
2w s)= 3 WO
D(s.,s) k=0 2
k#i ki +1
ko ko +1 111.16

+ Cy Sk _dk |n|sk+2 —Sy |+Cksk+1_dk |n|Sk+2 —Ska
(Sk _Sk+1) ‘Sk—l_sk ‘ (Sk+1_sk) ‘Sk—l_skﬂ‘

On trouve le méme probleme de 8, et b, , dans le calcul de C, et de d, sur le début et la fin du maillage.

Néanmoins, puisque on a deux compteurs | etl , on ajoute pour chaque conteur deux variables I'une

pour traiter le probléme de i, =N —let l'autre pour i, =0. Aussi dans la partie régulicre de
l'intégrale(k Et), le probleme se pose lorsquek =N —1= K +1=N . Pour assurer, I'égalité¢ des
noeuds 0 etN on remplace K dans S, ,, par une variable qui prend les mémes valeurs de K sauf lorsque
kK =N —1 clle devient égale 2 —1.

Pour trouver les fonctions de poids W (M /™ M ™ du front de la fissure C'*" on utilise

l'incrémentation suivante :

W (MM =W (M M)+ (M M) 11117
Ces étapes sont toutes détaillées dans I'organigramme de 'annexe 8.

3.2.6. Détermination des K ,W de la courbe suivante

Par interpolation linéaire des FIC et des fonctions de poids W on trouve le FIC K aux points M /™ et les

fonctions de poids W dans notre points de maillage M ™. On a deux cas d'interpolation comme le

montre la figure II1.15 :
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Cas 2

Fig 11115 : Cas d'interpolation.

Casl : lorsque le point M ,I(J:f est situé entre M klfll et M k“l, et le point M |‘(J "entre M kj+1 et M |<J:11 , on
calcul l'abscisse curviligne S, de M k”let l'abscisse curviligne S 4, =S, +S, de M k’ " par rapport a

M /. Par interpolation linéaire on trouve le FIC comme suit :

KM/ =As +B I11.18
A j+l
vec AzK(Mk )-K(M,/'7)
Stotd
B=K(M/7).

Cas2 : lorsque le point M ;(jfll est situé avant M k’fll ,et M ;(j st situé apres M kj+1, on calcul les abscisses
curvilignes S, (S1 +Sz), (S1 +S, +S3) des points M kjfll M kj+l M |'(j " respectivement par rapport au point
et
A" I
Par interpolation linéaire on trouve :
j+ly _
KM.7)=As +B
j+ly _
KM/")=A(s,+s,)+B

111.19

KM/ -K M,
(s,+5,+8;)

B=K(M/).

avec A =
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41 ng i+ y . : . .
Pour trouver W (M '™, M ™) dans les deux cas, on utilise le méme processus d'interpolation, mais on

et deuxicmement sur

b

l'utilise deux fois, premiérement sur l'abscisse S'™(M1™) pour le point M /™
I'abscisse ' (M '™) pour le pointM | ™. Pour plus de détail, voir I'annexe 9.

Donc pour chaque front de la fissure C on fait toutes les étapes précédentes de 44 7 jusqu'au le front de

la fissure C".

4. Calcul dans le cas de la fatigue
On suppose, dans cette partie, que la fissure C" (Fig. IT1.16) se propage de C" a4 C™ sous un chargement

cyclique. Puisque les FIC et les fonctions de poids de C" sont connus, on utilise les mémes formules de
Rice pour évaluer les FIC pendant cette propagation et on peut également calculer le nombre des cycles

correspondants a l'aide de la loi de Paris[Par, 63].

Fig. 1116 : Construction des maillages intermédiaires entre C" et C i,

4.1. Parameétres de la fatigue
Dans le calcul en fatigue par loi de Paris, on a les parametres suivants (Fig. 111.17) :

a- Caractéristiques du matériau

da(s)
N

Selon la loi de paris =C [AKI (S)]ﬂ on a les coefficients C, £ qui caractérisent le matériau.
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b- Parametres de la propagation

D'aprés la loi de Paris on a trois inconnues da(s), AK, (S), dNC . De ce fait, on impose une avance

maximale da_, correspondant au FIC maximum K, et a partir d'une relation citée postérieurement on
détermine I'avance dans les autres points. Selon les formules de Rice on peut déterminer les incréments

du FIC. L'incrément de nombres des cycles ANC est calculé pour chaque front C' a partir de da__ et

K- Donc cette incrémentation nécessite un nombre limite 1, (nombre des fronts de la fissure de

C" jusqua C™).

c- Limites géométriques
Dans ce stade, on donne les distances pourrait atteindre, pour rester suffisamment loin des éventuelles

etY

frontiéres de la structure données par X g fin -

+ Fupture par fatigue (loi de Paris)
Caracteristiques du matériau

beta |2. C 2.

Dontiees de fatigue

da ||:|.|:|5 imax (100
Litnites géormétriques

= fin |1|:||:|. ' fin | 100,
Caleul

Fig. 117 : Parameétres de la fatigne.

4.2. Calcul itératif pour chaque front C'

4.2.1. FIC K, etle nombre des cycles N

ax

Apres la saisie de 0@, on cherche K et sa position (X:nax,yrinax) a l'aide d'un algorithme simple de

comparaison.

Le nombre des cycles du front C' est calculé par la loi de Paris avec l'avance da, et le FIC

correspondant K . comme suit :

dN | =Lﬁxﬁ I11.20
C (Ki)
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4.2.2. Déduction de 1'avance

Dans les fronts de la fissure C';i € {0...p} (Fig. II1.15) on note une différence fondamentale entre les
deux avances, C™ > C" calculée précédemment dans le cas statique et C" +>C "™ dans le cas de la
fatigue. Les champs da étant calculés, respectivement, géométrique et analytique. Plus précisément :
~dans le cas C™® +C", on maille le front C" par N nceuds, puis on construit un maillage sur C ref par

MJ. Enfin, on obtient les maillages intermédiaires C'en suivant le  découpage

MM, =JHM;'3* M pour j €{0..n}.

- dans le cas C" > C ™ on 4 la propagation par fatigue, ce qui impose directement :

Ki Y
oa, :5ajnax(Kik j I11.21

avec | € {0...p}

Pour démontrer la relation I11.21, on suppose qu'on aux deux relations suivantes selon la loi de Paris :

- - Y
% l'avancée maximale dans le point 4 FIC maximum : da,,, =dN;C [K . ]

% l'avancée dans un point M| : da, =dN/! C [KL ]ﬂ
On divise la deuxieme relation sur la premiére, terme a terme, on obtient :
dy _ dN:C[K) ]
da dNiC[K' T

Par élimination de dNCi C on trouve la relation I11.21.

4.2.3. Abscisse curviligne et la normale

De la méme maniére que dans le calcul statique, on évalue l'abscisse curviligne S, et la normale N, pour

chaque point M ,'( du front de la fissure C' .

4.2.4. Déduction des points du front suivant
Apres avoir connaitre l'avance 5811 et la normale nf( du point M ||< (x,i(,y,‘(), on peut déduire le point

i i . .
M, " (X|I<+ Y ) par l'expression suivante :

Mt =M, +5an,

. i +1
Les coordonnées de M, ™ sont :
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X, =X, +5a,X,
41 111.22

Y=Y +oay,

L'ensemble des points M [ i e {0...p} construit le front de la fissureC' ™.

4.2.5. Détermination K |W de la courbe suivante

Par les mémes formules de Rice on évalue la variation de FIC 6K (l\/l 1|< ) ainsi que celle de la fonction de

poids W (lVl J' M| ) On donne les FIC et les fonctions de poids pour le front de la fissure C'** comme
suit :
K(M,")=K(M,)+5K (M)

i+1 i+1 i i i i Hi-22
W (MM ) =W (M), M])+dW (M1, M])

A partir de ces relations, nous constatons la non nécessité de l'interpolation sur les FIC et les fonctions des
poids puisqu'ils se calculent directement dans le pointM *'. Donc pour chaque front de la fissure C'**
on détermine les FIC, le nombre des cycles correspondant et I'évolution de la fissure. Pour arréter le calcul
on doit soit atteindre le nombre i ., (nombre des fronts de la fissure de C" jusqu'aC "), soit les limites

géométriques X, et Yy, .

5. Conclusion

Dans ce chapitre, on a traité la mise on oeuvre numérique de la détermination de FIC dans une fissure
plane sous un chargement uniforme par la formulation de Rice. Notre étude touche également la
propagation de la fissure sous un chargement cyclique de fatigue, les FIC et le nombre des cycles
correspondant. Cette mise en oeuvre numérique se présente sous forme d'un code de calcul nommé "
Numerical Weight Function (NWF-Code)" ayant une interface graphique présentable et maniable. Elle
contient une zone de texte pour afficher les résultats ou écrire les fichiers de données. Elle dispose
également d'une fenétre pour la présentation graphique de I'évolution de la fissure avec un menu qui
comporte les donnes d'utilisateur, et un indice sur I'avancement de calcul.

Le noyau central de ce code est la formule de Rice permettant le calcul de la variation de FIC et de
fonction de poids. Le code est doté d'une partie pour la construction du maillage et une autre pour le
calcul du FIC aussi bien dans le cas statique que dans le cas de I'évolution de la fissure.

Dans le chapitre prochain, on valide notre code de calcul par des exemples analytiques. On traite des

applications et on mene une étude paramétrique pour présenter l'efficacité ainsi les avantages de notre

contribution dans cette approche de fonctions de poids.
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1. Introduction

Dans ce chapitre, on présente trois parties, une premicre pour le calcul de FIC pour différentes fissures
sous chargement statique. Parmi ces fissures on traitera celles qui possedent des expressions analytiques
utilisées pour des fins de validation. On présentera également l'influence du nombre des points et nombre
des courbes intermédiaires sur l'erreur moyenne entre les résultats de notre code et ceux analytiques. Une
¢tude comparative avec d'autres résultats de la littérature sera établie. Dans la deuxieme et la troisieme
partie, on expose l'évolution de la forme de la fissure, sous chargement cyclique de fatigue et par rupture
brutale, ainsi que le nombre des cycles et le seuil de stabilité correspondants. Ceci sera accompagné par
une comparaison avec les résultats de la littérature.

Les résultats obtenus dans ces trois parties ont été réalisés moyennant le code de calcul nommé
NWZF_Code (Numerical Weight Function) élaboré avec une interface graphique présentable et simple a

utiliser (voir I'annexe 1).

2. Evaluation du FIC en statique

2.1 Fissures elliptiques
On peut trouver dans Kassir et Sth (1966)[Fav, 05] une démarche pour déterminer les F.I.C. le long d’'un

front de fissure elliptique. Tout d'abord, mettons en place les différentes notations. Soit donc une ellipse

de demi-grand axe b et de demi-petit axe a (Fig. VL.1). Son excentricité vaut € =+/1—(a/b)*. On

définit au passage la grandeur adimensionnelle & =+/1 —e’ = a/ b <1, trés utile pour I'équation de l'ellipse.

11 devient possible de déctrire 'équation du front en précisant ’évolution des coordonnées polaires ret 8.

Ona:

{x =r(49)cosl9<:> r@)=yx"+y’

y =r(@)sind 6:2arctan( y J
X+Tr

et I'équation de I'ellipse

On remplace X et Y par leurs expressions dans I'équation précédente, on trouve

a

Jsin? 0+ a2 cos? 0

r@)=
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M (X,y)

sd onstant
B (So = 0)
X

2a

2b

Fig IV .1 Parametres géométrique de I'ellipse.

Pour un chargement to, €, d'ouverture, le FIC selon Irwin[Laz, 03] est donné par :

\J7r (0)

K, (0)= % E@ [sin2 0+a’ cos’ 0]1/4

Apres substitution I (6) par son expression on a :

. 1/4
o, Nra {sm2 0 +a’ cos’ 0}

E@) |sin’@+a’cos’ @

K, (@)= Iv.1
ou E désigne l'intégrale elliptique compléte de 2™ espéce développée chez Gradsteyn et Ryzhik|[Gra, 65]
et définit par :

/2

E(e)zjx/l—ezsinzﬁ do ,e=+1-a° cta=a/b.
0

On compare nos résultats avec l'expression analytique sous forme des courbes des FIC en fonction de
l'abscisse cutviligne. Du fait que la forme géométrique de la fissute est symétrique, nous réduisons 1'étude a
un quart de 'ellipse. On désigne par K le FIC au point M (X,Y) de la fissure elliptique dans un corps

infini soumis a une charge de traction constante. Pour séparer la contribution du chargement et des

dimensions sur la valeur du FIC on définie un FIC adimensionnel K = avec F sera le FIC

K
>
20, a7
adimensionnel au front initialC ° de la fissure. Dans toutes les coutbes, on présente le FIC adimensionnel

K en fonction du rapport S/ P avec P le périmetre de ellipse et S l'abscisse curviligne.

Le nombre des courbes intermédiaires N est calculé de facon que l'avance maximale entre les courbes

intermédiaires soitoa,_, =0.0054 . Selon la figure VI.1 ona da,_, = et a partir des deux expressions

précédentes on trouve :
b-a
n=
0.005a

Iv.2
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a- Fissure elliptique avec a =1/1.5

—— Théorique

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
s/ p

a) le FIC obtenu par les différentes méthodes. b) le FIC le long de fissure.
Fig. IV .2.1a variation de FIC sur la fissure elliptique avec o =1/1.5.

b- Fissure elliptique avec a=1/2.5

1'5 CTTT T T TrTrr[rrrrrrrrr[rrrrrrTrr T rrrrrrTrrr[ rrrrrrrri]

14 F 3
1.3
1.2

11

|

1.0

0.9

0.8 -

07 E Théorique 3
F *  NWF_Code 7
06 T Y l ) e l ) e l ) e l N I o |

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
s/ p

a) le FIC obtenu par les différentes mieéthodes. b) le FIC le long de fissure.
Fig. I3 : la variation de FIC sur la fissure elliptique avec o =1/2.5.
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c- Fissure elliptique avec a=1/3

1.4

13

1.2
11
K

1.0

0.9

08 B

0.7

111

llllllllllllllllllllllllllllll"-

—— Théorique
© V. Lazarus(03)

* NWF_Code

06 llllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll1111111

0.00 0.05 0.10

s/p

0.15

0.20 0.25

a) le FIC obtenu par les différentes méthodes.

23

b) le FIC le long de fissure.

Fig. IV 4 : la variation de FIC sur la fissure elliptique (ot =1/ 3 ).

d- Fissure elliptique avec a=1/5

b) le FIC le long de fissure.

Fig. IV'.5 : la variation de FIC sur la fissure elliptique avec ot =1/'5 .

1.5 ¥
1.4
13
1.2
__11
K 1.0
0.9
0.8 —— Théorique
F x V. Lazarusg(03)
0.7 E s (V. Lazarus(03)) « NWE Code
0_6 lllllllllllll1lll11lllllllllllllllllllllllllllll
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
s/ p
a) le FIC obtenu par les différentes méthodes.
* Les

l'abscisse/périmetre pour les différentes méthodes.

* Les figures IV.2b, IV.3b, IV.4b, IV.5b, présentent la variation du FIC adimensionnel sur le front de la

fissure elliptiqueC ",

Observations et interprétations :

D'apres ces figures, on peut tirer les remarques suivantes :

figures IV.2a, IV.3a, IV.4a, IV.5a, présentent le FIC adimensionnel en fonction de

- On remarque dans les exemples précédents que nos résultats sont quasiment identiques a l'analytique
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sauf dans le cas de l'ellipse @ =1/5 ou les courbes se décrochent.

- L'aplatissement de I'ellipse implique aussi bien une valeur qu'une amplitude de plus grande de FIC le long
de la fissure, c'est-a-dire pour l'ellipse la moins aplatie (& =1/1.5) la valeur maximum de FIC est 1.18 et
l'intervalle de variation de FIC est [0.96 - 1.18], tandis que pout l'ellipse la plus aplatie (o =1/5) la valeur
maximum de FIC est 1.49 et l'intervalle de variation de FIC est [0.65 - 1.49].

- Le FIC du point B est moins que celui du pointA , c'est-a-dire que le FIC devient plus important avec la
diminution de la courbure.

- Dans la figure IV.5a, I'erreur diminue lorsqu’on s'approche du point A ou du point B et augmente dans la
zone 1, par contre chez Lazarus [Laz, 03] l'erreur augmente lorsque la courbure est plus importante. Les
résultats montrent qu'on obtient une erreur maximum dans la zone des points les moins dangereux de

FIC. En effet, dans le point numéro 14 (Fig. IV.5a), l'erreur maximum de notre code est E_ = 0.02301,
par contre Lazarus [Laz, 03] a obtenu une erreur E__ =0.0588 dans le point B (s=0). De ce fait, on

constate que notre code diminue l'erreur maximale de la moitié par rapport a Lazarus[Laz, 03]. Ceci est dd,
sans doute, a la différence entre les procédures de maillage adopté par notre code et celui adopté par

Lazarus [Laz, 03].

2.1.1. Influence de nombre des courbes et nombre des points sur I'erreur moyenne

On définit l'erreur moyenne par l'expression suivante :

E = %j’.(Knum(M()Al}theO(M )) ds(M) V.3
0 K?°

Afin de comparer nos résultats avec ceux de Bower et Ortiz [Bow, 90], on considére le cas de fissure

elliptique avec @ =1/3. On présente dans la Fig. IV.6 l'influence de nombre des points N (nombre de

subdivision des courbes C") sur I'erreur moyenne E .
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0706 f-.._ I I I I I I I
0,05 |- _
—+— Bower et Ortiz(90)
\ - V.Lazarus sa(M) num.

0,04 |- —X— NWF_Code. -
w "
3 0,03
i

0,02

0,01

0’00 | | | | | | | N
20 30 40 50 60 70 80 90 100

Fig. IV.6 : Erreur E obtenne ponr différents nombres de discrétisation.

Observations et interprétations :

Dans ces résultats Bower et Ortiz[Bow, 90] utilisent des avances obtenues analytiquement. Cect a diminué
considérablement l'erreur, cependant I'inconvénient de cette démarche est la limitation de son application,
car l'expression analytique de I'avance n'est disponible que pour des géométries simples (ex. ellipse). En
revanche, dans notre étude l'avance est obtenue numériquement d'une maniere assez simple (voir
paragraphe 3.2.3 du chapitre 3) utilisable pour n'importe quelle forme. L'erreur obtenue est évidemment

plus grande que celle de Bower et Ortiz[Bow, 90] mais reste tres raisonnable. On peut constater aussi que :

- Lorsqu’on augmente le nombre de points N, I'erreur moyenne diminue, mais le temps de calcul augment.
De facon générale, la variation de I'erreur moyenne en fonction du nombre des points est non linéaire.

- L'erreur moyenne de notre code reste inférieure a celles de Lazarus [Laz, 03] avec 0a(M ) numérique.

Dans la Fig.IV.7, on présente la variation de l'erreur moyenne E en fonction de rapportoa,, /@, avec un

nombre fixe des points N =72, a=1/3.
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0020 —————F—F """
[ —+— Bower et Ortiz(90)
[ —*— V.Lazarus sa(M) num. «
[ —<— NWF_Code, - 1
0,015 |- - ]
w KT
3 0010
i}
0,005 |-
0,000 L L L L | L L L L | L L L L | L
0,000 0,005 0,010 0,015 0,020

sa_/a
Fig. 1V'.7 : Errenr E obtenue pour différentes avances avec N=72.
De fagon générale, lorsqu’on augmente 0@, (diminue le nombre des courbes intermédiaires n), l'erreur E

augmente de fagon linéaire. L'erreur de notre code reste inférieure a celle de Lazarus [Laz, 03] et avec une
pente moins importante. Ce qui montre l'intérét de la procédure numérique qu'on a développé dans cette

étude.

2.1.2. Temps de calcul

le temps de calcul pour chaque courbe dans une fissure elliptique o =1/5etn =800 courbes, sera
comme suit :

- Pour un nombre des points N=100

Avec un microprocesseur (CPU) AMD Athlon de vitesse 2.5 GHz, le temps de calcul de notre code est
0.325seconde.

Avec un CELERON de vitesse 0.333 GHz, le temps de calcul de Lazarus [Laz, 03] est 10seconde, mais
pour comparer, on estime le temps de calcul de Lazarus [Laz, 03] avec la vitesse de notre microprocesseut.
Etant donné que la vitesse de microprocesseur inversement propositionnel au temps de calcul, par la regle
de trois on peut prévoir le temps de calcul de Lasazus [Laz, 03] pour chaque courbe de 4.330s tandis que
pour notre code il est 1.332s. On voit clairement que notre code est 3 fois plus rapide de celui de

Lazarus[Laz, 03].

-Pour un nombre des points N=50
Le code NWF_Code sera davantage plus rapide de (0.110 s) que celui de Lazarus [Laz, 03] (1.776s). C'est-a-
dire 15 fois plus rapide.
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2.2. Fissures en polygone
a- Fissure en forme de rectangle (2,3)

Fissure en forme rectangle de longueur = 3, et de largeur 2

Fig. 1V.8 : Le FIC sur la le long de fissure rectangulaire.

b- Fissure de forme et carre (1,1)

Fissure en forme carrée (1x1).

Fig. 1179 : Le FIC sur la le long de fissure en forme carre.
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c- Fissure en forme de triangle équilatéral

Fissure en forme Triangle équilatéral de cercle interne de rayon unité.

Fig. 1V'.10a : Le FIC sur la le long de fissure triangulaire.

1.50

1.25

1.00

;E 0.75

0.50

0.25

NWFE_Code
[Pao, 03]

@ \ ) & = s, 79

180 210
o (deg)

Fig. IV 1006 : Le FIC par différentes méthodes de la fissure triangnlaire.
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d- Fissure en forme de pentagone

Fissure en forme pentagone de cote égale a 0.9.

Vo

Fig 1V.171 : Le FIC sur la le long de fissure en forme de pentagone.

e. Fissure en forme d’étoile

Fissure en forme étoile de cote égale a 0.9.

Fig. IV12 : Le FIC sur la le long de fissure en _forme d'étoile.
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Observations et interprétations :
- Le FIC est minimum dans les angles extérieurs et maximum dans les angles intérieurs (cas de I'étoile) ou
au milieu de cotés en absence de ces angles (polygones convexes).
- De fagon générale, on remarque que le FIC augmente dans les points les plus proches au centre
géométrique de fissure, et diminue dans les points plus loin au centre géométrique de la fissure.
- Lorsque le nombre des cotes de la fissure augmente, la variation du FIC le long de la fissure est moins
importante, par exemple :

* dans le triangle (3 cotés), l'intervalle de variation dans le FIC est [0.26 -1.40].

* dans le pentagone (5 cotés), l'intervalle de variation dans le FIC est [0.60 -1.16].

* dans le cercle (7 n cotés, n —> ), la variation du FIC est nulle.

- Dans la fissure triangulaire, l'expression de FIC max [Mas, 79] est la suivante :

2.48
~——o, V7R
V/d

0,max

Avec R le rayon de cercle interne de tringle, pour notre cas R=1 on az)max =1.239. Dans nos

résultats Kms =1.240. Dans la Fig. IV.10b, on remarque que, dans la zone de la moitié du coté considéré

comme la zone le plus dangereuse, notre résultat coincide avec le résultat de Mastrojannis et al.[Mas, 79].

2.3. Fissure de forme quelconque

a- Fissure en forme cceceur

Fissure en forme cceur avec un point d'angle ® =130°.

Fig. IV.13 : Je FIC sur la fissure en forme ceenr.
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b- Fissure en forme quelconque 1

Une fissure en forme courbe avec un rayon max 7, = 0.0049 et rayon minr,, = 0.0032.

Fig. 11714 : le FIC sur la Fissure en forme quelconquel.

c- Fissure en forme quelconque?2
Cette fissure continue des courbures plus importantes que la fissure précédant pour avoir leur influence

sur la variation de FIC.

Y

Fig. 1V.15 : Je FIC sur la fissure quelcongue?.

Observations et interprétations :

- Les points anguleux dans les formes quelconques correspondant a des gradients forts du FIC.

- De facon générale, on remarque que le FIC diminue dans les points les plus proches au centre
géométrique de la fissure, et augmente dans les points plus loin au centre géométrique de fissure. C'est-a-
dire, conformément aux constats faits pour les polygones, les points de concavités fortes correspondant a

des grandes valeurs du FIC.
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3. Propagations des fissures en fatigue

On s'intéresse dans cette partie a étudier la propagation par fatigue des fissures de formes quelconques
sous un chargement cyclique en appliquant la méthode de fonction de poids sur plusieurs exemples.

Les données communes utilisées pour ces exemples sont :

- L'amplitude de chargement Ao, est unitaire.
- Les caractéristiques du matériau ductile f=2.
- L'avance maximum da,_ = 0.005

- Les limites géométriques des fissures X

m

=1004,Y,, =100a, pour éviter des boucles de calcul infinies.

On a choisi ces données pour mieux comparer nos résultats avec ceux de Lazarus [Laz, 03].

3.1 Fissures elliptiques
a- fissure elliptique o =1 (circulaire)
Cette fissure est un cas particulier des fissures elliptique (@ =1). Dans la figure IV.16, pour mieux

visualiser I'évolution de forme de fissure, on a présent 12 courbes parmi les 800 courbes.

"/ao w —%y/a{] ~‘

P N P B S SR B B i I EEE TR S e ]
3 2 -1 0 1 2 3
x/a 32 18 1 2 S
a -NWF_Code b-V.Lazarus (03)

Fig. IV16 : propagation de fissure circulaire.
Observations et interprétations :

- Apres propagation, les fissures circulaires sous chargement cyclique de traction restent circulaires.

- L'évolution de la forme de la fissure est la méme que celle de Lazarus [Laz, 03].
Dans la figure IV.12b, on présente la variation de nombre des cycles adimensionnel N_Cen fonction de

l'avance oa(B) de point B.
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On rappelle 'expression I11.20 du chapitre précédent :

On substitue K ?

KO
(o}

o0

par son expression dans l'expression IV.4,

dNC — 5a'max
CK’

B
a’ (—] , 'expression devient :

p
dN, a“(z 3] =
V4 C

a’' 2
c 7[/3/2

dN

V.4

max

en multipliant les deux termes par

OB e

B
a'l2 2
K2 T

B
a?? = 5%;”; a’! 2 a’?
cKZ. "

max

a
Ou K’=20,,|— le FIC au front de fissure initial C” (cercle).
V4

L'expression de nombre des cycles devient adimensionnelle comme suit :

B2
dN_.C (Ao, )ﬁ afl ! = 2 08,

IV.5
2% a

Avec f =2, l'intégration de l'expression IV.5 on donne le nombre de cycles adimensionnel pour les

fissures circulaires :

N.=N,C(Ac,) a”*"'=NC (Aawf:%ln(x(m]

IV.6

a

Cette dernicre expression est utilisée pour la validation du calcul de N . avec notre code comme la montre

la figure IV.16c.

2|

1.0
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0.0

[ B L
e x(B)/a NWF_Code
E x(B)/a Théorique

- 1 1 l 1 1 1 1 l

T T T T

1 1 1 1 l

T T T T T L T L T T

1 1 1 1 l 1 - 1 l - 1 1

1.0 1.5 2.0

2.5 3.0 3.5 4.0
x(B)/a

Fig. 1V 16¢ : Nombre des cycles en fonction de 'avance (fissure circulaire).
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Observations et interprétations :

- La variation de N_ on fonction de I'avance est algorithmique. C'est-a-dire la fissure se propage plus

rapidement, il est logique lorsque la fissure propage le FIC dans la fissure augment.

- On observe que notre code donne des résultats superposés avec l'expression théorique concernant le

nombre des cycles adimensionnel N .

- On note I' le rapport de l'aire finale de la fissure a N_Cz 1 (voir la Fig.IV.16¢) sur l'aire initiale de la

fissure. Ce rapport atteint la valeur » =12.69 avec notre code, tres proche a celle obtenue par Lazarus [Laz,

03] »r=12.70.

b- Fissure elliptique aveca =1/1.5

4_PTTTT‘TTTT‘TTTT‘TTTTTTTT‘TTTT‘TTTT‘TTTT%_‘

lllllllllllllllllllllllllllllllllllllﬁ_‘

3 -2 -1 0 1 2 3 4

-Ib &TTTT‘TTTT‘TTTTTTTTTTTTTTTT‘TTTT‘

x/a

Fig. IV 17a : Propagation du fissure elliptique

avec . =1/1.5.

1.0
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0.0

TTTTTTTTTTTTTTTT‘T_J,-'Y

llllllllll lllll

llllll

1111 1111

2.0 2.5 3.0
x(B)/a et y(A)/a

35 4.0

Fig. IV.17b : Nombre des cycles en fonction de
l'avance (fissure elliptique avec o =1/1.5).

4.5

- On remarque que la fissure elliptique acx =1/1.5 apres propagation par fatigue devient une fissure de

forme presque circulaire, tell que x(B)=4 et y(A)=3.85 4 N_=1.

Dans la figure IV.17b, on présente le nombre de cycles N_c en fonction de l'avance de la fissure dans les

points caractéristiques A etB .
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c- Fissure elliptique aveca =1/2.5

On présente sur la figure IV.18 I'évolution de la forme de la fissure obtenue par NWF_Code a coté de celle

obtenue par Lazarus|[Laz, 03].

x/a

a -NWF_Code

<
=
Q

o b d R A o - o ow s o

AR AR AR RARES LA RARE LR RRRRS LARLY RARLY B

= _

::hLLJ..LI.LllJJ_L.IlMuJ.lLUJ.u"I"lllHlll‘lll[llll]llll|l€

5 4 3 2 4 0 1 2 3 4 5
x/a

b-V Lazarus(03)

Fig. IV.18 : Propagation de la fissure elliptique avec ¢ =1/1.5.

Dans la figure IV.18c, on présente le nombre des cycles adimensionnel N en

fonction de l'avance des

00 ’1111]1111]11111111ll111lllllllllllllllllllllllll

points A et B
10 :TTTT‘TTTT‘TTTT‘TTTT‘TTTTT
0.9 ; X(B)/a V. lazarus(03)
E oo y(A)/a V. lazarus(03)
0.8 = * x(B)a NWF_code
F % yA)/a NWF
07 £ y(A)/a —_code
06 F
N, o5 F o
04 £ #
E ,i‘?"
03
= Pat
0.2 ;y"
0.1 F
10 15 20 25 30

3.5

40 45 50 55 6.0

x(B)/a et y(A)/a

Fig. IV.18¢ : Nombre des cycles en fonction de I'avance (fissure elliptique avec o =1/ 2.5 ).

Observations et interprétations :

- On remarque que I'évolution de la fissure dans les deux figures tend vers une forme circulaire.

- Comme c'est attendu, la fissure 2 o =1/2.5 prend plus de temps (nombre de cycles) pour avoisiner la

forme circulaire par rapport a cellea o =1/1.5 (voir le décalage entre x(B)et y(A) dans les deux figures

IV.17b et IV.18c).
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- Les rapports I' pout la fissure elliptique o =1/2.5sont:

I (Lazarus[Laz, 03]) ~ 12.80,

d- Fissure elliptique aveca =1/3

T[T T IO T T T T [T [T TTT T

.6 ;Tllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll
6 5 -4-3-2-101 2 3 4 5 6
x/a

“

1.0
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0.0

Fig. IV 19a- propagation de fissure elliptigune avec o =1/ 3.

e- Fissure elliptique avec a=1/5

<
~
2
ORNWAU OO

[
NoOogahwWNPRE

-9-8-7-6-5-4-3-2-10123456789
x/a

“

1.0
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0.0

Fig. IV.20a- propagation de fissure elliptigune avec o =1/5 .

Observations et interprétations :

r NWFE_Code) ~ 13.00.

JTTT{TTTTNTTTTNTTTTNTTTTNTTTTNTTTT‘TTTTNTTTTNTL[,J'TTTTT TTT
x(B)/a
——————— y(A)/a

HH“H

“HwHH“THMHWHHMHWTHW
HlHHlHHMHXh11llHHlHHlHHlHHlH

TTT

%1111111111111111111 111111111111111111111111111111111111111

1.0 15 20 25 3.0 35 40 45 50 55 6.0 65 7.0

x(B)/a et y(A)/a
Fig IV 19b - Nonbre des cycles en fonction de 'avance.

:Y T 1T { L { L { T T 1T { T T 1T { L ‘l_.J’T T { L

E x(B)/a ’

F oo y(A)/a

El 111 l 1111 l 1111 l 1111 1111 l 1111 l - l 111 1:

1 2 3 4 5 6 7 8 9
x(B)/aet y(A)/a

Fig. 1V.20b - Nowmibre des cycles en fonction de I'avance.

- Le décalage entre X(B)/a et y(A)/a augmente avec la diminution de « et la fissure atteint la forme

circulaire d’une maniere moins en moins rapide, conforment aux remarques précédentes.
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3.2 Fissures en polygone

a- Fissure en forme rectangulaire

5 :|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||: F[ill[lllilll(IIlJlllll]llljlllj!]lll[rill TTT
4 = o
3 E 3f
2 3 2t
1 =R
y/a 0 ; J//dﬁf
-1 _; -If
2 E 2f
:
-4 = _; 4
_5 :||II|I||||||||||||||||||||||||||||||||||IIII|III|: :|||]||||||||;||1;|i|1|||||||||(r||||||||l|1i||1:
5 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 4 3 2 4 0 1 2 3 4
x/a x/a
a -NWF_Code b-V Lazarus (03)

Fig. IV.21 : Propagation du fissure en _forme rectangulaire.

lo TTrrr[rrrT
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HH1llHHM}HMHHHHMHX

—— x(®)/a V. lazarus(03)
,,,,, y(A)a V. lazarus(03) 7

* x(B)/a NWF_code
01 [ YA/ NAF_code

0.0

T | 1 Lo v b v v b

1.0 15 2.0 2.5 3.0 35 4.0 4.5
x(B)/a et y(A)/a

.U1 HHMHH
o

Fig. 1V.22 : Nombre des cycles en fonction de ['avance(forme rectangulaire).
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b- Fissure en forme de carre

_IIII|IIII|IIII|III

-IIII|IIII|IIII|III

III|IIII|IIII|III|_

Ll

5 -4 3 -2 -1 0 1 2 3

x/a

[é)]

Fig. 117.23a- propagations de fissure en forme carre.

c- Fissure en forme de pentagone

2-0TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

15F
1.0
0.5
9/a0.0~
05~
-1.0 [

-1.5 —

-2.0

-20 -15 -1.0 -05 0.0 05 1.0 15 20

x/a

10
09
08
07
06
N, 05
0.4
03
02
0.1
0.0

Fig. 1V, 24a- propagations de fissure en forme pentagone.

Observations et interprétations :

0.5

1.0 15
x(B)/a et y(A)/a

Fig. 1V.23b - Nombre des cycles en fonction de I'avance.

IIIY{I

YHI“HwIHwIHWIHI“HWHH“HWHH TTTT

T

T

*  X(A)/a V.lazarus
% y(B)/a V.lazarus o 3

I{IIIYIIII{IIYK{

1.0

1.5 2.0 2.5
x(B)/a et y(A)/a

Fig. 1V7.24b - Nombre des cycles en fonction de I'avance.

- Comme prévu, lorsque le nombre de cotés du polygone augmente, la fissure tend plus rapidement vers

une forme circulaire.

- La tendance vers une forme circulaire est commune, car le FIC est max a la moitié des cotés qui avance

plus rapidement que les angles. Alors, les angles sont toujours la tendance a disparaitre.

- La propagation de la fissure rectangulaire est trés comparable a celle obtenue par Lazarus[Laz, 03].
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3.2 Fissures de forme quelconque

a- Fissure en forme coeur

20 F 2
1.5? 1.5
1.0? 1
0.5? 05
y/a 0.0; yla 0
0k 05
-1.0? -1
-1.5§~ 15
-2.0? -2
20 -15 -1.0 -05 00 05 1.0 15 20 25 2 45 4 05 0 05 1 15 2 25
x/a w/a
a -NWF_Code b-V Lazarus(03)

Fig. 117.25 : Propagations de la fissure en forme de coenr.

10 g
0.9
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0.7
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03 A dx/a V. lazarus(03)
0.2 _ P ——dy/a V. lazarus(03)
v - % dx/a NWF_code
0.1 a -4 dyla NWF_code

1ll11H“Hl““l“l“““l“ll1“1““1““1

0.0 )llllll‘1ll111ll111ll1111lllllllllllllllllllllllll

10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 6.0
dx/a et dy(A)/a

Fig. 1V.26 - Nombre des cycles en fonction de I'avance.
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b- Fissure en forme courbée

0.015 ———
0.010 f :
0.005 7 7

y/a 0.000 f :
-0.005 7 1

-0.010 [ ]

5l
-0.015 -0.010 -0.005 0.000 0.005 0.010 0.015

x/a

-0.0

Fig. 11727 : Propagations de la fissure en forme courbee.

Observations et interprétation :

- On observe dans la fissure en forme de coeur que la propagation de la fissure par NWF_Code est

similaire a celle obtenue par Lazarus [Laz, 03].

- Méme pour une fissure de forme quelconque (Fig. IV.27) avec a la fois des concavités et des convexités,

elle devient circulaire apres propagation. Cette remarque globale pour toutes les formes de fissure est due

essentiellement a I'uniformité de chargement.
- De point de vue numérique, le rapport des aires 7 reste presque constant dans les formes elliptiques
rectangulaires et cceur, c'est-a-dire la forme initiale de la fissure n'influe pas sur l'avance globale de

fissure.

4. Propagation des fissures par rupture brutale

et

la

L'avance de fissure dans la rupture brutale est basée sur le critere de Irwin[Laz, 03] cité dans le chapitre 1.

On rappel son expression :
oaM)=0si K(M)<K,
oaM)=20si K(M)=K,

On pose que I'avance de fissure est quasi statique sous un chargement o,

0

, €t on a une propagation

lorsque T MD 6 oremax (K My =K . Kom 0 Ko
KC KC KC
O = _ V.7
K max
K
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Chapitre IV

Lorsque: * o, Augmente, K (M ) diminue et I'avance de fissure est stable.

* o, diminue, K (M ) augmente et I'avance de fissure est instable.

A partir ces derniers on écrie :
Kv) Y
5a(M):5r[ " j ,3— 1v.8
Tell que 07 Incrément cinématique de temps correspondant a l'avance oa(M ) .
Kv) Y
-K(M)<K, = llflm(K—j =0 =>da(M)=0
Kv)Y'

-K(M)=K, = ( " j =1 =>o0aM)=0r2=20

-K(M)>K, = oda(M )=+ Clestle cas défavorable.

On choisit l'incrément 07 de facon max(da(M))=0da,, , et a partir I'équation IV.8 on trouve :

V.9

52. — 5a'max ﬁ
K max
KC

On substituer 07 dans l'expression IV.7

Finalement
IV.10

B
sa(M )=5qu[KR(M )] , 0>

max

Donc, la relation de Paris[Par, 63] peut remplace judicieusement le critere d'Irwin[Laz, 03] dans le cas de la

propagation brutale (f tres grand).
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4.1. Fissures elliptiques
a- fissure elliptique « =1 (circulaire)
Les données sont :

- L’avance maximumda,_, = 0.005
- La constante f=50.
- nombre maximum des courbes 7 = 200

- Les limites géométriques Xﬁ” =100g4, Yﬁ” =100a.

LI L e BRI B LA L B BRI B S s R s S S e e o e

20F ] 2+
15 F
10 F

05 |

ylaoof

05 F

T SR S R [N RRN VT TR S VU TN SR N N SN S SR |

-2 - 0 1 2

x/a

a -NWTF_Code b-V . Lazarus (03)

Fig. 1V, 28 : Propagations de fissure circulaire.
- On observe que la forme circulaire de la fissure reste stable pendant la propagation brutale.
- Notre code donne la méme évolution de la forme de la fissure, comparativement, a celle de Lazarus [Laz,
03].

~Puisque le matériau est fragile, (B =50)le nombre de cycles a rupture est trés petit (n'est pas significatif).

Donc on va exposer dans la figure IV.25 la quantité normalisée aw\/E /K, qui donne le seuil de stabilité

adimensionnelle o, en fonction de I'avance X (B) de fissure de point B . Cette charge est le seuil a partir la

propagation devient irréversible brutalement. Pour évaluer cette quantité précédant comme suit :

Puisque la forme circulaire reste stable pendant la propagation, le FIC du point B est donné par son
expression analytique :

x(B)
T

)
I

2

Par l'expression IV.7 de o, on exprime la charge dans le point B :
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1 o, 1
O, =—=— = — ==
Kf KC K
Kc
o,
> — =—F
Ko 2yx(B)

En multipliant I'équation précédant par\/a , on trouve l'expression théorique du seuil de stabilité :

— oa_ Jm

O

K, 2Jx(B)

1V.11

Ce dernier résultat sera utilisé pour la validation des calculs de notre code.

0.90

0.85

0.80

o 075 |

0.70

0.65

0.60

L x@®)d Vi 1azarus(03)
—% — x(B)/a NWF_Code
—— Théorique .

1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
x(B)/a

Fig V.29 : Seuil de stabilité en fonction 'avance (fissure circulaire).

Observations et interprétations :

- On observe que les résultats obtenus par le code sont identiques a la solution théorique, ave un léger

avantage par rapport a ceux obtenus par Lazarus [Laz, 03].

- Le seuil de stabilité diminue avec I'avance de la fissure. Ce que est logique, vu que la structure est en voie

de ruine.

- Le seuil correspondant au début de propagation est évalué en adimensionnel par :

a_g(cercle) ~ 0.89
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b- Fissure elliptique avecar =1/1.5

2 T T T T I T T T T I T T T T I T T T T 0'80 CT T 1T T T T 7T L L T 1T T 7T T T T T ‘ T T T
C ] 075 F
1 ] 0.70
C ] 0.65
yag [ 1 % 060
C ] 0.55
a1 - 0.50
C ] 0.45
_2 kl 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 la 0_40
-2 1 0 1 2 1.0 15 20 25 30 35 40 45
x/a x(B)/a et y(A)/a

Fig. IV, 30a : Propagations de fissure elliptigue (0c =1/1.5).  Fig. IV 30b : Senil de stabilité en fonction ['avance.

c- Fissure elliptique aveca =1/2.5

LN L S B B L N L L L L N LN L B LB B BLEL= N L L L B L L LB B L%

<
~
Q
[S)
T
1

Coo Lo v b v b o b b e e 0 1y 9 -l ENETE FEETE PN FEEE EREEN NN .
3 -2 -1 0 1 2 3 4 2 41 0 1 2 3
x/a x/a
a -NWF_Code b-V.Lazarus(03)

Fig. IV .31 : Propagations de fissure elliptique avecot =1/ 2.5.
Observations et interprétations :
- On observe que I'évolution de la forme de la fissure est trés comparable avec celle de Lazarus [Laz, 03].
- Cette propagation évolue en deux étapes. Dans la premiére étape, la fissure n'avance pas au point B et
son avance est maximale en point A. Dans la deuxieme étape tous les points la fissure avancent de plus en
plus d'une maniere uniforme.
-On constate que la fissure atteint sa forme circulaire stable plus rapidement avec notre code qu’avec les

résultats de Lazarus|[Laz, 03].
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On présente dans la figure IV.28 l'avance de la fissure pour les points A et B en fonction de la charge

normalise o,

080 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T L
F —e—X(B)/a V.lazarus 1
0.75 ~o-y(A)a V. lazarus —
C : X(B)/a NWF_code J
0.70 £ / Zoneinstable T y(A)la NWF_code—]
0.65 G20 . 3
- E:B\\?O’::;’?:th 1er Ctﬂpe E
O, 060 e =
F o, ]
055 |
E 2™ étape
0.50 P
0.45 —
040 E 1 1 1 1 l 1 1 1 1 l 1 1 1 1 l 1 1 1 1 l 1 1 1 1 ]
1.0 1.5 2.0 25 3.0 3.5

x(B)/a et y(A)/a
Fig 1V.32 : Seuil de stabilité en fonction I'avance.
Observations et interprétations
On distingue les deux étapes sus-citées de propagation dans la figure IV.32 :
- Durant la premiere étape de propagation, le FIC le long de fissure n'est pas uniforme ce qui implique,
selon le critere de Irwin[Laz, 03], que la fissure avancer seulement aux points ou le FIC maximum est

proche de K (point A).

- Durant la deuxi¢me étape, la fissure devient plus en plus circulaire, car le FIC sera de plus en plus
uniforme le long de la fissure. C'est qui implique une avance constante.

- Dans cette deuxieme étape, 'avance X (B) coincide avec Y (A) mieux que ceux de Lazarus [Laz, 03].

- Le seuil de stabilité au début de propagation esta, = 0.65. Pour comparer cette charge avec celle d'une

fissure circulaire, il faut considérer les deux fissures avec les mémes aires. 1l faut que :

a(ellipse) / a(cercle) = 0.63.

On trouve la charge o (ellipse)de la méme aire avec le cercle :

ol (ellipse) _ 0.65
\/a(ellipse) J0.63

a(cercle)

~ (.82

Alors, la fissure elliptique commence a propager pour un chargement inférieur que de la fissure circulaire.
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3.2 Fissures en polygone

a- Fissure en forme rectangulaire

3-_|||II|IIII|IIII|llll|llll|llll|_- 3__I\Il|'£ll\l|ll|i|\III;EIYF'IIII
b -
LE I . s
ylao | A B 31 e gt
-
1 e

-3-_|||||||||||||||||||||||||||||||_- '3_J4,1,!|\.||ww|ij||1|i||||\llllj-.

3 2 1 o 1 2 3 a2 40 1 2 3

x/a x/a
a -NWF_Code b-V . Lazarus(03)

Fig. IV/.33 : Propagations de fissure en forme rectangulaire.
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1.0 15 2.0 25 3.0 35

(BY/a et y(A)/a
Fig. 11734 : Seuil de stabilité en fonction I'avance.

b- Fissure en forme catre

3 .

*1l1111llllllllllllllllllllllllllla Oskl 1 1 1 l 1 1 1 1 l 1 1 1 1 l 1 1 1 L]

. 1.0 15 2.0
x/a x(B)/a et y(A)/a
Fig. 1V7.35a : Propagations de fissure en_forme carre. Fig 1V.35b : Senil de stabilité en fonction I'avance.
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c- Fissure en forme pentagone

L L L L L L R L R 0.9 [T T T T T (R N S L B A B

L A - X(A)/a NWF_code -
1 — I N y(B)/a NWF_code |
L | 0.8 |

I | 07 - ]
y/a 0 [~ 1 o, [ ]
L i 06 |- ]

1 _| 0.5 ~ -
T TS S T T B R 0.4 Coovovo b v v by e b by

-1 0 1 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0
x/a x(B)/a et y(A)/a

Fig. 1V 36a : Propagations de fissure en _forme pentagone. Fig. 1V.36b : Seuil de stabilité en fonction I'avance.

Observations et interprétations :

. e . 0__
- Le seuil de stabilité pour une fissure rectangulaire est o,,=0.664 . Pour comparer cette charge avec celle
de la fissure circulaire, il faut considérer les deux fissures avec les mémes aires tel que :

a(rectangle) /a(cercle)=0.72.

. e, 0 N . . .
On trouve le seuil de stabilité o (rectangle) de la méme aire avec le cercle par I'expression suivante :

o (rectangle) _ 0.664
\/a(rectangle) J0.72

a(cercle)

0.78

Clest la méme valeur qui la trouve chez Lazarus [Laz, 03]. Donc on remarque que la fissure rectangulaire
commence de propager avant la fissure elliptique (& =1/2.5) et avant également la fissute circulaire, mais

d'une maniere stable, car ce seuil augmente jusqu'a une valeur maximale égale 0.80.
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3.3 Fissures de forme quelconque

a- Fissure en forme coeur

15 [T 1§ [T T T T T

1.0? é 1: ///;:N\ -

yaon £ A (E ﬂ%(////////////?\ J\\\\\\\}\\
L a — F

-1.0; é JF L ;

-1.5 :ﬁ‘uuluHMHJHHMHJHH‘F: T T T T T T

15 -10 -05 00 05 10 15 45 1 05 0 05 1 15

x/a x/a
a -NWF_Code b-V Lazarus(03)

Fig. IV.37 : Propagations de fissure en forme coenr.
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Fig. 1V.37¢ : Seuil de stabilité en fonction ['avance.
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b- Fissure en forme quelconquel

0.008 T T T T T T T T T T
0.006
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-0.008 -0.006 -0.004 -0.002 0.000 0.002 0.004 0.006 0.008
x/a

Fig. 11738 : Propagations de fissure quelconguel.

Observations et interprétations :

- Avec une fissure en forme de cceur, le chargement o, =0.96 au-dessus duquel la fissure commence a

propager dans une maniére instable (voir Fig. IV34c). Encore, pour une fissure avec la méme aire initiale

de fissure circulaire,

on obtient :
o 964
%= = 0 ~ (.81
a(coeur) /1.41
a(cercle)

Et chez Lazarus[Laz, 03] on trouve o, =0.82.

- On constate que le seuil maximal est presque le méme pour les différentes formes des fissures.

- La fissure avance, en premier, sous chargement croissant et dans une manicre stable, puis une manicre
instable. La phase stable est due a valeur décroissante de K max a cause de l'angle interne qui disparue apres.

Pour les fissures elliptiques, et rectangulaires la valeur décroissante de K mx , est due a l'augmentation de la
courbure, c'est-a-dire la disparition des angles extérieurs.

- On peut signaler que pour les fissures a des angles trés aiguilles (triangle par exemple), la manipulation
numérique de la propagation brutale est tres délicate. Ceci est da a la sensibilité de maillage a 'avance

influé par la valeur trés grande de l'exposent S dans la loi de propagation de Paris.
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6. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu que notre contribution au niveau de la procédure numérique de cette
approche de fonction de poids a pu donner des résultats intéressants. Premi¢rement, par leur qualité, tres
proches des solutions analytiques (améliorant la précision par rapport a d'autres travaux) et aussi leur
corrélation avec ceux des autres méthodes de la littérature.

En suite ,par sa grande maniabilité pour modéliser des formes de fissures tres variées allant de la plus

simple a la plus complexe, aussi bien pour la fissuration statique que pour la fissuration par fatigue.
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Chapitre 17 Etude expérimentale de la fissuration du mortier

1. Introduction

Le but de ce chapitre est l'expérimentation sur les fissurations internes dans le domaine de génie civil et
leur influence sur la résistance a la traction sur le mortier de béton.

On choisie le mortier a cause de trois propriétés requises sont :

- Le mortier apres durcissement devient un matériau quasi fragile conformément au cadre d’applicabilité
de la méthode de fonction de poids a incrémentation numérique.

- Malgré sa manceuvre tres délicate, la création des fissures internes dans ce matériau est possible durant
I'opération du coulage.

- Le mortier est le constituant le plus faible du béton vis-a-vis la traction et la fissuration en Mode 1.

Les objectifs prescrits dans ce chapitre sont :

- La résistance de mortier a la traction sans fissuration pour différents dosages.

- Calcul du FIC critique (la ténacité) du mortier fissuré pour différents dosages.

- Influence de la forme de la fissure sur le seuil de stabilité et la comparaison des allures avec les résultats

de notre code.

2. Notions sur le mortier

Par définition le mortier est un mélange bien étudié et bien perfectionné du ciment et du sable fin et d'eau
et parfois avec des adjuvants qui peuvent avoir le role de liquéfaction, ralentissement ou accélération du
durcissement ou autre.

En fait, ce mortier est de trés grande importance dans le domaine de la magonnerie et les enduit, il aussi
est considéré comme le plus fragile constituant du béton, raison pour laquelle on la choisi pour faire l'objet
de notre étude de modélisation et d'expérimentation. En plus de cette convaincante raison, sa fragilité et
son homogénéité relativement plus important par rapport au béton ont fait de lui un bon candidat pour
l'application de la théorie de fonction de poids. Cela sera envisagé dans la partie de comparaison du seuil
de stabilité obtenu expérimentalement et numériquement. Par ailleurs, il faut signaler la délicatesse des
essais sur ce matériau. Citons le constat donné par Adam M.Neveille[ada, 00] qu'il a énoncé ainsi : "l'essai
de la traction directe était largement utilisée par le passé, mais est plutot difficile a réaliser et donne des
résultats tres dispersés " c'est-a-dire que de grandes erreurs dans les résultats obtenus n'agissant pas sur la
fiabilité et la crédibilité la présente étude expérimentale de la résistance a la traction.

Néanmoins, cette grande dispersion des résultats a poussé les ingénieurs de génie civil de faire la
normalisation de toutes les composantes du mortier : eau, sable et ciment ainsi que toutes les normes et les

conditions de dosage et de malaxage.
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3. Paramétres influant sur la résistance du mortier

On distingue les Parameétres suivants :

- Le type de ciment.

- La propreté et humidité de sable, et son origine minérale et sa granulométrie.
- La propreté de l'eau des éléments chimiques comme le sel et des impuretés.
- Les conditions de malaxage.

- Adjuvants.

- Le dosage des trois éléments (eau, sable, ciment).

- Durée du durcissement.

- Conditions de durcissement et de mise en dépot.

- Dimension de I'éprouvette et les rapports entre ces dimensions.

4. Méthodes utilisées

4.1. Traction directe

4.1.1 Généralités

L'essai de traction directe est l'essai le plus représentatif du phénomene de la traction, mais il est entre
autres tres délicat a réaliser pour les bétons et les mortiers a cause de probleme de fixation. L'application
directe d'un effort de traction pure, en dehors de toute excentricité, est trés difficile, car il nécessite, apres
sciage des extrémités, le collage de tétes de traction patfaitement centrées, l'opération devant avoir lieu
sans aucun effort de flexion parasite. Cet essai est satisfaisant sur le plan théorique, a deux défauts
principaux : il est assez dispersé dans ces résultats, ceci en raison du sciage des extrémités qui crée un
affaiblissement dans ces zones, les ruptures se produisent assez souvent dans la zone du collage. En dépit
du succes de I'emploi de fixations spéciales, il est difficile d'éviter des contraintes secondaires telles que
celles induites par les machoires ou par des ancrages noyés. La rupture se fait fréquemment au niveau des
extrémités de I'éprouvette cylindrique [Kaw, 72].

En effet lors de notre pratique de 'expérience, nous avons rencontré les mémes problemes et les mémes
difficultés, excepté pour le maintien de I'éprouvette dans notre montage ce qui différe un peu, car au lieu
de sciage et d'ancrage, on a un dispositif de serrement hermétique des deux extrémités de I'éprouvette (voir
figureV.1).

4.1.1 Appareillage de traction directe

Dans l'objectif de réaliser cette traction directe, et du fait qu'on ne dispose pas d'un appareil dédié a la
traction, on a eu l'idée de se servir de la presse ordinaire de compression en convertissant sa force de
compression en une force de traction et ceci et grace et un dispositif que nous avons congu nous méme, et

nous l'avons nommé convertisseur compression/traction
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a- Convertisseur compression/traction

Comme le montre la figure V.1, le principe de ce dispositif que nous l'avons perfectionné cosiste a se
servir de la pesse en convertissant sa compression en une traction et dans ce but le convertisseur est
composé de deux manchons a parties identiques et qui sont en vis-a-vis et aussi sont placés dans la presse
d'une maniere que celui fixé au plateau haut immobile de la presse tient 'extrémité basse de I'éprouvette
pour qu'elle soit a son tour immobile. De méme pour l'autre extrémité haute de I'éprouvette, elle est fixée
par l'intermédiaire de l'autre partie du convertisseur a base mobile de la presse, et ainsi la compression de
la presse induit un étirement et une traction de cette haute extrémité de I'éprouvette et cette derniere est en
fin soumise a une traction.

Dans ce contexte, on avait deux critéres en fonction des quelle on a dimensionné le convertisseur. Le
premier est les dimensions normalisées qui ont donné lieu a des petites éprouvettes et qui ont été

heureusement trés convenables a notre dispositif fabriqué ainsi que la presse, alors que le deuxieme critere

était bien les distances offertes par la presse.

Membre
superieur

manchon
superieur

éprouvette

Manchon
inferieur

Membre
inferieur

a) vue réelle b) vue en perspective b) vue plane
Fig. V7.1 : Schéma descriptif du dispositif convertissenr Compression/ Traction

b- Presse

11 s'agit d'une presse de compression ordinaire utilisée dans la plupart des laboratoires de génie civil, et qui
est pourvue d'un afficheur numérique qui affiche l'effort fourni par la presse, aussi elle dispose tout un
systeme des boutons de réglage et de commande, comme elle peut transcrire ses résultats a l'aide de son
imprimante intégrée. Celle qu'on utilisé est de la marque MATEST dont la figure est ci-dessous (figure
V.2) disponible dans le Laboratoire Nationale d'Habitat et de Construction, subdivision de sud dont le

siege est a Dijelfa, sa capacité est 1500KN.
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Afficheur numérique
avec imprimante au
postérieur

Plateau supérieur et
inférieur de presse

Les boutons de
commande

Fig. 7.2 : Presse MATEST.

4.2. Essais de fendage

Lors de I'essai de fendage, le cylindre du béton est placé horizontalement entre les plateaux de la presse et
la charge est augmentée jusqu'a la rupture par traction indirecte, qui apparait sous forme de fendage le long
du diametre vertical du cylindre.

Si la charge est appliquée le long d'une génératrice, un élément sur le diametre vertical du cylindre (voir

figure V.3) est soumis a une contrainte de compression, a partir [Tou, 00], égale a:

2P D
o, =———-—1 V.1
LD r.(D-r)
Et une contrainte horizontale a la traction égale a :
2P
oy =——
wl.D V.2

Ou:

P: Effort de compression appliqué.
L : Longueur du cylindre.

D : Diameétre du cylindre.

ret (D —r) : Distances de I'élément par rapport aux deux points d'application de la charge.

En pratique pour y remédier, des lamelles fines d'un matériau de répartition comme du contre-plaqué sont
insérées entre les cylindres et les plateaux de la presse. Sans les lamelles, la résistance mesurée est

habituellement plus faible de 8 % en moyenne.
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La norme ASTM C 490-90 spécifie des lamelles de contre-plaqué de 3mm d'épaisseur et de 25mm de
largeur. La norme britannique BS 1881 : partie 117 : 1983 spécifie des lamelles de bois dur de 4mm
d'épaisseur et de 15mm de largeur. La norme francaise NF.P 18-408 :1981 spécifie des bandes de 1cm de

largeur et de 4mm d'épaisseur en contre-plaqué d'Okoumé.

L'essai de fendage est facile a effectuer et donne des résultats plus homogenes que les autres essais en
traction [Cle, 60]. La résistance mesurée lors de l'essai de fendage semble assez voisine (5a12% pres) de la

résistance du béton déterminée par traction directe.

Fig. V.3 : Essai de fendage [Ada, 00].

5. Dimensions des fissures et des éprouvettes pour l'essai de fendage

Apres avoir réalisé plusieurs expériences de la traction directe avec notre dispositif, qui ont donné lieu a
une fissuration des éprouvettes, et aussi aprés avoir remarquer qu'il n'existe aucune différence de
contrainte de rupture entre les éprouvettes fissurées et les autres intacte, ceci malgré le fait qu'on a
préalablement placé dans certaines éprouvettes des objets dans le but de provoquer et gérer la fissure dont
la maniere est montrée dans la section 6. Ceci est da principalement a la faible taille des fissures pour
lesquelles la rupture sera provoquée par traction et non pas par fissuration.

Tout ceci nous a conduit, a pratiquer obligatoirement 'essai de fendage dans le but se de disposer d'un
moyen de comparaison et d'évaluation des résultats obtenus par la traction directe, aussi une autre cause
est bien la taille grande exigée I'éprouvette pour laquelle notre dispositif convertisseur est devenu non

efficace de point vue taille.
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Ausst cette gestion de la fissure était bien étudiée et réalisée suivant certaines relations empiriques déduites
certaines études des fissures internes dans les milieux contenus décrits ci-dessus : (en anglais : "embedded

flaws in finites bodies")[sup, 03].

A

M APALA P AL PA £
VIV VI VY VIV Y ¥

/s I .......

Fig. 174 .schéma descriptif sur la dimension de fissure et d'épronvette.
Pour le béton, le FIC critique a température ambiante selon [sup, 03] est d'environ K, = 1MPam

la résistance de mortier selon nos résultats de traction directe est approximativement : o, =1.2MPa.

L'expression empitique de FIC en mode I pour la fissure interne dans un milieu fini (éprouvette) est :

K, =20,F,|%* V.3
T
Ou
2
F=(M+MA+MAYf, [ = sec(ﬂ /—”J
‘ L\ ¢
A=a/(a+d") M, =005/ 0.11+(a/c)" |

M,=029/[023+(a/0)" | M, =1

On choisi le rapport 22/ D =9/10, D = L, respectivement, pour donner les dimensions raisonnables et

réalisables de I'éprouvette, et aussi pour la faciliter la mise en place de la fissure.

On trouve :
d'=2a/D=09, M,=0045 M,=0235 M =1, [ =2.096
F =2.496
”KICZ —_
a,=———=0.0874 = 24, =17.498cm et D=19.443cm
(20 F)

Donc on adopte pour I'éprouvette . =D=19.5cm une fissured =24 =17.55cm .
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6. Réalisation des fissures et des éprouvettes pour les essais réalises

La réalisation ou bien la provocation d'une fissure au sein de I'éprouvette consiste a placer des objets tres
aplatis (minces) de nature différente dans les éprouvettes, qu'ils s'agissaient des morceaux de papier
plastique rigide et tres lisse couvert par un film d'huile (voir Figure V.52) (pour qu'il ne se déforme pas lors
du collage et ne colle pas au mortier aprés durcissement) ayant des formes bien précises et définies a
l'avance. La localisation de ce plastique est par évidence dans le centre de I'éprouvette dans le plan 7 voir

tigure V.4.

a) Formes du papier plastique utilisé pour provoquer les fissures. — b) les moules de traction directe et de fendage.

Fig. V7.5, : fissures et mounles utilisés pour les éprouvettes.

Les moules des éprouvettes sont fabriqués des tubes PVC200 et PVC60 qui possedent respectivement des
diametres intérieurs D=19.5cm et D=6.1cm comme les montre la figure V.4b.

Remarques générales

- Pour chaque type de fissure et de dosage, on fait trois échantillons pour la fiabilité de I'expérience

- On fixe le rapport d’eau/ciment (E/C = 0.5), sauf dans le cas du dosage 100kg/ » il sera EE/C =1.2.

- Le collage se fait par 4 a 5 couches.

- Pour compacter le mortier pendant le collage, on a opté pour le damage, car I'état de consistance du
mortier utilisé est ferme.

- L'écrasement des éprouvettes se fait a I'age de durcissement de 7 jours.

a- Les éprouvettes sans fissures :
On a collé des éprouvettes a 5 dosages : 500&g/ #°, 400kg / m’,300kg / m’,200kg / m’ ,100kg / m’ pour

voir la variation de la résistance de traction en fonction de dosage, et aussi ces éprouvettes peuvent étre

considérée comme des échantillons témoins pour l'expérience sur des éprouvettes a fissure provoquée.
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Chapitre 1/ Etude expérimentale de la fissuration du mortier

b- Les éprouvettes avec fissures pour 1'essai de fendage :

- Apres la premiére couche du mortier, le moule recoit exactement dans son milieu I'objet plastique
provoquant la fissure qui y est un peu enfoncé tout en gardant sa localisation centrale aussi bien pour I'axe
vertical que pour 'axe horizontal et en respectant aussi la longueur &'dans la base de I'éprouvette comme
il est illustré sur la figure V.4. En suite, les couches suivantes du mortier sont disposées et compactées sans
avoir touché ou modifié I'emplacement ou la forme du plastique. De cette facon, on réalise toutes les
éprouvettes a fissure provoquée, et le seul facteur qui reste 2 modifier est bien la forme de I'objet inséré

dans I'éprouvette pour engendrer la fissure. Les éprouvettes seront réparties de la maniere suivante :

3 s 1: , . . , .
* pour le dosage 400kg/ 7" : on réalise des éprouvettes avec fissures circulaires, catrées, en triangles
équilatéraux. Ceci pour savoir l'influence de la forme de la fissure sur la contrainte a la rupture donnant le

seuil de stabilité, et aussi pour vérifier la conformité en allure des résultats numériques du code (qu'on a

programmé et utilisé dans les chapitres précédents) avec les résultats obtenus de I'expérimentation
*  pour les dosages 500kg/ »’, 400kg/ m’,300kg/ m’,200kg [/’ 100kg/ m’ : des éprouvettes avec

fissutes circulaires ont été réalisées et soumises a l'écrasement, afin de calculer le FIC critique (la ténacité)
du mortier a différents dosages.

c- Les éprouvettes avec fissures pour l'essai de traction directe :

Dans ce cas, l'objet qui provoque la fissure doit étre placé horizontalement par rapport 'axe vertical de
I'éprouvette, faisant ainsi un plan de fissure perpendiculaire au vecteur de la charge de traction (figure V.0)

AOr

D = 6em

¢
\J

| fissure

r/

L =12cm

Figure V.6 : Maniére d'emplacement de la fissure dans I'épronvette soumise a traction directe.

7. Résultats et interprétations
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Chapitre 1/ Etude expérimentale de la fissuration du mortier

7.1. Résultat de 1'essai de traction directe
Des éprouvettes cylindriques (6x12cm) ordinaires et a fissure provoquée (contenant des objets a forme

circulaire, rectangulaire.....) ont été réalisés, et ont subi l'essai de traction directe par le montage presse +

convertisseur comptression/traction (voir figure V.7)

Convertisseur
. (compression/tacation)

Eprouvette

Fig. V7.7 : le montage Convertissenr (compression/ traction) placé dans la Presse.

La figure V.8 ci-dessous monte les éprouvettes apres I'écrasement et montre aussi le plan de rupture.

Partie supérienre

Le plan de rupture pas au
milien de éprouvette

Partie inférienre

Fig. 1. 8 : les épronvettes apres ['écrasement.

Les résultats de la résistance a la traction de cet essai pour les différents types des éprouvettes sont

regroupés dans le tableau 1.
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Etude expérimentale de la fissuration du mortier

D(n) |Lon) | L'état d'épronvette P(KN) O (MPa [ )
0.061 | 0.12 |sans fissure 2.98 1.02
0.061 | 0.12 |sans fissure 2.96 1.01
0.061 | 0.12 |avec fissure Circulaire d=2.5cm 3.62 1.24
0.061 | 0.12 |avec fissure Circulaire d=1.5cm 3.62 1.24
0.061 | 0.12 |avec fissure Circulaire d=2.5cm 4.52 1.55
0.061 | 0.12 |avec fissure Circulaire d=1on 4.24 1.45
0.061 | 0.12 |avec fissure Circulaire d=1cm 4.7 1.61
0.061 | 0.12 |sans fissure 3.3 1.13
0.061 | 0.12 |avec fissure Circulaire d=1.5cm 2.35 0.80
0.061 | 0.12 |avec fissure Circulaire d=1.5cm 3.15 1.08
0.061 | 0.12 |sans fissure 2.87 0.98
0.061 | 0.12 |avec fissure rectangulaire d=1.5cm 3.28 1.12
0.061 | 0.12 |avec fissure rectangulaire d=1.5cm 3.75 1.28
0.061 | 0.12 |avec fissure elliptique d=1.5cm 3.07 1.05
0.061 | 0.12 |avec fissure elliptigue d=1.5cm 2.75 0.94
0.061 | 0.12 |sans fissure 3.95 1.35
0.061 | 0.12 |sans fissure 3.85 1.32

Tablean 1: résultats des contraintes par la méthode de la traction directe.

Observation et interprétation :

- la figure ci-dessus (Fig. V. 8) montre que le plan de rupture est globalement au milieu de 1'éprouvette que

ce soit les éprouvettes sans ou avec fissures, ce que montre I'absence des concentrations de contrainte

nuisibles au niveau des machoires de fixation.

-le tableau indique que ces objets plastiques placés dans les éprouvettes (pour provoquer la fissure) n'ont

aucune influence sur la contrainte de rupture a la traction directe, ce qui est da aux faibles dimensions des

fissures qui n'ont pas atteint la dimension critique @, de début de domaine fissuration (voir la fig.1.8 du

premier chapitre). Ceci signifie qu'on peut considérer la moyenne de ces contraintes dont la valeur est

d'environ 1.2Mpa, comme une résistance du mortier en générale.

7.2. Détermination de résistance de mortier a la traction par fendage

On fait des essais de fendage sur des éprouvettes sans fissures et a différents dosages afin d'obtenir
g p g

les résultats qui sont résumés dans le tableau 2 :

100kg/ m3 200kg/m3 300kg/m3 400kg/m3 500kg/m3
ler |2tme [3eme | ler |2eme |3eme | ler | 2eme |3éme | ler | 2¢tme | 3éme | ler | 2éme | 3éme
L) 0.197 [ 0.197 0197 0.197 | 0.197 [ 0.197 | 0.197| 0.197 | 0.197 | 0.197 | 0.197 | 0.197 | 0.197 | 0.197 | 0.197
D) 0.195 | 0.195 | 0.195 ] 0.195 | 0.195 | 0.195 | 0.195 | 0.195 | 0.195 | 0.195 | 0.195 | 0.195 | 0.195 | 0.195 | 0.195
PRN)  [15.300]10.900{12.800(27.626|31.371|31.901{88.848| 83.867 | 90.897{98.493|107.289|112.105|165.235|188.444{ 139.366
o(MPa/n') [ 02540181 | 0212|0458 | 0520 | 0.529 | 1472| 1390 | 1506 | 1.632| 1.778 | 1.858 | 2.738 | 3.123 | 2310
Gy (MPa/ ) 0215 0.502 1456 1756 2.724

Tablean 2 : Résistance a la traction en fonction du dosage.
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Etude expérimentale de la fissuration du mortier

L'histogramme suivant visualise bien les résultats du tableau 2 :

3.000

0.000

)

I

100kg/m

200kg/m3

300kg/m3

400kg/m3

dosage de ciment

500kg/m3

Fig. V7.9 : la variation de contrainte de la rupture a la traction en fonction de dosage en ciment.

Observation et interprétation :

- a partir de la figure V.9, on déduit que la résistance a la traction est proportionnelle avec le dosage en

ciment. Chose qui est prévue.

- On observe qui il y a quelques dispersions des résultats entre les trois essais pour chaque dosage dues aux

parametres cités dans le début de ce chapitre.

7.3. Détermination de FIC critique (ténacité) du mortier pour différents dosages

Méme essai de fendage se fait sur des éprouvettes avec des fissures circulaires et pour différents dosages,

et on calcul le FIC critique par sa formule empirique (V.3) déja citée.

On a les résultats dans le tableau suivant :

100kg/ m3 200kg/ m3 300kg/ m3 400kg/ m3 300kg/ m3
ler |2¢me | 3eme | ler |2eme |3eme | ler |2eme |3eme | ler | 2eme | 3eme | ler | 2eme | 3eme
Liem) 0.19710.197 { 0.1971 0.197 [ 0.197 { 0.197 [ 0.197 { 0.197 { 0.197 0.197 { 0.197 | 0.197 | 0.197 | 0.197 | 0.197
Dim) 0.195[0.19510.195] 0.195 { 0.195 [ 0.195{ 0.195 | 0.195 [ 0.195[ 0.195 | 0.195 | 0.195 | 0.195 | 0.195 | 0.195
PKN) 3.200 | 6.300| 5.400|12.800]11.900{15.827}39.602{38.366 | 33.773{26.354| 28.509 | 40.520 | 20.561 | 34.383 | 37.376
o (MPa/ ') 0.053 [ 0.10410.089 0.212 { 0.197 [ 0.262 { 0.656 | 0.636 | 0.560 | 0.437 | 0.472 | 0.672 | 0.341 | 0.570 | 0.619
0 moy.(MPa/ ') 0.082 0.224 0.017 0.527 0.510
KC(MPgM) 0.069 0.187 0.515 0.440 0.425

Tablean 3 : FIC critigue en fonction du dosage.
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Chapitre 1/ Etude expérimentale de la fissuration du mortier

Dans la figure V.10 on présente la variation de FIC critique en fonction de dosage en ciment.

0.71
0.6
0.57
0.41
0.31
0.2

0.11 J

0.0 T T T T T
100kg/m3  200kg/m3  300kg/m3  400kg/m3  500ke/m3

dosage de ciment

K, (MPa~Im)

Fig. V.10 : la variation de FIC critique en fonction de dosage en ciment.

Observation et interprétation :
- lorsqu’on augmente le dosage en ciment, le FIC critique augmente, aussi jusqu'a la valeur 0.6 MPa~/» au
dosage 300kg / 7, ensuite il commence a diminuer. Ceci peut étre expliqué par la présence de trés petites

fissures, au niveau de plan 7 dans I'éprouvette de dosage400kg/»’ et500kg/ n”, avant l'écrasement.
Clest le résultat de l'augmentation de la quantité de ciment et de I'eau par rapport au sable engendrant ainsi
phénomene de retrait pendant le durcissement, qui est accompagné a des contraintes internes de traction.

- on constat aussi que l'augmentation et diminution de FIC critique en fonction de dosage en ciment n'est

pas linéaire.

7.4. L'influence de la forme de la fissure sur la résistance a la fissuration, et comparaison avec les
résultats numériques
Apres l'essai de fendage, on observe que les éprouvettes sont fissurées dans le plan 7, dit plan de rupture

voir la Figure V.11.
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Fig. 1711 : Eprouvettes apris rupture par fendage.

Le seuil de stabilité adimensionnelle pour 'expérimental et pour notre code, respectivement, est :

— o i — o,
O-eagb - K > O-mmt _K—
C

max

Ou K, Le facteur d'intensité des contraintes critique de dosage 400&g/ 7’ qui calcule précédemment.
K. Le facteur d'intensité des contraintes maximum qui calcule a partir le code NIWF-Code avec le
contrainte Oy .
Dans le but de comparer ces résultats avec le code de calcul utilisé dans les chapitres précédents, on a opté

pour l'insertion des mémes conditions de géométriques et de chargement dans le programme pout obtenir

le FIC critique max et déduire le seuil de stabilité a

Tableau 4 résume les valeurs des forces (P) en KN affichées par la presse avec le seuil de stabilité

adimensionnelle expérimentale et numérique qui défini précédemment:

Jissure carrée fissure circulaire Jissure triangulaire sans fissure
ler |2¢me | 3¢me | ler |2¢me |3¢me | ler |2éme | 3¢me | ler 2¢me | 3eme
Lem) 0.197 | 0.197 { 0.197 ] 0.197 | 0.197 | 0.197 | 0.197 | 0.197 | 0.197 ] 0.197 | 0.197 | 0.197
D(em) 0.195 | 0.195 [ 0.195] 0.195 | 0.195 | 0.195] 0.195 | 0.195 [ 0.195] 0.195 | 0.195 | 0.195
PKN) 16.039(18.123(15.801]26.354(28.509{40.520]40.644(39.761]47.215]98.493(107.289|112.105
O (MPa/n") 0.266 | 0.300 | 0.262 ] 0.437 | 0.472 | 0.672 ] 0.674 | 0.659 | 0.782 ] 1.632 | 1.778 | 1.858
o m0y.(MPa [ m*) 0.276 0.527 0.705 1.756
o, 0.263 0.502 0.671
o, 1.060 1.260 1.317 i

Tablean 4 : forces et contraintes pour les épronvettes a fissure provoquée soumise a la traction.
Pour mieux comprendre les résultats et pour pouvoir faire la comparaison, on les a représentés sous

forme des histogrammes montrés par la figure V.12.
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x exp
) ]

— 1.0 _
o 0.8 T - :; O-fmm
%Y

7
1]

‘ :-'--ﬂ‘ : .._2 : [
fissure fissure fissure sans fissure
carrée circulaire triangulaire

type de la fissure

Fig. V12 : la variation de la contrainte de rupture a la traction en fonction de type de fissure.

Observation et interprétation :

- Selon la figure 11 le plan de la rupture semble étre le méme pour tout type d'éprouvettes et de forme de
fissure comme prévu.

- A partir de la figure V.12, on déduit que la fissure carrée est la plus dangereuse et puis la fissure circulaire
et en fin celle triangulaire. Cet ordre de dangerosité de la fissure par forme est le méme que celui donné
par les calculs numériques, malgré la différence en valeurs étant donné que notre code de calcul considere

les milieux étudiés comme infinis, inversement aux éprouvettes fissurées ou l'effet des bords est marquant.

8- Conclusion

Dans ce chapitre, on a fait des essais de traction ordinaires et non ordinaires sur le constituant le plus
faible de béton a savoir le mortier, afin d'obtenir un nombre d'informations qui peuvent étre résumées par
ce qui suit :

- La détermination de la résistance a la traction de mortier pour différents dosages a démontré que le
dosage en ciment influe proportionnellement sur cette résistance.

- La détermination de FIC critique pour différents dosages de mortier, a aussi démontré que le FIC varie
proportionnellement avec le dosage, et que la valeur 300£g/ 7’ est un dosage optimal puisqu'il correspond
au maximum de la ténacité, donc le maximum de résistance 2 la fissuration.

- La géométrie de la fissure influe sur le seuil de stabilité a la fissuration brutale.

- Il 'y a une conformité d'allure entre les résultats numériques et expérimentaux, ce qui confirme une
certaine validité de notre code qui peut donner une idée tres claire sur le risque de fissuration du a

I'influence de la forme de la fissure.
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Conclusions et perspectives

Ce travail constitue la premiére partie d’un projet national de recherche portant sur une étude

prévisionnelle de la durée de vie des structures fissurées sous chargements statiques et cycliques en

utilisant la technique de fonctions de poids. Alors ici, on s’est intéressé a la modélisation des fissures de

formes arbitraires, mais uniquement sous chargement uniforme, en mode I et loin des fronti¢res de la

structure, en vue d’étendre ’étude a des situations de plus en plus générales.

Les objectifs de ce travail ont été triples :

i)

Le développement d’une procédure numérique donnant le détail des calculs de chaque étape
contribuant a I’évaluation du FIC en mode I des différentes formes des fissures par la méthode
de FP a incrémentation numérique. Ce développement a été présenté d’une maniere tres
explicite dans le chapitre III, allant de la procédure du maillage qui a été adaptée pour
améliorer la qualité des résultats, aux différentes méthodes d'évaluation des intégrales en
passant par les techniques de traitement des différentes singularités de la formulation adoptée.
La concrétisation de ces développements a travers la conception d’un progiciel de calcul simple
et trés maniable avec son interface graphique présenté dans la partie annexe. Ce code a été
utilisé pour la validation via son application sur des problemes de fissuration type. Les résultats
obtenus lors de la validation ont montré, dans le chapitre IV, Defficacité¢ de la présente
approche et de sa procédure numérique proposée. Cette efficacité est prouvée par
I'amélioration de la qualité et la corrélation des résultats obtenus par rapport a ceux de la
littérature.

L’ouverture d’une apercue expérimentale dans le chapitre V étudiant ce type de fissures
appliquée au mortier, considéré comme matériau quasi-fragile. Cet apercu vise en premier lieu
a caractériser ce matériau vis-a-vis la fissuration et la rupture vu la rareté des travaux consacrés
a ce matériau. Il s’agit d’évaluer la ténacité (le FIC critique) et la résistante a la rupture pour
différents dosages de mortier. On s’est intéressé également a quantifier la variation du seuil de
stabilit¢ en fonction de la forme de la fissure. Vu que les éprouvettes utilisées ont été de
dimensions finies la comparaison avec les résultats obtenus par notre code qui considere les
milieux infinis, était uniquement qualitative. Cette comparaison a montré une corrélation en

allure entre les résultats expérimentaux et ceux de notre code.
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Etant donné que le travail réalisé constitue le début d’un échéancier du projet de recherche

précédemment cité, de multiples perspectives sont envisagées :

1) Etendre la méthode de FP a incrémentation numérique a la modélisation des fissures sous
chargement arbitraire de mode I (déja entamée et les premiers résultats sont prometteurs).

1i) LLa modélisation des fissures débouchantes en tenant compte de P'effet du bord.

1if) La modélisation des fissures travaillant sous chargements complexes des autres modes (modes

I1, IIT et mixtes).
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Annexe 1 : Intetface graphique de code

il HWF_Code ; Sans titre
Fichier Edition Calcul Graphique  fide

= 0 progessiondecalell k= 0

p & = <08)

lem=—r —=e]

&b 7

Affichage
a8 L

@ I EE I R
Enregistrer Rotation: elitazea= |1
4 »

FExploiteur des donnees

- Géomeétre de Ja fissure inferne

[vpe de fissure e

dotmées de fissure

rand axe b =[1.5
oeuds(l) = |6 pour Ligde elli
ot de fichier des données=(* . dat)

nbre des noeuds MNT= 0

- Statique
re des Courbes(i) = (100
onirainte appliquée = |1.

- Rupture par fatigue (loi de Paris)
aractéristiques du matériau

beta ,27 C ’27
onnées de fatigue

da ’W imax W
Limites géomelriques

¥ fin [100 Yiin 100,

Calcul ‘

Présentation graphigque
Nbre des courbes & présents 20

Mbire des cycles on fonction de

de l'avance de point &4 |0
delavance de point B |6

masgue le graphe

I I

01 - Données géométriques de la fissure.
02 - Données pour le calcul statique de FIC.

03 - Données pour le calcul en fatigue.

04 - Options pour la présentation des résultats, nombre des courbes intermédiaires de propagation a

présenté dans le graphe. Nombre des cycles ﬁ[ ou la charge o, dans le deux point A et point B.

05 - Options pour l'affichage de graphe.

06 - Zone d'affichage des graphes.

07 - Zone texte pour visualiser les résultats numériques.

08 - Option pour les fichiers texte (créer, ouvrir et enregistrer des fichiers texte).
09 - Menus contenant les mémes parameétres d'interface

10- Barre d'état pour visualiser I'avancement de calcul.

11- Outils pour la manipulation des résultats numériques et graphiques (ouvrir, fermer les tableau des

résultats, choix des axes et dessin des graphes).
12- Aide sur le code.

13- Explication sur le button sur lequel la souris pointe.

Al
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Annexe 2 : Organigramme principal du code NWF_Code

Début
~ [ I Type de la fissure C" I 1
7
| Fissure elliptique | |Fissure en forme de polygone| | Fissure en courbé |
. [ [
Maillage < | ) ' ]_
Les points de mai]lage(x,i ) ) k &{0,N | Numéro de Pélnt sur C
| j €{0,n} Numéro de C’
7 j=0n—-1 le
| Ferme la courbe 0=N |
Oui ] N
[ ]=0 - |
Coutbe C™® La normale N|,
Le FIC K et les fonctions >) : :
de poids W initiales L'intersection N avec C'*
Calenl des | \ . . R
['avance , Point d'intersection | XI ,
(K& W) < La normale N A ( M Y )
I Code indique la zone d'intersection CON,
| Lite o (contrainte applique) | 1 :
- FIC Km/* =K +5K|
Calcul K|} et W,/ [ _ :
I |Fonctions de poids V\/lmi+1 =W,/ +IN/ |
[nterpolation pour KM ™ =K/™ Wm/* =w/*
Oui /\ Non
\ v J=n-1
/ Lire Camxlciﬂ’irmx'xfin'yfin
i =0,Nc=0| i E{O, i max} Numéro de coutbe pout la fatigueCi
il
Le FIC max et leur position K., J i
|
Nombre de cycles NC' , L'avance 0, et L'abscisse curviligne S|
I
La normale N,
|
Les points (X', y! ) de frontC'*
Calenl en fatigne pour P ( ) Iy ) )
b Cl - (Xk Y, )') FIC K™ =K, +5K,
o L . ‘
Nc', Ky Fonctions de poids W, ™ =W+,
Sin'ax’ Xjrmx Sxfin' yjmax Syfin
Non|
La forme finale de fissure (xk,yk ) et nombre des cycles NCet les
\ FIC cotrespondants

Fin
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Annexe 3 : Maillage de la fissure elliptique

Début
[

Lire a,b,N/4
|
dé=2x/N

|

i=0,6,=0 x,=0, y,=0

|
i=i+1

|
2 T
6, = arctg (« “ctg (?—I da))
|

x = ab cosg,
' \/az cos?6, +b’sin? 6,
absing,
Yi

B \/az cos’ @ +b?sin? 6,

out

i<N

Fin
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Annexe 4 : maillage de fissure en forme polygone

Début
I

LireT ,x,,x

t,,m,

2%

I
Calenl de centre géométrique de la

Jforme (x[ > ). )

Calenl de rayon de cercle C" (par un
algorithme que trouve le point le plus

proche au centre géomiétrique)
I

i =1T
WNon /\ Ouwi
- 7 =1
segment droit) (arc) |
Détermination (R , X, ), ) de l'arc
Discrétisation de segment en [
m ; Segments Discrétisation de 'arc en m , segments

I organisation des mardonﬂée&(x , ) )dw segrments

et des arcs dans un seul tablean

Réarrangement des mordoﬂﬂe’e&(x , ) )xe/oﬂ le

début et sens de maillage de cercle C™

Fin

Ad
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Annexe 5 : maillage de la fissure courbée

Début
[
LireT ,x,,x,d partir le fichier texte
I
Calcul de périmeétre et de centre

Léométrigue de la forme (X o e )

Calenl de rayon de cercle C" (par un
algorithme que trouver le point le plus
proche au centre géométrique)

Lire erveur max de linéarisation
€s € languenr max de segment I,

|
£=1,T

X

Calenl de
- longuenr de segment |,

- longuenr de l'arc s,

-, . . Ky
—erveur de linéarisation . =&

Raffine le maillage sur de
fichier texte

Enregistrer les coordonnées de point

(x4504)

Réarrangement des foardonﬂée:(x , ¥ ).re/o% le

début et le sens de maillage de cercle C'

Fin
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Annexe 6 : Détermination de 'avance 5a,

début

L ire les coordonnées des point k-1,k,k~+1dans le courbe j+1et la normale
n kJ et les coordonnées M) (X k' Y : ) de point k dans la courbe j

Interpolation circulaire X _,Y ., R pour les trois
points de courbe j+1

Non /]O\

nx
K

1 'équation de droite
a=nx/ny, b

y =ax +b
=y +AX

C=x./+(y,-b)*-R?

L'éguation (2 degré) de l'intersection A X* + B X +C
A=a’+1,B=-2(x,+a(y. -b),

Résolution d'équation X1, X 2, sol e {0,1}

Non @ Ouwui

Pas d'intersection entre
la droite et le cercle

Change les données de
maillage

yl=axl+b
y2=ax2+b

Qui

x1=x2=x]

yl= yC+\/RZ—(Xl—XC)2

y2:yc+\/R2—(x2—xc)2

Test de croisement (choix de point désirableM )™ (x 'kj Ty Lj )

Calecul de /'ammeé'a? = ”M kl M l;j -

Fin
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Annexe 7 :

Evaluation de 6K (M kJ )

Début

s/ K =0,t =N sinon t =k
57 K =0,tt =—1sinon tt =K

|
[ sumK =0 |

[J=0N 1]

Non

Ouwui
|sz'k =0,p =—:!.Jiﬂ0ﬂ p=k |

Djz :(Xj _Xk)z+(yj _yk)zl D5+l:(Xp+1_xk)2+(yp+l_yk)2
5a; =08, (Xnkxnj +yn, yn; ) 5a;+1 =08, (Xnkxnp+l+ynk ynp+l)

W, K. X
fj:-—Tiz—L(5a1—5aj)
]
Wk, +1K +1 *
fou=—05—2%(0a,,, - da;.,)

p+1
(fj +fp+l)(sj+l _Sj)
2

sumK =sumK +

|

Ph, :Wk,tt+1 Kin (5an+1 - 63, (n, nﬁ+1))
th =Wk,t—1 Kt—l (53171 - 5ak (nk nt—l))

Phl Ph2
a, = - /(s,.,—S
k (Sk+1—sk t_:L_St) ( t+1 t—l)
b, =a, s, + Phi
Sk+l+sk

sumK =sumK +a, (S,,; +S, )+ (aksk —bk)In

t-1 St

Sk1 ~ Sk

|
dK, =sumK /2x
K, =K, +dK,

I
Fin
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Annexe 8 :

Evaluation de & (S, ,S;)

Début

I
[ i =0,N -1 |
I

i1 =0t =N sinon t =i
s/l =N =1t = =1 snon tt =i

[ sumw =0 |

[ 1=0,N -1 |

571 =0,f =N sinon f =1

5 | =N =1,ff =—1snon ff =1

on )

Ouwui
<> W, 0]
N

[ m=0,N 1]
/\

m=f -1m=l/
Ouwui

<m¢t—l,m¢i \ Non

|yz'm=N,p=—1xz'n0ﬂ p=m |

Drik :(Xm_xk)2+(ym _yk)Z’DrflI =Xy =X, )2+(ym _y|)2

sa’ =Re
a, 7~

Tells que Z,*, Z; v Z1,Zy,Z;,NZ, des nombres complexes représentes,

|:ZI*(Zm_Zk)+Z: (ZI _Zm)+z :|H
m m

respectivement, M [/, M 7 M ) M/ z) n)

W W) [ sa, -da; |

m DZDZ

mi ml

A N ere . —
De méme facon on a le 27 terme : P, = D2

M/ p+1,iW z+1,| ) |:5a
D

p+1i p+1l

~Sn)

sumW =sumW + (P, +PP+1)(Sm+1f

p+1

- 53-;:1]

Ouwui

/ﬁm\hﬂ

Singularité Double r=1=7/

Singularité simple |

Traitement de singularité donble

Par rapport i oun [

Traitement de singularité par
rapport a i et /

D= —-x)+(y, -y,

dW,, = (sumW D)/ 2z
Wi'.{Jrl:dWi’,{ +Wil,{

[
Fin
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Annexe 9 : Détermination desK (M /™), W (M ",M /™) par interpolation

| Oui i =0

Pas d'interpolation pour C°
I

K=K, W, =W Non

sl= \/(xk —Xconkﬂ)2 +(y,'( - yconk+1)2

' 2 . 2
s1= \/(Xk _Xconk+l) +(yk - yconk+1) stot = Sl-l-\/(XlIH.l_Xconkﬁ )2 +(yll<+1_ Y con,. )2
SZ:Sl+\/(Xconk+2_Xconk+l)2+(yconk+2_yconk+l)2 B = Kll<!B:I':WiI,I
T e S r— A= (KK, ) stot
stot _§2+\/(Xk+ll Xconkﬁ) Ti_(yka-l ycon“l) Al= M/il’jﬂ —Wi"l)/StOt
B=K, B1=W, Bl=W/

A= (KI;+1_KI‘<+1)/StOt’

Kconk+1 = ASl+ Bv

Al=W,, ,-W,,)/stot Wi,conk+l = Alsl+ B:L,Wl‘Conk+1 —Alsl+B1
A2 = (\Ni‘u,l _Wi',l ) / stot
Kcon”l =Asl+B,
Wi,conk+1 = Alsl+ B:l.,lewnk+1 =A2s1+B2
Kconk+2 :ASZ+ Bl
Wi_conk+2 =Als2+ Bl,leConk+2 =A2s2+B2

Non

Les FIC et les fonctions de points
pour la courbe n (K :1 W, r,]l )

Fin
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