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Abstract

Modeling strategies often result in dynamical systeof very high dimension. It is
often desirable to find reduced order models systemh lower complexity, whose input-
output behavior approximates the behavior of thgiral system with an acceptable error. In
this work, a recent optimal model reduction of inéme-invariant discrete-time dynamical
Multi-Input/Multi-Outputs (MIMO) systems is consicksl. It is based onto some  necessary
conditions which suggest a specific choice of imbéation data. It is also shown that the
conditions are equivalent to two known quantititee gramian-based first order necessary
conditions. By comparing our approximant to thatagted by balanced truncation technique
and from various numerical simulations we to codelto the quality of the proposed method.
Keywords: Discrete-time LTI systems, Optimal reduction, Tamtel interpolation, H2-
norm, Reduced model, Gramians.

Résume

Les stratégies de modélisation conduisent souvelals systemes dynamiques de tres grande
dimension. Il est souvent souhaitable de trouves dedéles d'ordre réduits, moins
complexe, dont le comportement d'entrée-sortieapproche du comportement du systéme
original avec une erreur acceptable. Dans ce itrava réduction optimale des systemes
dynamiques LIT, MIMO dans le temps discret, estnsidérée. Il est basé sur quelques
conditions nécessaires qui suggerent un choix fpéeides données d'interpolation. Il est
aussi demontré que ces conditions sont équivalentiesix quantités connues: les conditions
nécessaires de premier ordre basées sur des geamrin comparant notre approximant a
celui obtenu par la technique de troncature éqeditavec diverses simulations numeriques,
gui ont permet de conclure la qualité de la méthwdeosée.

Mots-clés: systemes LIT a temps discret, Réduction optimailegrpolation tangentielle,
norme B, Modeéle réduit, Grammiens.
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Notation

R : Ensemble des nombres réels.

C : Ensemble des nombres complexes.

X : Ensemble des vecteurs d’ vecteurs d’ vecteuvedeurs d'états.
x (K) : Vecteur d’état du systeme discret.

u (K) : Vecteur d’entrée du systéme discret.

y(K) : Vecteur de sortie du systéme discret.

[A, B, C, D, N] : Réalisation du systeme d’ordrargaet N.
[A, B, C, D, n] : Réalisation du systéme d’ordre réduit

t, k: Temps continu, temps discret.

s, z : Variables fréquentielles dans le cas contiaus le cas discret
i ouj=+v-1

A1 :Inverse de A

At : Transposée de la matrice A

A : Conjugué de la matrice A

| = Iy =diag (1,..., 1) : Matrice identité d’ordre N

T : Matrice de transformation

S : Matrice des valeurs singulieres

Y. Systeme original

$': Systéme d'ordre réduit

A;(.): leme valeur propre de) (

o;(.): 1leme valeur singuliere de la matrice (

a(.) : La plus grande valeur singuliére de la mat¢ice

C : Matrice de commandabilité

O : Matrice I'observabilité

P : Grammien de commandabilité

Q: Grammien d'observabilité

G(2) : Matrice du transfert de systeme original discre
G(2) : Matrice du transfert de systéme d’ordre rédiiscret
Ly: Espace deebesgue

l,: Espace des suites (Espace de Hilbert)

L,: Espace des fonctions analytique (Espace de iiilbe
h, : Sous-espace d& (espace de Hardy)

lAll, - Normes matriciellesp(= 1, 2,0)

Det(A) : Déterminant de la matrice A

J: Critére d’erreur

Re(x) : Partie réelle de g C

Im(x) : Partie imaginaires de&C

: Images en miroir les poles d&

27 =

S

i - k¥™e ligne deB
- kéme colonne deC
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MIRIAmM: MIMO lterativeRationall nterpolationAlgorithm (algorithme itératif
d'interpolation Rational MIMQp

MIMO : Multi-Input /Multi-Output (multi-entrées/mtitsorties)

SISO : Single-Input /Multi-Output (une seule entoée seule sortie )

SV D : Singular Value Décompositions (décomposition aleurs singuliéres)

Colspan : Mettre les colonnes en ordre
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Introduction Générale

En automatique, en traitement du signal et, d'uramiere générale, dans toutes les
sciences appliquées, il est souvent nécessaireéderal le comportement d’'un systeme
dynamique par un modele mathématique. Ce modelegésteralement déterminé par des
systemes appropriés d'équations aux dérivées lfmta des équations aux différences. En
effet, la donnée d'un modele mathématique peutirsenv simulation (dans le but de
comprendre et de prédire le comportement d’'un sysieet la synthese d’'un correcteur pour
la commande des systémes [1], cependant il exestecds ou le systéme est trées complexe,
la modélisation de son comportement conduit anodele de grande dimension, I'usage
direct de celui-ci peut nécessiter un volume deuslimportant ou engendrer des difficultés
de simulation et de contréle du systeme. Pour casons, il est auparavant souhaitable
d’essayer de réduire l'ordre du modele, tout enradyisant trés précisément le
comportement de systeme original. Alors, il existe nhombreuses techniques pour réduire
I'ordre d’'un modéle complexe. Elles sont apparussr @mccomplir cette tach€es méthodes
peuvent étre utiles car elles fournissent des gBu=e qui construisent un systeme d'ordre
réduit & dont le comportement d'entrée- sortieappnoche du comportement du systéeme
d'origine.

La plupart des méthodes courantes visent rédoidré des systemes. Mais, il existe
certains processus instables, dans ce cas legdeststandard sont inutiles. Par conséquent,
nous proposerons une méthode récente Algoritbas® sur l'intrepolation rationnelle
itérative MIMO Iterative Rational InterpolationAlgorithm MIRIA) [2] qu’est basée sur
I'interpolation et vise a calculer un modéle d'erdéduit optimale pour les systéemes stables
ainsi que pour les systemes instables, si cetiligoe converge, il fournit un systeme d'ordre
réduit qui satisfait aux conditions nécessaires geemiere ordre [3]. La contribution
principale de ce mémoire est d'appliquer cettehrtiggue pour la réduction d’'un modéle
basée sur l'interpolation tangentielle hermitiéh font le but est de minimiser la norie
[5] de l'erreur entre le systeme original et lestéynes d'ordre réduits. Ce mémoire est
organisé comme suit:

Dans le chapitrel, nous posons quelques imposgagéréralités sur la théorie des
systemes dynamiques linéaires invariants dansnigpge(LIT) numériques. Des propriétés
essentielles telles que la stabilité, les notioescdmmandabilité, d’observabilité et des

grammiens des systemes discrets LIT solutiongdeations de Stein [6] seront exposeés.
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Le chapitre deux contient une technique importadeeréduction de modeéle. Nous
avons proposons une méthode pour la réductiodrd'a'un modéle complexe, a savoir: la
méthode troncature d'équilibrée.

Dans le chapitre trois, nous posons le problemetdection de la normH, pour les
systemes discrets LIT, Tout d'abord, on déduit mogvelle expression de la norriig du
systeme. A la base de cette expression, on déterles conditions nécessaires de premier
ordre pour minimiser la normH, d'erreur entre le modéle original et le modeledi®
réduit. Nous présenterons trois types des conditides conditions de Wilson, les conditions
de Hyland et Bernstein, et les conditions d'piéation de données [7]. Nous présentons
l'algorithme itératif MIRIA, qui permet de cdngt un systeme d'ordre réduit et satisfait
aux conditions d'interpolation de données.

Dans le quatrieme chapitre, a base de Matlab dBjerses simulations sur les
systemes discrets LIT, de trés grande dimension té réalisées.

Une conclusion générale mettant en relief I'atsseiment de notre recherche sera
présentée.
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CHAPITRE 1

LA THEORIE DES SYSTEMES

12



1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons quelques basdanfentales sur la théorie des
systemes dynamiques linéaires discrets dans lestgmipsont essentielles pour la réduction
d'ordre de modele et la compréhension de la nareglproche présentée dans ce mémoire.
Nous introduisons le concept général d'un systeynardique invariant de temps linéaire et
donnons un bref exposé de quelques caractéristiegsemntielles de ces systemes. Un bref
apercu de la théorie d'entrée-sortie, avec un aguaaticulier sur les propriétés essentielles

des fonctions et matrices de transfert.

1.2 Notions de base sur la théorie des systemeshires discrets
Dans cette section, nous allons voir quelques otiids important qui sont utilisés,
pour analyser et concevoir des systéemes dynam{§lies en temps discret [3].
Considérons les trois espaces linéaires suivantes :
« l'espace d’état X¥CN)2 ={x:Z - CN},
+ l'espace d’entrée U ¥C™Z={u:Z - (C™}
+ l'espace de sortie Y¥CP)% = {Z — CP}

Un systeme linéaire discrét est donné par I'ensemble des algébriques et égaa#iux
différences suivant :

o {x(k +1) = Ax(k) + Bu(k)
' y(k) = Cx(k)

(1.1)
Ou x(k) € €N, u(k) e c™ ety(k) € CP sont des vecteur états, vecteur I'entrée et
vecteur de sortie respectivemene RV*N est matrice de systemegBEN*™ et Ce CP*N
sont des matrices d’entrée et de sortie respectimerans la plupart des cas pratiques, nous
pouvons supposer que m et p sont beaucoup plus peé le N. Pour m = p = 1, le systéme
(2.1) que lI'on appelle les systemes LIT seul erdetde sortie (SISO). Sinon, lorsque m > 1

et p > 1, Ce systeme est connu sous I'abréviabivmQ).

Théoreme 1.1Notonsx(0) I'état & I'instant initialk = 0. Pour le systeme linéaire a temps
discret (1.1), I'état a l'instarkt est donné par :

x(k) = A*x(0) + &4 A*-1Bu(i), 1.2)
et donc la sortie s’exprime par
y(k) = CA*x(0) + Y4 cA*=1 Bu(i), (L3
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Difinition1.1 (Ordre de systemg). La dimension N de la matrice d’état A est app@rdre

du systéeme correspondanfl]
1.2.1 Changement de base

Soit Te RN*Nune matrice réguliere avek) =Tx(k). En insérant cette formule dans

I'équation (1.1) et en multipliant par la gauche@W¥ nous obtenons :

5 {a?(k +1) =T AT %(k) + T 'Bu(k)
' y(k) = CTx(k)
Sion pose :
A =T AT
B=T"1B
C=CT

Le systeme s’écrit
{x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k)
y(k) = Cx(k) (1.4)

~

e

Les eéquations (1.1) et (1.4) ne sont que detfgrdntes réalisations décrivant le
méme systeme discret LIT. Il y a une infinité dalisations équivalentes du méme systéme

LIT. Les matrices A eR ont les mémes valeurs propres.

1.2.2 Stabilité

C’est une des propriétés les plus essentiellesydtémes dynamiques.

Théoréme 1.2Un systéme dynamique linéaire discret est stablet seulement si, toutes les
valeurs propres de représentation d’état (1.1} demodule inferieur a 1 [9] ; c’est a dire si

tous les pdles se situent a l'intérieur du ceraliééu

IAi(A)] <1; Vi=T,N

1. 2.3 Commandabilite et Observabilité

Ce sont deux concepts fondamentaux de la théoriecahirdle, ils décrivent
l'interaction dans un systeme entre les exterrmesa@s et sorties) et les variables internes (les
états). Généralement, la Commandabilite indiques dprelle mesure I'état du systémpeut
étre manipulé par l'entréa, tandis que l'observabilité nous permet d'idestifsi le

comportement interne peut étre détectée a sas{ilie
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1.2.3.1 Commandabilité

Définition1.3 Le modéle d’état (1.1) de dimension N est commabledsi seulement si pour
toute valeurx, de I'état initial x(0), il existe une séquence de comman(le¢ d’énergie
bornée [10], qui amene ['état initial0) en un état finat, arbitraire.

Définition 1.4 On dit que les états, (k) est commandable a partir I'étdD), s'il existe une

fonction d’entréeu.(k) € U d'énergie finit [3] et de temps finigdk <o) de telle sorte que :
x.= ¥¥od CAFITIB u () (1.5)
Théorémel.3 (Critéere de Kalman)

Considérer le systeme (1.1), ave(k) € CN. On définie la matrice de commandabil@té
par :
G[B AB A’B .- ANB] ou Rangf) = N (1.6)

On dit que le systemmmpletement commandable si seulement si la readiec

commandabilité est de rang complet N [11] :

1.2.3.2 Observabilité

C'est la capacité d'un systeme a déterminer dhgie d'un état a partir de la seule
connaissance des variables de sortie mesurées [12]
Definition1.5 Un état x; est observable eRk,, S'il est possible de déterminer (ko)
connaissany(k) pourk € [k kf]

Si cette propriété est vraiek, et V i =1,N, alors le systéme est complétement observable
Definition1.5 On dit que I'étak, (k) est observable poutk) = O s’il existe un intervalle de
tempst, k> 0 [3] telle que :

v, = CA*x, (1.7)
Théoremel.4 (Critere de Kalman)

La notion d’observabilité est fait intervenir laatrice dynamique A et la matrice de
sortie C. Un systeme LIT représenté par I'equatipmamique d’état, et I'équation de mesure

(1.1) est completement observable si seulemela siatrice d’observabilit® est de rang N

15



O= [Ct AfCt ... (AH™1C'] ou Rang)=N (1.8)
1.2.4 Les grammiens

Les grammiens de commandabilité et d’observabddat une généralisation de la
notion utilisée par Kalman pour décomposer I'espdiétat, au lieu de parler simplement

degré de commandabilité et d’'observabilité.

1.2.4.1 Grammien de commandabilité

Le grammien de commandabili# permet d’exprimer, pour une condition initiale
X(K) = x, enk = 0 donnée, la plus petite quantité d’énergie@oepr en entrée du systeme sur

k € [—0,0], [3]. Pour atteindre cette condition initiale a I'égalité suivante :
& =min {l uc l2 |uceC™} (1.9)

Définition 1.6 (Grammien de commandabilité finisoit le systtme (1.1) Le grammien de
commandabilitéP(T) est fini sur I'intervalle kq,ky], pour N <co, d’'un systéme asymptotique
stable discret (1.1) est définit par :

P(T) = YR-LABB*(A")K N €Z. (1.10)
Dans le cas N» o le grammien de commandabilité est :

P=limy_, o P(N) = X2 ,ABB*(A")K (1.11)

Est appelé le grammien de commandabilité infinsgstéme (1.1). Le systeme est
commandable si et seulemenPsest définie positive

Proposition 1.1 Soit le systéme dynamique (1.1) stable, le gramndiercommandabilité

infini est une solution unique symétrique définasive de I'équation Stein [6]:

APA* — P +BB* =0 (1.12)
Définition 1.7 (Entrée avec la plus petite quantité d'énergieppBsons que :

u=[u(N-1) uN-2) ...u(0)]', ouu(k) € C™, pour touk=0,N—1,

est une entrée qui dirige le systeme LIT en tedipset (1.1) de I'étak(0) = 0 a I'état
X(N) =xy dans le pas de temps N. on écrit alors :

16



xr =TI AVITIB () (1.13)

L’énergie minimal appliquée a l'entrégx) requise pour commander ['ékad partir de |'état
zéro est définie par :
g.(¥) = min {|lu.ll3 /u.eC™ } (1.14)

La proposition suivante fournit un outil qui peuteéutilisé pour trouver une telle

énergie minimale d'une entrée, qui conduit & en

Proposition 1.2Soit le systemé&_ est commandable avec la condition initia{@) =0. Alors
I'énergie minimale sur d’entrec(X) requise pour commander ['état partir de I'état zéro

apres untemps Nest donnée par [13] :

e.(X) =X P(N)"1x 1%)
Ou® est le grammien de commandabilite
1.2.4.2 Grammien d’observabilité:

Grammien d’observabilit® permet d’exprimer, pour une condition initiaték) =x,

enk = 0 donnée une commande nulle, I'énergie de sgrte systéme suk € ]0, +oo],

s’exprime par le critére :

JEr=0 y(k) y(k) (1.16)

Définition 1.8. (Grammien d’observabilité fini)
Le grammien d’observabilit@(N) est fini sur l'intervalle§, ky]. pour N <oo, pour le

systeme discret (1.1) est définit par :

Q (N) =YR=2 (A")kcrcak N €Z. (1.17)
Dans le cas N» oo |e grammien d’observabilité est :
Q=limy_, o Q (N) =35, (A)*C CA* 1.18)

Est appelé le grammien d’observabilité infini gigstéeme (1.1). Le systeme est

observable si et seulemengsest définie positive
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Proposition 1.3. Soit le systéme dynamique (1.1) discret et stalide, grammien
d’observabilité infini est une solution unique ftnque définie positive de I'équation Stein
[6] :

A'QA —-Q +(C*'C=0 (1.19)

Définition 1.8. I'énergiee, (X) produit par I'état initiak(0) avec la fonction d’entrégk) = 0,

sur I'intervalle [t(0) , t(N)] peut étre exprimémme[3] :

g0 =1ylIZ =3R_o ¥ (K V(K (1.20)

Proposition 1.4. soit le systéme dynamique LIT discret (1.1) estepbable avec la condition
initiale x(0) =x .alors I'énergies,(X) produit par I'état initiak avec la fonction d’entrée égal

a zéro apres un temps N [13] est donnée par :

g0(X) =X 9 (N)x (1.21)

1.3 Comportement des entrées-sorties

Dans les nombreuses applications, seul l'effetetd®es appliquées a un intérét. Par
conséguent, les systemes physiques sont décritpasreulement par leur représentation de
I'état mais plut6t par leur comportement d'enti@gies Dans cette section, nous introduisons
la notion de fonction de transfert qui décrit déamslomaine fréquentiel, la relation d'entrée-

sortie pour les systemes LIT.

1.3.1 Fonction et matrice de transfert

Définition 1.9. Considérons une séquenag) € CN . La transformation en z de U [3]
Z[u(K)] = X%=o u(k) Z* (1.22)

Définition 1.10.: On peut associer a un systeme a temps discefomgtion de transfert en
Z, par application de transformation en z a sona#gu récurrente. Supposant que les
conditions initiales sont nulles, la relation skerauivante :

(ap*ta z+... + ap_1z" 1 +a,z")Y (2) = (bo+b Z+.. 4 byy_1 z™ 1+ b, z™) U(2)

En posant:

G (2) = bo+byz+..* bpy_1 2™ 1+ b, z™ ) [ (ag+a,z+... + ap_1z™ 1 +a,z")

18



On a alors:

_ Y@
& = gy (1.23)

qui est définie comme la matrice de transfert dn systéme.

En appliquant la transformation algébrique en arpes systemes linéaires a temps
discret (1.1), pour les entrée@&) sont arbitraires, nous obtenons

z X(z) = AX(z) + BU(2z)
Y(z) = C(2) (1.24)

Ou X(z) = Zk(K)], U(z) = Z[u(k)] et Y(z) = Zly(k)] dénoter la transformation en z des
variablesx(k), u(k) ety(k), respectivement. Alors X(z) = (g + A)* BU(z) et de sorte que le
comportement d'entrée-sortie de systeme LIT (lahsde domaine z est décrit par :

Y(z) =C(zIy — A)"1BU(2) (1.25)

Il en résulte immédiatement la formule de la fomttide transfert d'un systéeme a temps

discret (1.1):

G(z) = C(zly— A)™'B (1.26)

1.3.2 Propriétés la fonction du transfert

Définition 1.11. (Pdles).

Les pbles du systéeme sont les pbles de la fona®rransfert qui sont aussi les
valeurs propres de A. Ces péles sont invariantgimangement d'état.

Le systéme est stable si ses pbles sont a pagbedes strictement négatives pour les
systemes a temps contenu. Dans le cas discreblies gitues a l'intérieur du disque unité
Définition 1.12. (Résidu). Supposons que G(z) est la fonctionatesfert de systenie:

1. si G(z) a un pdle simple @r{14] alors
Res (G(zy = A) = lim,_,, (z— 2)G(2) (1.27)

2. si G(z) a un pble d'ordre K\alors

Res (G (2), 2 ) = lim, . — = (s — D* G(2)) (1.28)

(k—1)!
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Soit A, ,k=1,N, sont des pbles du systémegatsoit les résidus correspondants de G(z) &
lat,, ¢k = Res( G(z), z 5. ). Par expansion en fraction partielle de ceésgst nous

obtenons :

G@IER-1 2 @2

Nous nous tournons maintenant notre attention lesrsystemes MIMO. Il peut étre
utile de rappeler que, dans cette thése, nous madewons que le systéme discret LIT. Nous
supposons que A est en forme diagonale, i.e.

A=diag @; ,..., A4y) , 0U A; # A; pouri # .
Sinon, une transformation de l'espace d%tatSx , ou les colonnes de S sont les vecteurs
propres de A, on obtient un systéme équivalent ae= S?AS,B = S'Bet C =CS

ouA est diagonal, nous noterons

B=k;)=[b; .. byl . C=€;) =lcy ... ca] (D)3

Avec les vecteurs de lignég = [by; ... by] €t les vecteurs de colonog = [c ... cpk]t,

k=1,N. Le vecteur colonned® € CN représente l&e™e d'entrée et vecteur de ligrgC €
CN représente lgi®™ de sortie du systéme, pdur 1,m etq=1,p . Ici e; désigne lg °™
vecteur unitaire de la colonne de dimension appeepila fonction de transfert G est une

matrice de transfert de dimensign¥m) avec des composarG§*

G1(z) .. G™(2)
G(z) = : : (2.31)
GPl(z2) .. GP™(2)
Avec :
qu(Z) = eqC(ZIN - A)_l Bel (132)

ChaqueG? peut étre interprété comme une fonction de teanSISO avec I'entrée Bet

la sortiee,C. on applique (1.27) a chaqd® pour obtenir :
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G2 = ¥N_, J=1m, g=1p (1.33)

On compare les coefficients dans (1.30) avec ceud @1), on obtient :

I =cpbw, 1=1,m , =1,p, k=1,N (1.34)
Théoréme 1.5(Résidu de Cauchy). Soit D est un domaine simpfgmelié

Et soit y est une découpe simple, qui se situe dans [B(z) est l'intérieur analytique de

excepté aux points, ..., Ay [15], alors :
99y F(z)dz=2iYY_, Res (F(2), z )

Res (F(z2), z 3) : résidu de la fonction F au poin{voir la définition 1.12)
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1.4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre quelqueshsataésultats importants relatifs
aux systemes LIT discrets, tels-que les modéletdnadtiques de ses systemes (fonction de
transfert et la représentation d’état) et quelgpesceptions telles-que : commandabilité,
observabilité et stabilité. Nous avons aussi ddaaéexpressions analytiques des grammiens
de commandabilité et d’observabilité. Dans le paic chapitre nous décrirons quelque

importante méthode de réduction d’ordre aux sys$dniie discrets.
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CHAPITRE 2
APPROCHE DE SIMPLIFICATION DE MODELES

COMPLEXES
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2.1 Introduction

Dans le cadre classique de la théorie et de la @rdendes systemes, I'approximation
de systemes d'ordre élevé par des modéles d'dgrduit |a recu une attention des quelques
chercheurs, dont développées un grand nombre tigees dans ce domaine, puisque
'analyse et le concevoir direct des systemes adgaimension est pas facile, qui semble
non faisable et tres colteuse, ce qui rend leibhaeréduire d'ordre du systeme plus que
désirable. Alors, l'objectif de réduction de I'erdtu modéle est de remplacer un grand modeéle
par un plus petit qui préserve le comportementrggdelu modeéle original. Dans ce chapitre,
nous donnerons le probléme de la nécessité ddioation de modeles dynamiques, ainsi
de suit, nous présenterons un approche standardattoe équilibrée de réduction d’ordre

systemes opérant dans I'espace d’état.
2.2 Enonce le probléme :

Etant donné un systéme dynamidgueLIT, discret, représenté dans I'espace d’état par

x(k+1) =Ax(k)+ Bu(k)
X 2.1
2 { y(k) = Cx(k) (2.1)
Ou, dans le domaine fréquentiel, représenté parasdace de transfert :
G(z) = C(zly —A)™'B (2.2)

Tel que A € CN est la matrice d’étaB € CN*™ etC € CP*N sont des matrices
d’entrée et la sortie respectivement, les vectei)se CN , u(k) € C™ ety(k) € CP sont des
états, les vecteurs entrées et sorties de sysegpectivement

L'ordre N du systéme est trop grand pour la résmuide divers problemes de
contrble, simulation et d'optimisation. Le but @eréduction de l'ordre du modele est de

construire un systéme d'ordre réduit représent&padans I'espace d'état par :

o (2(k+1) =A%)+ Ba (k
D :{ R _ Aa (k) (2.3)
y(k) = Cx(k)
Ou représenté par la matrice de transfert :
G(z) = C(zl, —A) B (2.4)
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OuA e C™ BeC™™, CeCP* etn < N, telle-que le comportement d’entrée-
sortie de systéme d'ordre réduit approximé le camepeent d’entrée-sortie de systeme

original.

Selon la technique de réduction utilisée, le modetedre réduit n doit satisfaire

certaines contraintes, telles-que

1. préservation de la stabilité et passivité.
2. une procédure de calcul efficace, rapide etalare de stockage faible.
3. une possibilité de quantification de I'erreuagproximation.

Les modéles d’ordre réduit peuvent étre géneresphmieurs approches, nous en

citerons la technique par troncature equilibré
2.3 Troncature équilibrée

La technique la plus connue et la bien fondées pasméthodes basées sur SVD, est

la troncature équilibrée, le premier qui a suggéette methode est Moore [16].

L'idée de base de cette approche est de calcukerréadisation particuliere d'un

systeme donné, appelé réalisation équilibrée.

Définition2.2. La représentation d'état d'un systénstable, completement commandable et
observable est appelée équilibré si le grammierCdmmandabilite et le grammien de

I'observabilité, sont égaux et diagonaux [17],1i.e

01
UN]

Ou g, = +/A(PQ) sont des valeurs réelles et positives tel que :

P =Q=S=

0,=20,=203=> .20y >0
Nous rappelons que les valegysont des valeurs singuliéres de Hankel du syspéme
Nous avons besoin de construire une matrice alesfiormation T inversible qui
diagonalise simultanément les grammiens de comatmlite et d'observabilit® etQ.

Prenons la représentation algébrique de I'esp@tat@quivalente du systerie
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La transformation d'équilibre dans les paraméteebespace d'état conduit a produire

une autre représentation algébrigijede I'espace d’état équivalente du systéme (2.1) :

- {f(k +1) = T"*AT%(k) + T~ 'Bu(k) (2.10)

2 y(k) = CTE(K)

Il a été démontré au paragraphe (1.2.4) quePsiet Q sont des solutions uniques
symétrique définis positive d’équations (1.12)19) respectivement, alors les grammiens
transformées: P = TPT* et =T *QT~! sont des solutions uniques symétriques définis
positives des équations de Stein:

APA* + BB*= P
(2.12)
Q

>
Q
>
+
(@]
o
I

2.3.1 Algorithme de I'équilibre

La procédure d’équilibre consiste en la détermamate la transformation d’équilibre
non singuliere T dont le calcul est essentiellenbasé sur les grammiens de commandabilité

et d'observabilité du modele

Procédure de I'équilibre:
Entrées : Ayant la réalisation d'ordre N (A, B, C, N).
Etape 1-Calcul des grammierB etQ, solutions des équations de Stein

Etape 2-Factorisation de Cholesky de la paif, Q) telle que :

P = LI (2.12)
Q =L,LT (2.13)

AvecL. L, des matrices triangulaires inférieures
Etape 3-Décomposition en valeurs singulieres du prodwstfdeteurs de Cholesky :
LTL. = USVT (2.14)

OuU e RN*N ety € RN*N sont des matrices orthogonales

Ou S est la matrice des valeurs singulieres desysst
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Etape 4-Obtention de la transformation d’équilibre T
T =L VS~1/? (2.16)
T-1 =s-1/2yTLT (2.17)

Etape 5-Construction des matrices d’état équilibrées

A=T AT = S~/2UTLTA L.V S~1/2 (2.18)
B=T"'B = S Y2UTLTB (2.19)
C=CT=CLVS/? (2.20)

Sorties :La réalisation équilibrée du modéle d’ordre completB, C, N )
Fin de la procédure.

Il existe des états qui sont difficiles a obseresr ce sens I'énergie d'observation est
faible, ce qui correspondant a une composantefigtive du grammien d'observabilitg
avec des petites valeurs propres. Ainsi, il exig® états qui sont difficiles a commander, le
co(t minimal pour commander ces états est graed. Jaleurs propres du grammien de
CommandabiliteP sont petites. L'idée de la réduction de modéletqpamcature équilibrée
consiste a construire un modéle d'ordre réduitramsformant le modéle original de forme

equilibrée et supprimer les états qui sont a la flodins commandable et moins observable.
Soit T une transformation d'équilibre telle que :
0'12 20—712 On+1 > .. ZO'N >0

et supposons gue S dans (2.15) est partitionnée en

Ou S, € C™ contient les plus grandes valeurs singuliéres dekelai.e. les valeurs
propres du produtPQ correspondant a un sous-systeme solide, c'es¢ @ din sous-systéeme
avec les états facilement commandable et facilerobservable. LeS, contient les plus
petites valeurs singuliéres de Hankel qui corredpat a un sous-systeme faible, c'est a dire
a un sous-systeme avec les états qui sont difiéclcommander et difficile a observer.
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Alors le systeme (2.10) est répartir comme suit :

~ A A

A=T—1AT=< 11 12)
A1 Ay

B=T'B= <B1> (2.21)
B;

C = CT = (Cl Cz)

Ou A;; EC™™, B, € C™™ et(C, € CP*™ . Alors le modeéle d'ordre réduit est obtenu
en tronquant le sous-systeme faible et le maintien ces parties de matrices qui
correspondent aux sous- systeme fort.

Définition.2.3 (troncature équilibrée BT). Si (2.21) est stabde,représentation equilibrée de

I'espace d'état du systeme origifiahlors

I
>
=

(2.22)

oy o )
o
O w
R

Le § systéme d'ordre réduit obtenu par troncature igéé se révéle avoir des

propriétés tres souhaitables

Théoréme.2.1. Etant donné le systéme dynamique LIT (2.1) staldemplétement
commandable et observable. On obtient le syst@ondrd réduit¥ par troncature équilibrée
[3, 16], qui posséde les propriétés suivantes :

1.5! est asymptotiquement stable

2.soitg; , i =1,N, des valeurs singulieres distinctsXieEtS a les valeurs singuliéres |,

i=1,n, n < N. L'importance de la troncature équilibréeosmpsur la norme bornég, de
la différence entre le systéme originglet le systéme d'ordre rédjt est la borne supérieure

par deux fois la somme des valeurs singuliéresateel [18]:

|z - i||Hoo < 2(0ps1 + -+ oy) (2.23)

La troncature équilibrée possede plusieurs pramid@téressantes, par exemple le
maintien de la stabilité et I'existence de limitkesreurs globales. Cette technique, cependant,
n'est pas adaptée pour les trés grands systemésnéeaessite une solution de deux équations
de Lyapunov, et de plus, une décomposition en valsimgulieres (SVD). Ces procédures,
qui sont beaucoup trop cher pour de tres grandemgs. Et ainsi de perdre la garantie

d'erreur globale.
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2.4 Conclusion

Nous avons posé le probleme de la simplificatiorsylgemes classiques décrits dans
'espace d’état. La méthode de troncature équiitp@ut étre utilisée pour supprimer les états
qui sont a la fois moins commandable et moins ofakde. Dans ce qui va suivre nous allons
voir une nouvelle technique pour réduire un systestable, LIT, MIMO, a grand ordre basée
sur l'interpolation tangentielle dont le but est minimiser la normél, d’erreur entre le

systéme original et le modéle d’ordre réduit.
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CHAPITRE 8
LA REDUCTION OPTIMALE PAR NORME H2
DES SYSTEMES DISCRETS MIMO
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3.1 Introduction
Réduire un systeme de grande dimension se baselat sorme,, par minimisation

d’'un critere a été largement étudié au cours desangte derniéres années [19, 20]. Le
probléme de trouver I'optimum global est une tache difficile, surtout, dans le cas des
systemes LIT, MIMO. Par conséquent, la plupartrdéthodes actuelles tentent de trouver un
modele d'ordre réduit satisfaisant aux conditingsessaires du premier ordre. Parmi les
nombreux travaux consacrés a ce probleme, on trolege contributions remarquables de
Meier et Luenberger [21], Wilson [22] et Hyland-Bstein [23], qui sont d'un intérét

particulier dans ce chapitre.

Notre travail consiste a étudie une méthaztente de réduction de modele basée sur
I'interpolation tangentielle hermitienne dont lenpipe est de minimiser la norni¢, de

I'erreur quadratique entre l'original et les syssm'ordre réduit.

L’avantage principal de cette technique est qujedlet étre appliquée aussi bien aux
systemes stables et instables.

3.2 NormeH,

Considérons les systemes discrets dans le testaisles LIT.

Théoréme 3.1. Soit G(z) est une fonction de transfert du systéifite SISO a temps discret
(2.1), dont les pdlesi, ,..., Ay sont appartiennent & = {z € C: |z| < 1}, soit¢, = Res

(G(2), z ) les résidus correspondants. Alors la norfhede G est donnée par :

Pk 1
e, = 3. 2 6 (%) @Y

La démonstration du théoreme (3.1) est damséae C.

Théoreme 3.2. Soit G(z) est une matrice de transfert du systefie MIMO a discret dans
le temps (2.1). Supposons que les matrices deéragsB et C sont partitionnés comme dans

(1.30) et A sous forme diagonale A= didg,(.., Ay) ou A; # A; pouri # | etd, € D pour
]

tousk = 1, N. Alors la norme, de G étant donnée par:
1 1), 0 s
||G||ﬁ2 = trace {Z 1’¥=1G<ﬁ) bkck} (3.2)

La prouve de théoreme est dans I'annexe C
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Lemme 3.1

Soit Z=(A, B, C)etf=@A,B,0) étre des représentations de I'espace d'étajstiense
original et réduit (2.1) et (2.3) respectivemeupposons que les matrices d'état A sont
diagonales et leurs pdles appartienneri & Soient G eG sont des fonctions de transfert

correspondantes [6]. Alors la normigd'erreur du systéeme, dénoté parest représenter

par:

_ —~ 11a/(1 1 *A*
o~ vt [6(2) - 2) it o5 £[e) o) e
OU ,= sont les images miroir [2] des polestdet £ , respectivement

A

;;-*

Les matrices de I'erreur du systerig sont données par:

A 0 B
Ae=( ),Be=<> C.=(C ©) (3.4)
0 A B

Avec la matrice de transfer6,=G — G, commeA, est aussi diagonal, alots, ... Ay ,

~

A4, ..., 1,, sontdes poles d&.
3. 3 Réduction optimal de la norméd, du modele pour les systemes MIMO

La recherche du minimum global est une tache tiffigite méme pour les systemes
SISO; donc le but ici est de trouver des systeme®rdme réduits,
qui satisfont les conditions nécessaires de merordre. Apres la formulation du probleme

de minimisation, nous allons donner trois typesatgitions nécessaires a cette section.

Nous allons présenter et prouver les conditiong/dson et les conditions de Hyland
et Bernstein. Puis nous démontrons de nouvellagitons a base d'interpolation pour la
réduction de la normH, d’erreur. Ainsi on représente les démonstratigos |'équivalence
entre les trois conditions. En dernier lieu, noudspntons l'algorithme itératif basé sur
l'interpolation données qui permet de résoudrepiebleme de minimisation de I'erreur entre

le systéeme original et le systeme d’ordre réedu?)(3
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3. 3.1 Enoncé du probléme

Etant donné un systéme original (2.1) de dimenbiavec la fonction de transfert G, on va
construire un systéme d'ordre réduit (2.3) avdonation de transfer® d'une dimension fixé

n, ce qui minimise la normié,:

Minimisez] (@) = |6 — G |l;, (3.5)
En raison de (3.3), ce probleme d'optimisatiorégsivalent a

Minimisez (9) = |16 — G ||, (3.6)
En ce qui concerne la variable d'optimisation (Re (vY), Sm(vh))t € RZ2(Fnm+pn)

avec .

~ ~ ~ ~ t
— At At
v =4y, ., An, by by 8, o, 68

Avec les vecteurs de lignég = [by; ... by,] et les vecteurs de colonég= [y ... Cpp ]

pourk = 1,n. Ici Re etIm dénoter la partie réelle et imaginaire, respeniiet.
3.3.2 Réduction optimaleH, de l'ordre du modele basée sur l'interpolation

3. 3.2.1 Conditions d’interpolations

Nous présentons le choix des points d'interpolatsatisfaisant aux conditions

nécessaires du premier ordre.

Théoréme 3.3.Etant donné un systéme a grand ordre (2.1) agamndtrice de transfert
G(2).

SoitG(z) la matrice de transfert du systéme d’ordreuit§2.3), avecA = diag ¢,....A,),

B = [b;,..,b;] etC = [¢, ..., &] SiG(z) résolu le probléme (3.6), alors les conditions

n

suivantes sont satisfaites :

G6(x) = a6(x). )
k Ak A |

G(i) by = G(i) b, } Pour k = T,n, 3.7)
v [ 1 7% ax w1\ 1o |
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1 . .. ~ ~ : . = N i
Ou = sont les images miroir des poles Be b, est laki®™e ligne deB et ¢, est la kieme
k

colonne de .
La prouve du ces conditions est dans I'annexe C

Remarque 3.1. Supposons que les matrices du systenie et C résoudre le probléeme de
réduction optimale de la nornile, du modéle (3.6). Ensuite, la norHe du systéme d'erreur

est donnée par :

~nz 1 1\ Af1)] e
|G - G||H2 = §V=1<Z trace([G(l—Q—G(A—;)]bjCj))

3.3.3 Réduction optimaleH, de l'ordre du modele basée sur les grammiens

L’approche la plus commune pour traiter le problg®®) est de travailler avec les
conditions nécessaires d'optimalité du premier eordrasée sur les grammiens de

commandabilité et observabilité.
3.3.3.1 Conditions de Wilson [6]

Les conditions d'optimalité de Wilson pour les gyses discrets impliquent les
grammiens l'erreur du systéme qui peuvent étrengifipar les deux équations de Lyapunov

discréetes aussi appelée équations Stein [3]:

AP. AL+ B, =P, avec B;=B.B; (3.8)

-~

ALQ.A, + C. = Q. avec C, = C:C, (3.9)

Ou les matricesP, et Q. sont des grammiens de commandabilité et I'obsditabi

d’erreur du systeme (3.4), respectivement. La fiamide?, etQ, est comme suit :

Qll QlZ
Qe = [ ] (3.10)
QZl QZZ

Py Pra
P =

?21 ?22

OUP;1, 01 ECVN: P Py 01, 05 €CYM et Py, , Q,, € CYV™M | Les sous-matrices
de rang plein®P;; , 9,1, P,, €t Q,, sont des solutions des équations de Stein :
R,A* +BB* = P, (3.11)
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A QA+ CC =0y (3.12)
AP,,A* +BB* = P,, (3.13)
AQpA +T°C = 9y (3.14)

Par conséquent, les grammiens le systeme originkd systeme d’ordre réduit sont :

~ ~

P11= P, 011=9 , Pp=7P, Q.2 =0 .

Comme les grammiens sont symétriques nous obteffons P;, et 9, = 95, et les deux

matrices sont des solutions des équations discdeté yapunov suivantes :
AP, A* + BB* = Py, (3.15)
AQi,A —CC = 9y (3.16)

Trouver une norm#8, optimale derreur de systeme réek nécessite la

détermination de la premiére dérivées de l'ermwia fonctionJ(A, B, C) i.e. :

J(Z) =IZe %, =trace LP.C] = trace P.Ce] (3.17)

Les dérivés deJ par rapport aux éléments de B et C conduisent & les conditions

nécessaires suivantes :
Théoréme 3.4(Les conditions de Wilson pour les systemes distr&oit le systeme d’ordre

réduit 3 = (A, B, C) est une solution de probléme (3.3). Nous avons

Q12A Py +Qy APy, =0 (3.18)
Qi,B+ 0;,B =0 (3.19)
C :])22 - C:]):lz: 0 (320)

La prouve des conditions est dans I'annexe C

Remarque 3.2. Généralement modeéles d'ordre réduit sont constqpeér une projection
obliquell = VW* avec V, Ze CV*" et W*V =1,, ou I,est la matrice identité da & n),
telle- que :

o (2(k+1) =A%)+ Bi (k)

2 { y(k) = C&(k)

Avec :
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A = W*AV
B=W"B (3.21)
C= cv

La projectionIT pourrait étre déduite directement des conditiondssMi (3.18)-(3.20),

I'équation (3.18) donné\ = —Q5;}Q;,AP;,P;,t et nous obtenons

W=0,,057
V 3’12?2_21

3.3.3.2 Conditions Hyland-Bernstein:

De la méme maniére aux conditions Wilson, nous dogan les conditions Hyland-
Bernstein exprimées en termes du grammiens égjeations Stein. Le modele d'ordre réduit
pourrait en principe étre construit par une pragecobliquell = VW* comme démontré dans
(3.21).

Théoréme 3.5(Conditions de Hyland-Bernstein).
Supposons que les matrices du systémeB( C) résolvent (3.6). Alors, il existe deux

matrices non négatives définigs, 9 € CV*N et une matrice définie positive & C™*"

telles- que [24]:
PQ = VMW*, (3.22)
rank®) = rank Q) = rank (PQ), (3.23)
Le modele réduit est construit de maniére anal@g{B21).

Les deux conditions suivantes sont satisfaites :
I1[A PA* + BB*—P] =0,
[A*QA + C*C—Q]II =0,

3.4 Equivalence des conditions nécessaires de premordre
3.4.1 L'équivalence entre les conditions d’interpaition et les conditions de Wilson

L'équivalence entre les conditions d'interpolateinde Wilson sera vérifiée par une
analyse de la projectidm = VW*. Les lemmes suivants révélent la structurationcdésnnes
des matrices de projection V et W. Le résultatrmtliaire conduit a autres lemmes qui

finalement donnent les conditions d'interpolati®][
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Lemme 3.3.Les énoncés suivants sont equivalents.
(i) V=P,P;

.. _ 1 N\ ., 1 N\~
(i) RanV = Colspar%(—A + v I) Bbi, ..., (—A + Tl I) an}
Lemme 3.4.Les énoncés suivants sont eéquivalents.

()W =-0,,077

(i) RanW* = colspar@ﬁjc (—A +ii’i I)_1 , s CnC (—A + zi I)_l}

La preuve des lemmes 3.3 et 3.4 est dans 'an@exe
Lemme 3.5. Soit Ve C¥N** et We CM*" des matrices de plein rang tel que
W*V =[,,. Soitg, € C, [, € CI*P et 1, € C™*! étant donné des points et des vecteurs,
respectivement. Si:

(0,1 —A)"1Br, € colspan (V)

(g1 — A*)"1C*l, € colspan (W)

Pour k € {1,...,n} les conditions d'interpolation tangentielles diiée suivantes sont

satisfaits [2] :

G(@)n = G0N

\
|
LG (o3) = LG (o), ¥ Pouk =

Uy

n 3)2

G (o) e = LG (ay) 7 :J

. . 1 ~y s . . .
Par conséquent, le choix dg = 7 1, = by, etl, =¢;,  conduit au résultat suivant.

Lemme 3.6. Soit Ve CM** et We CV** des matrices de plein rang tel que
W*V =1,,. Si pour tousk € {1, ..., n}

vk:(—A‘}‘%;; I)

-1
wk=<—A* %I) C*¢, € colspan (W)

1
Bb; € colspan (V)

Alors les conditions d'interpolation (3.7) sontsaites.
Le sens inverse du lemme de précédent termine Iamomkgration d'équivalence
entre les conditions d'interpolation et Wilson.
Lemme 3.7.S0it$} un systéme réduit satisfaisant aux conditiomgetjpolation (3.7).
S peuvent toujours étre calculés & pdrtipar la projectiodl =V W* avec

Ran V = colspaf,, ..., 7,} et Ran W = colspafw,, ..., w,}et:
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-1
T =<—A+é 1) Bb;
Ak
_1 -
Wy = <—A* +% I) C*¢, pourk =1,n.
k
On peut résumer tous les résultats précédents pla¢dreme suivant:

Théoréme 3.6Les Conditions nécessaires d'interpolation (3.Tir p@s poles simples donnés
dans le théoreme 3.3 sont équivalentes aux conditidilson (3.18) - (3.20) présentés dans le

théoréme 3.4.
3.4.2 L'équivalence entre les conditions de HylanBernstein et de Wilson :

Théoreme 3.7 SoitP, Q et M sont des matrices positives symétriquBs,, 9,,, P, et 94,
sont des solutions des équations (3.13)-(3.16pemvement. Alors les conditions du Wilson

(théoreme 3.4) et Hyland-Bernstein (théoréme 3dt équivalentes [6]:
(i) V=P,P; W =— 0,075

__TI[APA* + BB*— P] =0, PQ = VMW"
() T AQA + C*C— QIN =0, rank (P) = rank (Q) = rank (PQ)

Théoréme 3.8.Les conditions nécessaires de premier ordre dedwi(3.18)-(3.20) sont
équivalentes aux conditions (3.22) - (3.23) dorparsHyland-Bernstein [3].

Preuve de cette théoréme est dans I'annexe C.

Remarque 3.2.Les conditions nécessaires de premier |'ordre deowet Hyland-Bernstein

basée sur les grammiens sont équivalentes auxtiomsdd'interpolation tangentielle (3.7)
3.5 Algorithme d’interpolation rationnelle itérati ve MIRIAmM

Le systeme réduit est caractérisé en satisfaisamhices conditions d'interpolation
tangentielle données dans (3.7) du modele d’o¥etieit interpolé de la fonction de transfert

du systéme d'origine aux les points = % = 1,n , dans certaines directions tangentielles.
k

Cependant, les données d'interpolation; les poditsterpolation et les directions de

l'interpolation tangentielle, sont a priori incomsu Par conséquent, nous allons maintenant

décrire un algorithme itératif qui a chaque étafiérdtion dérive d'un systéme réduit pour un

ensemble fixe des données d'interpolation.
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L'Algorithme que nous allons développer est assadiapplication de I'interpolation
rationnelle itérative aux systemes MIMO dans lmgse discrets (en anglaisM IMO
| terativeRationall nterpolationAlgorithm MIRIAmM)

Algorithme.

Entrées :Une réalisation [A, B, C, D] du systéme discretM@ (2.1).
Etapel-Sélectionner un ensemble initial de points= {o4,..., 7, }.

Etape2- Sélectionner un ensemble initial de directiongégmielles gauchke={1, ..., [,,}.
Etape 3-Sélectionner un ensemble initial de directiongéetielles droite={r4,...,n,}.
Etape 4 -Utiliser l'itération suivante jusqu'a ce que tmgergence soit atteinte.

a. Calculer la matric&, = [v4,...,1,] telle-que :

-1, -
Vg = (—A + oy I) Bry pourk =1,n

b. Calculer la matricéV, = [wy,...,w,] telle- que :

_1 —
wi =(-A" + oy 1) Cl pourk = 1,n
c. W= W, (W,V,)™ (pour obtenirW,;V, =1, )

d. Construire les matrices suivantes :

A =W;AV, , B= W;B, C=cCV,

e. Calculer la décomposition en valeur propreAle= XQX~1 |

M
Avec() = ( )
An

. Assigner o =5, v dil= OX, Fuend =(X7'BY

Etape 5 - Construire la fonction de transfert d’'un mod#lerdre réduit
G(2) =C(a, — &) 'B
Etape 6 —Calculer la norme fHde I'erreur relative

l6-Glly,

T

—~ ~

Sortie: le modéle d'ordre réduit = [A,B,C, D]

3.6 Conclusion
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Dans ce chapitre, nous avons présenté approche la de réduction d'ordre optimal
basée sur la minimisation de la northgessentiel de la théorie d'optimalité et les caowtit
nécessaires qui lui sont rapportés qui nous omhigede construire l'algorithme de réduction.
Cet algorithme se base sur l'idée d'interpolerddrice de transfert du modele initial selon un
choix adéquat de point d'interpolation et des timas tangentielles droite et gauche [2]. Le
modele d'ordre réduit est obtenu alors par minitiwisad'un critére basé sur la normeg Pbur
voir les performances du modele réduit, diversasikitions seront proposées dans le chapitre

suivant.
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CHAPITRE 4
SIMULATIONS ET INTERPRETATIONS
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4.1 Introduction

L'objectif de ce chapitre est de voir le comportetmgu model réduit issu de la technique
optimale basée sur la norme #lordre de modele. Une fois notre algorithme im@até par
langage Matlab [8]. Il a été validé par trois exéasdSS (International Space Station) MIMO
[6], CDplayer (lecteur de compact disque) MIMOetodele Building SISO [26].

Notre approximant est aussi comparé a celui quenelame technique (BT). Diverses
réponses et courbes seront proposées.

Choix des points d'interpolation, il existe selathéorie trois ensembles:

1- Baseé-BT : d'abord nous avons construit le modétedde réduit en utilisant la
méthode troncature d’équilibre BT et puis transf@rnle systéme résultant de telle
sorte que A soit diagonale. Alors, on a choisit comme points départ
d’interpolation, les images miroir des pbles desgsteme réduit et ses colonnes de
B* et lignes deC* comme des directions tangentielles a droite etaactye
respectivement

2- valeurs propres ordonnées VRaus transformons le systeme d'origine tels queiA s
diagonale et ses valeurs propres apparaissent|datie décroissant d'amplitude.
Soit n la dimension du systeme d'ordre réduit,choisit comme points de départ
d’interpolation les images miroir les n premiévageurs propres de A i.e. les pdles du
systeme. Nous utilisons le transpose conjugué Ipeemieres lignes de B et les n
premieres colonnes de C comme des directions néirties de droite et de gauche,
respectivement

3- Données complexe s: on choisit les points djtiation complexes aléatoirement,
qui se trouvent a l'extérieur du cercle unité. kesteurs complexes sont choisis

aléatoirement comme des directions tangentieesiue et droite.

Dans ce qui va suivre, nous allons présenter gremples différents deux MIMO et un
SISO. Dans chaque cas, on trace:

- La distribution des valeurs singuliéres en farcdes états du systeme initial qui guide au

choix de réduction d'ordre du systeme.
- Le lieu de stabilité du systeme initial.

- pour mettre en évidence l'effet de l'ordre du eéedéduit sur la norme JHle l'erreur

relative entre le systeme initial et réduit, nousres procédé a divers traces.
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4.2 Exemple 1: ISS (International Space Station)
Ce modéle est composé de 270 états, 3 entréesoetie}s, i.e. N=270, m =p = 3. Les pbles
et les valeurs singulieres de Hankel de systemeilbastrés par les figures (4.1) et (4.2)

respectivement.

lieu des poles

partie imaginaire des poles

partie réelle des poles

Fig. 4.1. Lieu de stabilité systeme original ISS
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Les valeurs singuliéres de Hankel du systéme original

oosl - A I A A
oosl A . S S H—
» I I I I I
) I I I I I
8 l l l l l
=] I I I I I
=) I I I I I
s o003---------- el e ol I e ] | [
" I I I | I
»n I I I I I
5 | : : 1 1
Q | | | I I
[ | | | | |
> | | | I I
002~ e e e e —
1 1 1 1 1
50 100 150 200 250

Etats du systeme

Fig. 4.2. Les valeurs singulieres de Hankel diiésyie original ISS

On présente dans les figures 4.3, 4.4 le liestalailité du systéme d’ordre réduit par
notre approche Het par BT pour n=30. Ainsi, le tableau.l ci-dessorésume la
comparaison de la normi, d’erreur relative entre le systéme original einledele d’ordre
réduit par la méthode BT et I'approchgpdéur une dimension de systeme d'ordre réduit

varie de 30 a 3.
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lieu de stabilité du systeme d'ordre réduit par approche H2

0.8+

0.6 -

0.2

-0.2+

partie imaginaire des poles
o
T

-0.6 -

-0.8 -

T T O A, R T T

| | \\"foL@——"’/\ |

Fig. 4.3. Lieu de stabilité le modéle d’ordreui#dpar approcheH, pour n=30

1 0.5 0 -0.5 -1
partie réelle des poles

lieu de stabilité du systéme d'ordre réduit par BT

-15

0.6 -

0.4

0.2

0.2+

partie imaginaire

.04

-0.8 -

T - —O~ A, I T

| | ‘\\"Q—,,,u@—/”’/ | |

Fig. 4.4. Lieu de stabilité le modéle d’ordreuidpar méthode BT pour n=30

1 0.5 0 -0.5 -1
partie réelle
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Tab.4.1. la comparaison de la noriHe d’erreur relative entre I'approchié, et la méthode

BT

n BT MIRIAmM
30 1.28 x 1072 1.28 x 1072
28 1.41x 1072 1.41 x 1072
27 1.84 x 1072 1.60 x 1072
26 1.83 x 1072 1.83 x 1072
25 3.03 x 1072 1.69 X 1072
24 3.03 x 1072 3.01 x 1072
23 3.86 x 1072 2.93 x 1072
22 3.86 x 1072 3.84 x 1072
21 3.93 x 1072 3.10 x 1072
20 3.93 x 1072 3.91x 1072
19 4.74 x 1072 Inf

18 4.74 x 1072 473 x 1072
17 6.71 x 1072 6.06 x 1072
16 6.63 X 1072 6.62 X 1072
15 10.81 x 1072 6.62 x 1072
14 10.78 x 1072 10.76 x 1072
13 14.20 x 1072 10.76 x 1072
12 14.21 x 1072 14.11 x 1072
11 18.27 x 1072 14.18 x 1072
10 18.27 x 1072 18.27 x 1072
9 28.40 x 1072 29.10 x 1072
8 28.22 x 1072 28.19 x 1072
7 37.12 x 1072 28.19 x 1072
6 37.13 x 1072 37.13 x 1072
5 4499 x 1072 37.95 x 1072
4 4499 x 1072 44,99 x 1072
3 59.73 x 1072 44,99 x 1072
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Norme H2 vs d'ordre reduit n

+  basé BT
06 BT
: O ordonné VP
Ao * données complexes
0.5
g +
$ 04
ko
2
g o3
0.2
0.1
0]

1 1
15 20
Dimension du modéle d'ordre reduit(n)

Fig. 4.5. La normeH, d’erreur relative vs la dimension de systemedteréduit

Pour les chois différents données pour le sysi&8e

On a présenté dans la figure (4.5), la variatietachormeH, d’erreur relative (i.e. le
guotient de la normédi, de systeme d’erreur sur la norme de systémenatigien fonction
de la dimension de modele d’ordre réduit (tel quevarie entre 30 a 3). La figure illustre les
résultats de réduction optimale d'un modeéle paploche K ainsi que par la méthode BT.
On remarque que la norme; id'erreur est décroissante si la dimension de reodekrdre
réduit est suffisamment grande. Les résultats oistgpar I'approche Havec données
d'interpolation sont mieux que ceux obtenus parf@ilsque la norme Hl'erreur obtenus par
la méthode KHest inferieure ou égale a la normgderreur obtenus par BT, sauf dans le cas
oun=09.

Si n>16, les résultats I'approche &vec les données d'interpolation complexes, sont
tres proche a ceux obtenus par BT.

Dans le cas n >10 les résultats de I'approchavdc données (VP) sont trés proche a

ceux obtenus par BT.

Afin d'examiner la convergence de l'algorithme ¥y nous réduisons l'ordre du

systeme et a chaque étape de litération, on ealauiormeH, d'erreur relative. Les figures
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4.6, 4.7, 4.8 et 4.9 montrent la norie d'erreur relative en fonction du nombre d'iténagi
de dimension re{8, 10, 22, 24} des systemes réduits. On voit dakydrithme converge
apres un petit nombre d'itérations.

Si la dimension du systéme réduit est impair, pangle ne{9, 11, 13, 25}, telle-que
présenté dans les figures 4.10, 4.11, 4.12 et laX®nvergence est atteinte qu'aprés un assez

grand nombre d'itérations. Par conséquent, noumisissons l'ordre de systeme réduit un

nombre pair.
Norme H2 d'erreur relative vs le nombre diteration(n=8)
1.2,
+ basé BT
11¢ BT
: O ordonné VP
1~ < données cmplexes

2 09
8
£ 08
5
g
3 0.7F
© O
2 -
T 06+
o
£
2 05+

02 | | | | | | | | |

|
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Nombre dftération n

Fig. 4.6. La normeH, d’erreur relative par rapport au nombre d'iiéret pour

le systeme d’ordre réduit n =8
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nome relative H2

la norme H2 relative

Relative H2 of the error sys vs number of iterations(n=10)

0.6 -
+ baséBT
0.55 - — BT
@) ordonnées VP
0.5 x données complexes
0.45 -
0.4+~
0.35
0.3+ @)
0.25
OO KK KK AKX I IR KKK KK I I I KK K I K KK KK HKIK K I XK KKK I IO I XK KKK AR IO IR IR HAKAK XK XK
0.2~
0.15 - oo
OO X R O T X IO ORI GO
rrrrrrrrrrrrrrrrrrrr e e et e e e e e e e T e e e e T
01 | | | | | | | | | |
o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

nomber itération n
Fig. 4.7. La normeH, d’erreur relative par rapport au nombre d'itéraipour

le systéme d’ordre réduit n =10

Norme H2 d'erreur relative vs des nombres d'iterations(n=22)

0.2
+ basé BT
0.18 - BT
O ordonné VP
0.16 données complexes
0.14 -
0.12 -
0.1
0.08 |-
0.04
R R A R ) O O S R R R G O R
0.02 -
0 | | | | | | | | | |
(0] 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Nombre d'itération n
Fig. 4.8. La normeH, d’erreur relative par rapport au nombre d'iiéret pour

le systéme d’ordre réduit n =22

49



la norme H2 d'erreur relative

Norme H2 d'erreur relative vs des nombres d'iterations(n=24)

la norme H2 relative

0.05 -
< -+ basé BT

0.045 BT

: i O  ordonné VP

donnnées complexes

0.04 +

0.035
@)

0.03‘1\\\\\\\\\\\\\H\\HH\\H\HH\\HH\H\ T T T
0.025 +

0.02 - O R T I T KT T T T I
0015 L L L L L L L L L |

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Nomber itération n

Fig. 4.9. La normeH, d’erreur relative par rapport au nombre d'itéraipour

le systeme d’ordre réduit n =24

Norme H2 d'erreur relative vs de nombre d'iteration(n=9)

1.5~
* + basé BT
O BT
X
O ordonneVP
+X % données complexes
1k
~ O+
0.5 = X
I "
+ ‘:) + ><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><
+
1 4‘:’:‘:‘—14HHHHHHHH\HHHHHHHHHHHHHHHHHHHH\HHHHH
"
O | | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Nombre d'itération n

Fig. 4.10. La normeH, d’erreur relative par rapport au nombre d'itéragipour
le systéme d’ordre réduit n=9

50



la norme H2 relative

la norme H2 relative

la norme H2 derreur relative vs de nombre diteration(n=11)

2 —
+ basé BT
1.8+ BT
16l O ordonnéVP
< données complexes
14+
1.2} +
1 X
08" :
0.6 - -
O . 4 : 2K SR SN ><><><></>‘£%;<><><>< K ALK XK
0.2
O l l l 1 |
0 20 40 60 80 100

nombre d'itération n

Fig. 4.11. Lanormed, d’erreur relative par rapport au nombre d'iiérat pour
le systeme d’ordre réduit n=11

Norme H2 d'erreur relative vs des nombres d'iterations(n=13)
0.6

+ basé BT
— BT
ordonnéVP
< données complexes

0.55+

0.5+

0.45 0

0.35-

0.3r

0.25-

0.2+

0.15-

0.1 I I | f D
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Nombre ditération n
Fig. 4.12. La normeH, d’erreur relative par rapport au nombre d'iiéreg pour
le systéme d’ordre réduit n =13
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Norme H2 d'erreur relative vs de nombre diteration(n=25)
0.18

+ basé BT
0.16 - -~ BT

O ordonnéVP

0.14 données complexes

0.12

0.1r

0.08 -

0.06 |

la norme H2 d'erreur relative

0.04+

0.02

|
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Nombre d'itération n

Fig. 4.13. La normeH, d’erreur relative par rapport au nombre d'iiérat pour
le systéme d’ordre réduit n =25

Pour mieux apprécier la qualité des approximantsjsntracerons les réponses
impulsionnelles et les réponses fréquentiellesctspe d’amplitude et spectres de phase) pour

le systéeme original ISS et le modéle d’ordre régar I'approche Het par BT pour n =30.
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reponse impulsionnelle h(k)

reponse impulsionnelle h(k)

To: Out(2) To: Out(1)

To: Out(3)

To: Out(1)

To: Out(2)

To: Out(3)

la réponse ipmulsionnelle du sytéme initial
X 10'4 From: In(1) From: In(2) From: In(3)

T e T

x 10

x 10

0 500 10000 500 10000 500 1000
temps (sec)

Fig. 4.14. La réponse imsmnnelle de systéme original ISS

la réponse ipmulsionnelle du syteme simplifie par approche H2
X 10'4 From: In(1) From: In(2) From: In(3)

x 10

0 500 10000 500 10000 500 1000
temps (sec)

Fig. 4.15. La réponse inspnnelle le modéle d’ordre réduit par I'approche

H» pour n=30
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la réponse ipmulsionnelle du syteme simplifie par BT
w10 From: In(1) From: In(2) From: In(3)

WWWWW_MWWMHW

x 10

To: Out(1)
o

-4
x 10

reponse impulsionnelle h(k)
To: Out(2)
o
3

To: Out(3)
o
%

0 500 10000 500 10000 500 1000
temps (sec)

Fig. 4.16. La réponse impulsionnelle le modéledte réduit par BT pour n=30

écarts impulsionnelles des systémes initial et réduits

XlO’S From: In(1) From: In(2) From: In(3)
. 5
g
g o - ~
5
F 5
.5
3 x 10
= 5
Q2
Ee
= 5
g5 o }
g o
£ F+
g
g Sx10°
g 1
®
g o
E
-1
0 500 1000 15000 500 1000 15000 500 1000 1500

temps (sec)

Fig. 4.17. Ecarts impulsionnelles des systéemdigiisit d’ordre réduit par approche H
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Magnitude (dB)

Phase (deg)

To: Out(1)

To: Out(3) To: Out(2)

ERE

To: Out(1)

To: Out(2)

To: Out(3)

la réponse frequentielle du syteme initial

From: In(1) From: In(2)

From: In(3)

-200

-400
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-600
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la réponse frequentielle du sytéme initial
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Fig. 4.18. La réponse fréquentielle de systengiral ISS
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la réponse frequentielle du sytéme simplifie par approche H2
From: In(1) From: In(2) From: In(3)

Aggggkg,/zgrf"/K¢”“%v\ Agggggﬁgr//~4'r/K¢““n“K
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-400

Magnitude (dB)
To: out(?)

-600

-200

-400

To: Out(3])

-600

(o) 0
10 10 10
frequence (rad/sec)

la réponse frequentielle du syteme simplifie par approche H2
From: In(1) From: In(2) From: In(3)
1080
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To: Out(1)

-360
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To: Out(2)

-360
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720
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To: Out(3)
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Fig. 4.19. La réponse fréquentielle le modeledferéduit par I'approche Hpour n=30
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Fig. 4.20. La réponse fréquentielle le modeledferéduit par BT pour n=30

frequence (rad/sec)
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écart fréquentielle des systemes initial et réduit
From: In(1) From: In(2) From: In(3)
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Fig. 4.21. Spectres d’amplitude de I'erréapproximation par I'approche;Hpour
n=30

Les graphes 4.15, 4.16, 4.17, 4.19, 4.20, illustclairement que les modeéles d’ordre réduits
obtenus par l'approche;ldt par BT approximés du systeme original. Par @gpmsnt, on peut

dire que ces approximants suivent fidelemenbhlaportement du systéme initial.
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4.3 Exemple 2: CDplayer
Ce modéle il a 120 états, 2 entrées et 2 soiteesN=120,

m =p = 2. Les poles et les

valeurs singulieres de Hankel de systeme sonttriflsis par les figures (4.22) et (4.23)

respectivement.

Lieu de stabilité

1 .
0.8+

0.6

0.4

Partie imaginaire

041

-0.8+-

06

Partie réelle

Fig. 4.22. Lieu de stabilité du systeme origiGaiplayer
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% 10° Les valeurs singulieres de Hankel du systeme original
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Fig. 4.23. Les valeurs singulieres de Hadkesysteme original CDplayer

Dans les figures 4.24 et 4.25, on présente ele die stabilité du systéeme d'ordre
réduit par notre approche;ldt par BT pour n=20. Ainsi, le tableau.2.4 cistess, résume la
comparaison de la normi, d’erreur relative entre le systéme original einledele d’ordre
réduit par la méthode BT et I'approchgpdéur une dimension de systeme d'ordre réduit

varie de 20 a 3.
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Lieu de stabilité du modele d'ordre réduit par approche H2
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Fig. 4.24. Lieu de stabilité le modé&®rdre réduit par approchél, pour n=20

Lieu de stabilité du modele ordre reduit par BT
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Fig. 4.25. Lieu de stabilité le modél®rdre réduit par approche BT pour n=20
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Tab.4.2. La comparaison de la noriHe d’erreur relative entre I'approchié, et la méthode

BT

n BT MIRIAmM
24 0.2031 x 107* 0.2028 x 10~*
23 0.204 x 107* 0.0486 x 10~*
22 0.204 x 107* 0.203 x 107*
21 0.21x 107* 0.0489 x 10~*
20 0.2083 x 10~* 0.2075 x 10~*
19 0.559 x 107* 0.1877 x 10~*
18 0.3585 x 10~* 0.2738 x 107*
17 1.05x 107 0.273 x 107*
16 1.980 x 107 1.09 x 107
15 2.192 x 107* 1.092 x 107*
14 3.165x 107* 216 x 107*
13 3.420 x 107 2x 107*
12 3.433 x 107* 3.416 x 107*
11 16 x 107 3x 107*
10 18 x 107 16 x 107*
9 29 x 107 16 x 107
8 30 x 107 30 x 107
7 158 x 107* 30 x 107*
6 164 x 107* 164 x 107*
5 666 x 107* 164 x 107*
4 751 x 107* 750 x 107*
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norm h2 vs de ordre reduit n
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+ basé BT
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Fig. 4.26. La normed, d’erreur relative vs la dimension de systeme d@réduit

Pour les chois différents données pour le sysebByaayer

On a présenté dans la figure (4.26), la variatieda normeH, d’erreur relative en
fonction de la dimension de modele d’ordre rédigit ue n varie entre 24 a 4). La figure
illustre les résultats de réduction optimale dwodele par I'approchejHainsi que par la
méthode BT. On remarque que la normgdtrreur est décroissante si la dimension de
modele d'ordre réduit est suffisamment grande.réssltats obtenus par I'approche avec
données d'interpolation sont mieux que ceux obt@ausBT, puisque la norme,Hi'erreur
obtenus par la méthode st inferieure ou égale a la normgderreur obtenus par BT, sauf
dans le cas ou n = 8.

De la méme maniére du premier exemple, pour examia convergence de
I'approche H, nous réduisons l'ordre du systeme et a chagaiae, on calcule la norm#,
d’erreur relative, les figures 4.27, 4.28 et 4.8%ntrent la normeH, d'erreur relative en
fonction du nombre d’itérations pour les systemeseatiuction d’ordre &{6, 10, 16}, nous

voyons gque l'approcheitonverge rapidement aprés un petit nombre ditérst
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Si la dimension du systéme réduit est impair, panmele re {11, 15, 21}, tel que
présente les figures 4.30, 4.31 et4.32, la comrexg est atteinte qu'apres un assez grand

nombre d'itérations. Par conséquent, nous chorssd'ordre de systéme réduit un nombre

pair
la norme H2 erreur relative vs de nombre iteration(n=6)
0.1r
+  basé BT
0.09 - — BT
O ordonnéVP

0.08 données cmplexes
o 0.07F
=
© 006"
3
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o~ )
T
o 0.04-
£
2 0.03;

0.02- "

0.01

0 | | | | | | | | |

|
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
nombre itération n

Fig. 4.27. La normeH, d’erreur relative par rapport au nombre d'iiérat pour
le systeme d’ordre réduit n =6
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x 1072 la norme H2 erreur relative vs de nombre iteration(n=10)
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Fig. 4.28. La normed, d’erreur relative par rapport au nombre d'iiéreg pour
le systéme d’ordre réduit n =10

x 107 la norme H2 erreur relative vs de nombre iteration(n=16)
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Fig.4.29. La normed, d'erreur relative par rapport au nombre d'iiéreg pour

le systéeme d’ordre réduit n =16
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norme H2 erreur relative

Fig. 4.31.

norme H2 erreur relative
w

x 10°  lanorme H2 erreur relative vs de nombre iteration(n=11)
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La normdd, d’erreur relative par rapport au nombre d'iiérat pour

le systemerdie réduit n=11

x 107 la norme H2 erreur relative vs de nombre iteration(n=15)
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La normdd, d’erreur relative par rapport au nombre d'iiérat pour

le systemerdie réduit n =15
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x 10° la norme H2 erreur relative vs de nombre iteration(n=21)
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Fig. 4.32. La normeH, d’erreur relative par rapport au nombre d'iténragi pour

le systeme d’ordre réduit n =21

Nous tracerons les réponses impulsionnelles etélesnses fréquentielles (spectres

d’amplitude et spectres de phase) pour le systaigma CDplayer et ses modeéles d’ordre

réduits par l'approchezet par BT pour n =20 dans les figures ci-dessous
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la réponse ipmulsionnelle du syteme initial
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Fig. 4.33. La réponse impulsionnelle de systengra CDplayer

la réponse ipmulsionnelle du sytéme simplifie par approche H2
X 10 From: In(1) From: In(2)

To: Out(1)
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| [ —
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reponse impulsionnelle h(k)
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Fig. 4.34. La réponse impulsionnelle le modélegdfe réduit par I'approcheHpour n=20
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la réponse ipmulsionnelle du syteme simplifie par BT
x 10" From: In(1) From: In(2)
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Fig. 4.35. La réponse impulsionnelle le modéledte réduit par BT pour n=20
écarts impulsionnelles des systémes initial et réduits
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Fig. 4.36. écarts impulsionnelles des systeméalieit d'ordre réduit par approche H
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Fig. 4.37. La réponse fréquentielle de systengiral CDplayer
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Fig. 4.38. La réponse fréquentielle de modeleuitéwar approche fHpour n=20
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Fig. 4.39. La réponse fréquentielle le modeledferéduit par BT pour n=20
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écart frequentielle des systemes initial et réduit
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Fig. 4.40. Spectres d’amplitude de I'erreur d’apjmaation par approche Hpour n=20

Les graphes 4.34, 4.35, 4.36, 4.38, 3.39, 4.4@ntmant que les approximants par

l'approche Het par BT suivent fidelement le comportementydtesne initial.
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4.4 Exemple 3: Build

Ce modéle est composé de 48 états, une seule entnée seule sortie, i.e. N=48, m=p = 1.
Le lieu de stabilité et les valeurs singulieresHinkel de systéme sont illustrés par les

figures (4.41) et (4.42) respectivement.

Lieu de stabilité
ox O T R~
g7 &

o

0.8

0.6

04+
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o
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R
Bxo | ©.-" ! !

0.5 1 15

N
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Partie réelle

Fig.4.41. Lieu de stabilité du systeme originallé
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Valeurs singulieres de Hankel du systéme original

x 10

e e e e

e i L
15
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2 < T T

saJgnbuis

SInaleA

0.5 H

Etats du systeme

Fig.4.42. Les valewisngulieres de Hankel du systeme original Build

€ du systeme d’ordre réduit

20. Ainsi, le tableau.3.4 ci-dess r

le leeatdbilit
comparaison de la normi, d’erreur relative entre le systéme original einledele d’ordre

é

t

Dans les figures suivantes on présen

la

esume

7

par notre approche ;Het par BT pour n

par la méthode BT et I'approchg pdur une dimension de systéme d'ordre réduit

réduit

varie de 20 a 3.
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Partie imaginaire

Lieu de stabilité le modele ordre reduit par approche H2
1 = -
T T - @ T O % N T T
B E
Ge .

X~

\

-
<

0.8 L O

6]

fe

0.4+ ’

\
\

0.6 -
0.2+
-0.2+

-0.6 |-

08 0 |

& l .

1 | | ~-Q&_ ;0 & | |
15 1 0.5 0

Partie réelle

Fig. 4.43. Lieu de stabilité le moda&l®rdre réduit par approchél, pour n=20
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Fig. 4.44. Lieu de stabilité le modé&®rdre réduit par BT pour n=20
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Tab.4.3. La comparaison de la norme H2 d’erreatirad entre I'approche H2 et la méthode

BT

n BT MIRIAmM

20 25.7x 1073 25.1x 1073
19 35.2x 1073 46.4 x 1073
18 39x 1073 37.9x 1073
17 59.6 x 1073 379 x 1073
16 62.8x 1073 59.1x 1073
15 82.4x 1073 60.2 x 1073
14 90.8 x 1073 77.6 x 1073
13 107.3x 1073 85.4x 1073
12 107 x 1073 99.8 x 1073
11 116.6 x 1073 127.8x 1073
10 1223 x 1073 119.3 x 1073
9 149 x 1073 136.5x 1073
8 1539 x 1073 150.5x 1073
7 223.2x 1073 202.4x 1073
6 233.6 x 1073 206.1 x 1073
5 292 x 1073 206.1x 1073
4 280.4 x 1073 276.3x 1073
3 623.6 X 1073 276.3 x 1073

On a présenté dans la figure (4.45), la variatierla normeH, d’erreur relative en
fonction de la dimension de modele d’ordre rédigit que n varie entre 25 a 3). La figure
illustre les résultats de réduction optimale dwodéle par I'approcheHainsi que par la
méthode BT
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norm h2 vs de ordre reduit n

- .
ossl basé BT
BT
05l O ordonné VP
“+  données complexe
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norme relative h2
o
w
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0.15¢

0.05-

Dimension du modéle de ordre reduit(n)

Fig.4.45. La normél, d’erreur relative vs la dimension de systemedieréduit
Pour les chois difféerents données pour le systéeme

. On remargque que la norme H'erreur est décroissante si la dimension de reodel
d'ordre réduit est suffisamment grande. Les résuttatenus par I'approche Hvec données
d'interpolation sont mieux que ceux obtenus par®ilsque la norme Hl'erreur obtenus par

la méthode Hlest inferieure ou égale a la normgderreur obtenus par BT.

Dans le cas ou n >10 les résultats de I'approchavelc les données d'interpolation

complexe sont meilleures que ceux l'approche BT.

De la méme maniére des exemples précédents, pgamirer la convergence de
I'approche H, nous réduisons l'ordre du systeme et a chag@iae, on calcule la norm#,
d’erreur relative, les figures 4.46 et 4.47 moritrés norme H, d'erreur relative en fonction
du nombre d’itérations pour les systéemes de réaluatiordre ne{6, 10}, nous voyons que

I'approche Hconverge rapidement aprés un petit nombre dibérsmt
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Si la dimension du systeme réduit est impair, panple re {5, 15}, tel que présente
les figures 4.48 et 4.49, la convergence est a&ttequ'apres un assez grand nombre

d'itérations. Par conséquent, nous choisissamdrd’ de systéeme réduit un nombre pair.

Relative h2 of the error sys vs number of iterations(n=6)

+ basé BT
0.55 ) BT
@) ordonnées VP
données complexes
0.5
9 0.45-
3 oar
E 0.35
0.3
0.25 -
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0.2 L R RIS © 155151505 51515 154 9151 3 8150 8 o431 515 5 G154 151019150 5 5154 8151 5 154 154 518 4 8 S L3 15 5 S 15 9 5 5 151 5 9 10 & 15 3 S A S S Lok S S S S S S 1
(0} 10 20 30 40 5 60 70 80 90 100

nomber itération n

Fig.4.46. La normél, d’erreur relative par rapport au nombre d'iiéreg pour le systéme
d’'ordre réduit n =6

Relative h2 of the error sys vs number of iterations(n=10)
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Fig.4.47. La normél, d’erreur relative par rapport au nombre d'iiéret pour le

systeme d'ordre réduit n =10
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Relative h2 of the error sys vs number of iterations(n=5)
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Fig.4.48. La normél, d’erreur relative par rapport au nombre d'iiéreg pour le systéeme
d’'ordre réduit n=5

Relative h2 of the error sys vs number of iterations(n=15)
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Fig.4.49. La normél, d’erreur relative par rapport au nombre d'iiéreg pour le systéme
d’ordre réduit n =15

En suit, on présente les réponses impulsionnelidséquentielle pour le systéeme
original Build et ses modeles d’ordre réduit papfiroche KHet par BT pour n =20.
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10 la réponse ipmulsionnelle du sytéme initial
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Fig. 4.50. La réponse impulsionnelle de systenggral Build

X 10'4 la réponse ipmulsionnelle du syteme simplifie par approche H2
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Fig. 4.51. La réponse impulsionnelle le modéledfe réduit par approche;Hoour n=20
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x 10 la réponse ipmulsionnelle du syteme simplifie par BT
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Fig. 4.52. La réponse impulsionnelleniedele d’ordre réduit par BT pour n=20
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Fig. 4.56. La réponse fréquentielle le modeledferéduit par BT pour n=20
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Fig. 4.57. Spectres d’amplitude de I'erreur d’apjmaation par I'approche fHpour n=20

On remarque dans cet exemple que les réponsesrgiap@t fréquentielles des deux

modéles d’ordre réduit ont le méme comportemergysteme initial.
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4.5 Interprétations

On remarque que dans les trois exemples, lat§udé I'approche Hdépend
fortement du choix des données de départ. l.e.pdists d’intrepolation ainsi que les
directions tangentielles influence la qualité dgproximation. D’aprés les graphes 4.5, 4.26
et 4.45, les résultats obtenus par I'approchedft mieux que ceux obtenus par BT. En ce qui
concerne le choix des points d'interpolations, s opté pour I'ensemble issu de BT, et
cela est un résultat de plusieurs simulations.

Pour la convergence l'approchgmtus avons observé que, dans le cas le nombre de
la dimension d'ordre réduit est impair, le nombiehtions nécessaires était tres grand. Elle
pourrait étre due au fait que les valeurs propesnddele d'ordre réduit sont apparus en
paires conjuguées complexes, sauf une sautai¢ @hisieurs valeurs différentes, il a
finalement convergé a un certain nombre, tandis lgudimension d'ordre réduit est paire le
nombre d'itérations était tres petit pour la cogeace d’algorithme .Nous concluons que, |l
est préférable de prendre la dimension du modetdré réduit soit paire et plus grande.

Pour les trois exemples, nous avons illustré Ipenmges temporelles en tracant les
réponses impulsionnelles en temps (sec). Pouréj@snses fréquentielles en tracant les
spectres d’amplitude en (dB) et les spectres desgh@us les graphes montrent que les

approximants par l'approche; ldt par BT suivent fidélement le comportement gstesne
original.

Si les dimensions du modéle d'ordre réduit onthtésis sont suffisamment grandes

on obtient toujours une trées bonne approximatiorcamportement entrée-sortie le systeme
original.
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4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons choisi trois exesnptr mettre en évidence les
caractéristiques d’approximant issus de l'algonghproposé dans le chapitre trois. En
utilisant I'approche b pour construire des systémes d'ordre réduitfasts, les conditions
nécessaires  d'optimalitédd, de premiére l'ordre (ou les conditions d’interpola
tangentielle), Ainsi, nous pouvons mesurer la ¢éale I'approximation en calculant la norme
H, d'erreur relative entre le systeme original etnl@dele d'ordre réduit. En général apres
tres peu d’itérations, on obtenu les meilleursiltéss, ou nous avons trouve la norrig
d'erreur entre les deux modeles est tres failds sdimensions du modéle d'ordre réduit ont
été choisis sont suffisamment grandes. Puis noogparons les résultats de cet algorithme
avec la méthode troncature d’équilibre, on trowukes résultats mieux ou trés proches de ceux
obtenus par BT. Tres important a souligner, que @&sx modéles d’ordre réduit par
I'approche Het par BT suivent fidelement le comportement yitésme original, I'écart entre
I'approximant et le modele original est trés failokeci permet de conclure quant a l'efficacité
de notre approche qui permet de construire des le®dies approximants de faible ordre.
Pour les quelles la stabilité dans ces exemplestoegburs garantie et permettant de

modéliser le comportement globale du systeme initia
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CONCLUSION GENERALE
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudié quelques tedmide réduction de
modele pour les systemes dynamiques discrets LbusNoroposons dans ce travail,
'étude d’'une technique récente basée sur l'intaffom qui vise a calculer un modéle
d'ordre réduit optimal pour les systemes stable [3]

L’objectif principal est de minimiser la norme H’erreur entre les matrices de
transfert de systéme LIT discret original et sgproximant d'ordre réduit, pour
résoudre le probléme d'optimalité, nous nous somibasées sur les conditions
nécessaires d'optimalité de premier ordre. Nemns présenté trois ensembles
différents de ces conditions : conditions deséfil et les conditions Hyland-Bernstein
qui sont basées sur les grammiens tandis queikéime ensemble est basé sur les
conditions d’interpolation tangentielle. Ces coiugis sont équivalentes.

Dans la section numérique, nous avons implémealgofithme MIRIA MIMO
| terative Rational I nterpolationAlgorithm) par Matlab. Cet algorithme fonctionne de
maniére itérative, qui s'il converge, fournit urodele d'ordre réduit qui satisfait aux
conditions nécessaires de premiére d'ordre shase d'interpolation des données. La
précision de cette méthode a été illustrée et cofepavec la méthode existante(BT)
dans les trois systemes ISS, CDplayer et BuiltlidNremarquons qu’apres quelques
itérations seulement, I'algorithme itératif estlfear par BT. c.-a-d, les normes d'erreur
dans MIRIA sont souvent inferieurs de ceux obtgmarsBT, cela est dd a un bon choix
des données linterpolation dans notre approclmcDnous pouvons dire que la
convergence de l'algorithme de MIRIA ainsi que Ualdé de I'approximation dépend
fortement du choix des données de départ. l.e.ptests de départ ainsi que les
directions tangentielles influencent la qualité lé@proximation. Dans ces exemples,
nous avons vu diverses simulations par les difféeeméponses impulsionnelles et
fréquentielles, ces deux modeles d’ordre réduit lla@proche H et par BT suivent
fidelement le comportement du systéme originalcdié entre l'approximant et le
modele original est trés faible, ceci permet dechor quant a I'efficacité de notre
approche qui permet de construire des modelespi@sxamants de faible ordre. Pour
les quelles la stabilité dans ces exemples esbucslj garantie et permettant de

modéliser le comportement globale du systeme initia
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L’expression d'erreud, présentée dans ce mémoire ne peut pas étre calieuler
maniere efficace car il implique le calcul de teules valeurs propres du systéme
d'origine. Par conséquent, les travaux futurs dentacomprendre le développement

calculable l'erreur global pour le problemeaadrmet, .
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Annexe A
Espaces et Normes

Définitions
L’espace du Hardy.

Les espaces de Hardy [3] jouent un réle importamsda théorie des systemes. Ces
espaces consacré pour I'étude des fonctions anadgtisurD,” = {z € C: |z| > a}, a€ R,
ou sut} = {s € C: Re(s) > a}, a € R. Comme les fonctions de transfert.
Espace de LebesgueSoit Tc R un intervalle. Pour ¥ p < oo, I'espace dd.ebesgue
Ly (T) étant donnée par [3] :

YT = {f:T>RY :Ifll, <0}, 1<p< o

Ou la normg de la fonction continuk est définie comme :
1
Ifll, = (e MFOIB)?, I<p< o
£l = supllf (Ol p =00
De la méme maniere, nous allons définir I'espada denction discrete

Soit T=Z,T=Z+ ouT =Z_. Pour 1< p< oo, 0n note paty (T)
'espace deebesgue
() = {:T->RY :Ifll, <0}, 1<p< oo

Ou la normg de la fonction discret est définie comme :

Ifllp = ( SeerllFGOIIZ)P 1<p< o
I£1l, = supllF ¢l . D =oo

Ou le symbold|f||,, est noté généralement la norme tel duest I'éléement dont on

calcule la norme ep désigne la nature de la norme considérée

Espace de Hilbert. Est un espace vectoriel normé, complet et munn gitoduit scalaire

hermitien ou euclidien [13].
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Espace l,.L’'espace des suites = (x;)reny telles qued,enlxi|? < oo est un espace de
Hilbert, le produit scalaire entre deux suites= (x;)xen €ty = (Vi)reny CES €Spaces de

Hilbert est définie par :

(x,y) =Xl %[y =x"y (A.1)

Si chaque composant x est un vecteur ou une matgces pouvons aussi définir un espace de

Hilbert avec le produit scalaire comme suit:
(x,y) = L2 _o Trace(x; y;) (A.2)

EspaceL,. Des fonctions des valeurs réelles ou complexegiés fonctions de matrice) de
carré intégrable sur [0p] avec la mesure de Lebesgue [3], est un espaddildert, le

produit scalaire hermitien de deux fonctidrsg est défini par :

(f.g9)= [, f©g@®)" dt, (A.3)

Sif,ge€ L, des fonctions de matrice, le produit scalaise défini par :
(f.g9) = JgTrace[f()g(t)]dt (A.4)

PourG et F des fonctions de transfert des fonctions deiogattef etg, le produit scalaire
est défini par :
(F,G) = i [72 Trace[F*(jw)6 (jw)ldw (A.5)

Pour G € L;, la norme étant donne par :

G2 = V{(G,G) (A.6)

Espace de HardyH,. Est un sous-espace dg avec les fonctions analytique G(s) déns

ou C={seC: R(s) >0}[13]. LanormeH, est définie comme :

1
16y, = (S Trace[6Gw)]* [6Gw)] dw )’ (A7)
Si la fonction analytiqgue G(® D ouD ={z € C: |z| <1}, pour z =e?, 8 €[0, 21]. La
normeH, est définie comme :

1
2

IGlly, = (ifoznTrace[G(eie)]*[G(eie)] d@) 8.
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Par conséquent, nous pouvons calculer la ndimeomme nous le faisons pouds
dans le domaine fréquentiel.
La norme. Est un opérateur qui permet de quantifier unaseglun vecteur, une fonction
vectorielle, une matrice, une matrice de transfdrie norme est généralement naféd, ou
u est I'élément dont on calcule la norme et < désig nature de la norme considérée [3].
La norme d’'un vecteur et la matrice. Dans lesaesp vectoriels de dimension finie, il est
commode de définir des normes pour mesurer la kEungdes vecteurs, et les normes de la
matrice ainsi son "gain" maximum.

La norme 2 d'un vecteur complexe de dimensigr€rC" est définie comme :

lxll, = / mxf ="z (A.9)

Ou X désigne le transposé conjuguéxde

La norme 2 d’une matrice complege € C**™ est définie comme la valeur maximale
singuliered,, . :

1015 = Omax (@) = Mmax(Q* Q)2 (A.10)

La norme H, des systéemes discret®our permettre la manipulation des matrices de
transfert, nous introduisons l'espace de HaHJy™ [2], qui consiste I'ensemble des
fonctions analytique de la variable complexg)GdansD® ou D ={z € C: |z| < 1}, pour

z = e% 6 €[0, 1. , dont la norme de la matrice de transferisgstéme SISO définie

ci-dessous est bornée :

IGll> 2 \/% trace foznG*(z) G(z)dz (A.11)
Dans le domaine temporal, on a aussi I'égalité etsd¥al :

1
IGIl, = [XX&|Traceg(k)gt(k)dt|]> (A.12
Pour le systeme MIMO :

Gi1(2) .. Gn(2)
G(2) ’ : (A.13)

i@ . Gy
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Ainsi, la normeH, de G(z) peut s’interpréter comme [I'énergie de rdponse
impulsionnelle (la somme des énergies des répoimspslsionnelles associées a chaque

transfert G;;dans le ce cas), alors on peut définie la notipear :

l6@ 15=%; 1Gi;@ =%, g I (A.14)

Norme H, et représentation d’état.Le calcul algébrique de la norni du systéme avec
la représentation d’état les matrices (A, B, C,uillse les grammiens d'observabilité et de

commandabilité du systeme, tel quematrice de transfert rationnelle G(z) est dorpee
G4 =C(zl, — A)"'B+D (A.15)

Avec AeR™, B e R™, CeR"" déslors,si D=0ona:
IG(2)|l, = Trace(BTQB) = Trace(CPCT) (A.16)

P et Q les grammiens de commandabilite et d’obsertébild’équation Ce sont des

matrices symetriques veérifiant les deux équatianSiin

La normeH,,. Soit G@) une matrice de transfertG(z)| est le gain de la réponse
fréquentielle du systeme B(13], alors on définie la normeh,, le gain maximumde Gg)

par :
Gl = max{ G(2)[} (A.17)

Dans le cas MIMO, on montre que cette norme estdeimum de la plus grande valeur

singuliere de la matrice de transferizGéoit :
G2l = maxa(G(z))
Ou

1G]l =maxgepo2m F(G(e)) (A.18)

o est la plus grande valeur singuliéere de G(z)
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Annexe B
Décomposition SVD

Les valeurs singuliéres d’'une matritee R™ " de rang 1) notéesg; sont les racines carrés non

négatives des valeurs propres AlRA ordonnées telles que :

0, =0, =03 2> >0, > 0.

Sir < n nous auronsn — r) valeurs singuliéres nulles, c’est a dire :
Opp1 = Opyp = o+ oo o= g, = 0.

Il existe deux matrices orthogonaleWR™ ™ , V € R™" et une matrice diagonaleeSR™*"

S, 0

A=USVT =U VT, (B .1)
0 0

Ou: S, = diag 01, 02, ..+ «oenenn. 0y )

Et les valeurs singuliéres valeurs, i = (1,7) sont les racines carrées desleurs propres
positives (non nulles) del.A). U et V sont les matrices orthogonales ayant pour coloteses
vecteurs propres da{.A) et de A. AT) respectivement.

Cette décomposition est dite "Décomposition en Mal&ingulieres” SV e la matrice A[27].

Remarque:

Si A = USVT est la décomposition en valeurs singulieres de &rioe A, alors les

décompositions en valeurs propres A& 4) et de A. AT) sont données par
AT.A=V(STS)VT = v s2yT (B.2)

A.AT =U(ssSHUuT = us2uT (B.3)

Notons:
o = o0; laplus grande valeur singuliere de la matrice A

o = o, laplus petite valeur singuliéere de la matrice A
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Les valeurs singulieres maximum et minimum d’unérice A, notées respectivement

o et o, sont équivalentes en terme de norme spectrale a

a(A) = llAll B &)

IA7Y]|, 1, sidet(A) # 0
a(A) = (B.5)
0, sidet(A) =0
La valeur singuliere minimale(A) donne une mesure de la tendance a la singlari
de la matrice A.

Propriétés des Valeurs Singulieres:

_ Ay
1- g(A) = min " (B .6)
Xx# 0,x € R"
=y l1Ax||
p. oW =max o (B.7)
x#0,xeR"
3- a(d) < |4 = a(h) (B.8)

Ou A;(.) estlai™e valeur propre de(.)

4- Si A1 existe,

1

5(A) = 5 B.9)

5- Si A™! existe,

1

a(A) = = B)
6- o(aA) = |al5(A) (B)1
7-  o(A+B) <5(A)+ 7(B) (B.12)
8- G(4B) <5(A)3(B) (B)13
9- max [5(A4),7(B)] < 5(4B) < V2max [3(4),5(B)] (B.14)
10- max|a; ;| < 3(A) < nmax|a;;|, pouri,j (B.15)
11- Y%, 0? = tr[ATA] {B)
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Annexe C

Quelques Démonstrations

1. Démonstration le théoreme (3.1)

Soit la normeH, de G étant donnée par:

6z, =34, % 6(5) c)

Soit z =e'? , 6 € [0, 2r] . De I'équation (1.27), on voit que

G(@)=YR-1

Z— A

Supposant qué, € D, pour tousk = 1,N, ouD = {z € C: |z| < 1}. On peut aussi

montrer que pour z & ,0 € [0, 21] ,

6@ = [ 2] =2

Par substitutior?® — z dans I'expression (1.38) de la norlgeon obtient que
1 2 i9\1* ; 1 1 N
IGIZ, == [27[6(e®)]" 6(e®)do = = [ 2 [6(2)]" G(z)dz
Ouy(t) =e't, t € [0, 2n], est une paramétrisation du cercle unité.

En appliquant le théoreme des résidus de Cauchgof€me 1.4) a la formule ci-dessus,
on obtient:

IGIIE, = XN-1Res ( [G(2)] G(2),2= 4 )

V1 Res(G(2),z = &) lim,_y, (5 [G(2)]")

2o ()]

Alors I'égalité hmzﬁlk [G(2)]* est calculée par :
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Donc ||Gl|y, étantdonnée par:

2 _ yvN %k 1 N Pk 1
I6l, = S 2[o(2)] = 2t o(2)
2. Démonstration le théoreme (3.2)

Soit la normeH, de G étant donnée par:

1
||G||ﬁ2=trace{g 1(;( )bk k} (C.2)

La normeH, d'un systéme MIMO peut étre réécrite sous la éocirdessous

IGlIE, = i foznTrace ([G(e®)]" G(e®) ) do
=21_n f02n bXi ZZ=1([qu(eie)]* GI(e®) ) do
SIS (£ 17 (6] 69 ) do)

Ici, G4 désigne lad, |) -itme composante de la fonction de transfert G, lesigquations

(1.31) et (1.32). Apres l'insertion (3.1) dansdariule ci-dessus, nous concluons que:

ql*
1
oI, = 2, 32, S ) g (4)
Ak Ak

¢€.3

Ou les résidug!’ sont définis parg!’ =Cq by

3. Démonstration les conditions d’interpolations

Pour la preuve des conditions (3.7)

, le lemmeantisera utile. Il peut étre prouvé par des
calculs directs.
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Lemme C.1. [6]

1. Pourk = 1,n etl = 1,m nous avons

= —3, =, (C.4)

— == = = = C.5
OR(bk1) 93, (b))  1-25 Ak (€5)
) o) au
L = L = — (C.6)
dRe (bk1) 03,, (b))  1-2; Ak
2. Pourk = 1,n et l=1,p nous avons

1 1 1 1
ac<f ac(i—,f> 6G<F> ac(i—,f>
J — 7 — J — J =0

= = = = C.7
oRe (Cix) oRe (k) 03, (k) 03,, (Ci) (€.7)
~f 1 ~( 1
aG(F) aG(F) eibicA;
—L = L = 7 (C.8)
oRe (Crx) 93, (Ciw)  1-2 Ak
~( 1 =~ 1
oG i_*> aG(f) eﬂ;ki*
—_— = o= (C.9)
oRe (Crx) 03, (Cik)  1-Aj A
3. Pourk = 1,n nous avons
aG % ac(%)
i/ _ i)
—— = — =0, C.10
oRe (Ag) 03,, (k) ( )
~f 1 ~[ 1
oRe (Ay) 03 (Ax) NI '
e (Ak) S (Ak) (1_}\k}\j)
W /N2
¢br(7%
o) [
) - {(1‘”“1‘) (C.12)
ame(}kk) -1 =~ (1 ékBk(i})z )
L A*2G<;_*)—AA2 pour k =j
(Ak k (1—}\](1;-)
/N2
b2
) [
—_ = (1-%)) (C.13)
73 () Lo (i) 4 b)) : ourk =j
Ve & T ey F J
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6G<A*> 6G<%> 0 pour k # j
_ ] —_

me(l) ' 03, ) (71_732 ¢ <i>

pour k =j (C.14)
Preuve :

Au vu du lemme C.1, en particulier les équationgl€C.6), différenciatiory par rapport a
iRe(Bkl) .

1—2;;21(

aJ _ kel * % n CAkel* Tox A% i ~ i _ i A *
o%e (bj) taCE{ZJ Gt 2j=1 b+ [G< ) G( )] }

- ile(Ll\_ (L A

= raq: [G (i;;) G(iz)]elc"
_ Gl \_c(L
= Re (trace {ﬂk <G (27{) G (ﬂ)

De maniere analogue, on obtient que

aJ 1({~(1 1
e o o))
93, (br) S (race{lk< Ak %) ) ek

Du fait de la stabilité du systeme d’ordre réduitys pouvons écrire :
aJ

— aJ _ (1 _ 1 A%
o%e (Bkl) =0et m =0 < trace {(G (Z_;“() G </1k)> ele} 0 (C].S)

Le c6té droit de I'équivalence ci-dessus est sdttisbur toud =
si la premiére partie des conditions (3.7) estkate

1 m Si et seulement

Par l'utilisation des équations (C.7)-(C.9), onefttce qui suit :

9J  _ N ezbk** n _ebi prax 1 fa (1) 1) ] px
ame(élk)—trace{zj 7 bic; + ZFH—I};Z,(b ¢ +1}1 G % G % bre;

- ¢;b; e 1 [af1 1) ] e %

— :
= Re (trace {lk <ﬁ (%) -G (i)) B,’Qe;‘})

De la méme maniere, nous prouvons que

aJ e ha 1 [x(1 1 N
m =23, (trace {Z (G (Z) -G (ﬁ)) bye; })

Similaire a (C.15), nous obtenons :
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0J aJ

= = C i _ i Tk % -
oRe () 0 eta 5 o 0 < trace {(G (ii) G (%)) bkel} 0 (C.16)

Le c6té droit de I'équivalence (C.16) est satigdaiir toud = 1, m si et seulement si
la seconde partie des conditions (3.7) est sdgsfali

vérifiées :
c;biA;(AL)°
Gl A\ Ak 1 ff 1 1
L = = G (;1—>+ G(T)
()

- , (C.17)
— 60Dy 1 A~ 1 ~ 1

s = WG == |+ G =5 |

/=1 (1-237; )2 Ak (’1k> (Ak>

Les équations (C.10) - (C.14) conduisent a:

Pour la troisieme condition, nous notons d'aboreé tgs égalités suivantes sont

2
0

2
J — N ~1 ékBk(’l;) _ n 1 ékﬁk(z})

— =t Yy o ——— 2 h¥ct + vV o —— N pre]
oRe (Ax) race{zf‘”} (1—ik;1;.)2 i< Z"“} @-m;.)z i

43 (0 ) o 60) i 0 5) - o2

Ainsi, & partir de (C.17), nous obtenons

2J  _ 1 1 (1 1 1~ (1 ~(1 A*,\**
o ak)‘trace{[(z;;)z <izG (iz>+G(i*) % (i;;) G(iz)) bkc"l

k

1 1~ (1 1 (1 ~(1 1 T A%
t @y (‘ﬁG () +5e ) -ox) o (7)) b}
- 1 ()= e (L)) e
= Re <trace{ % <G (ﬂ) G (I;)) bkck}>
1 1 ~(1 T % A%
+ Re <trace { W(G (ﬁ) -G (ﬁ)) bkck}>

Ou le second terme de la somme disparait due ardmigre partie déja prouvée

par les conditions (3.7) |G(%) -G <%) = 0. De maniére analogue, on obtient que:
k k

aJ oY 1 f 1 _ i Tox A%
33, GO =23, <trace{ T (G (Z> G <717(>> bkck}> (C.18)
De la méme maniere, il est facile de voir que:

aJ aJ

— — ! i _ i Tk A% —
e G 0 et 33, G 0 < trace {(G (ﬁ) G <iz>> bkck} 0 (C.19)
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La derniere partie des conditions (3.7) fait sulieectement a partir du c6té droit de
I'équivalence (C.19).

4. Démonstration les conditions de Wilson

En dérivant I'équation (3.8) par rapport aux élésiaeA et B. Soit f un paramétre

apparaissant dans les éléments de ces matrices [6]
0 * B —_
ﬁ(Ae‘(PeAe-l_ Be_Pe)_o

Alors :

0A. oA: | 0B 0%
R P.A% Ae 28 A AP — 68 R 28 0

On multiplie parQ. et en prenant la trace nous obtenons :

trace( % fPeA’ng) trace( % 0. A P) trace(aBe Qe) = trace(a?e Qe) (a;[;e A’ngAe) (C.20)

En dérivant la fonction erreur (3.17) par rapport &léments deA, B etC de donne :

—J( sy= 2 trace(? C.) = trace(—eC ) + trace(?e 2B )

En collaboration avec I'équation (3.9)[chapitret3[&20), il s'ensuit que

0_3‘7( ) = trac{a? s ) (aye ALQ:A ) + tface(?ez—%)

84 dAL

Qe) trac&(aCe )

Les deux premiers termes de la somme de la derégration sont égaux si le systéme est

= tracé P, A’;Qe) + trace( Qe AP, )

réel. Parce que des dérivés @&, B, et C, par rapport & la fonctionnelleJ n'est pas

complexe différentiables. Ainsi, nous devons divite variable dans sa partie réelle et

imaginaire. Pour le(i,j )’*™¢ élément de 4;; ded , nous obtenons

08  _ 9% {1 dans I'élément (i ,j )'e™e
oRe(a;}  oRelay} 0 ailleurs
0A  _ _ _OA _ { i dans I'élément (i, j )ieme
03{a;} 03{a;} 0 ailleurs
Par conséquent, nous avons les équations suivantes
97 0 0 Py P2 ] [A Q11 912
M = trace 0 0A
/ oRay} ] 1Py, Ppp 1o Q12 922
0 Q11 912 01 [Pi1 P2
#race( |, 0A
oR{ai} ] 1 Q7, Qi AlLP, P

106



A % A
= 2 traCém m{leAfplz + szA?zz} )

a7 _ . R (s A
FR O 2 trace<l e {05, 4P:, + QZZA?22}>

: .0 14 ~
Ce qui donne (3.18) en conadergﬁ‘j{— = 0 pour tous les élemerdg de A. Les deux autres
al-j

conditions nécessaires (3,19) et (3,20) peut &veveée de facon similaire par le calcul des
dérivées par rapport aux élémentBdest C,.

5. Démonstration I'équivalence entre les conditiond’interpolation et les conditions

de Wilson

5.1 Démonstration le lemme 3.3

Afin de prouver que les conditions d'interpolattangentielle (3.7) et les conditions

(3.18) - (3.20) obtenus par Wilson sont équivalenteous devons trouver une solution
explicite des équations de Lyapunov discretes §32163.16).

Donc, on suppose que la matrice d'état d'ordreitrddest diagonale avec les valeurs

propred;, | = 1,n, i.e.A = diag ,, ..., A,). L'équation (3.15) peut étre réécrite sous lenfor

suivante :
A ) A
Alp; ... pn] ~ | +B[b .. bi] =1[p1 . pal,
An
Oup; etb; sont lal®™¢ colonne de®P;, et lal®™¢ ligne deB, respectivement ,
pourl = 1,n.

Sous I'hypothése que(A —% I) est inversible pour=1,n , nous pourrions
l
facilement résoudre cette équation par rapportcalonnesp; dep;,:
1.\ 2 ~ (1 1\ 1os,
(A—Z—; 1) Aip; + Bb; = 0) jpl = —T;(A—I—; 1) Bb;,
. — .

(A—%I)iﬁl};n+ Bb;, =0 Lpnz_%(A.—ﬁI)_lBB;“u

Pour la preuve de l'implicatiom) (= (ii), la condition Wilson (3.20) est utilisée. Rappelo
que
V =P,P,, et Pl est de plein rangpP;, est un sous-ensemble &g, et par conséquent

est égal a V, qui est une intersection de deux [6]

Ran V = RarP;,N RanP;;! = RanP;,

= colsparp{ , ..., p,}
107



-1 -1
= colspa{'(—A +i_1’i I) Bb7, ..., (—A + % I) Bb;;}
Pour la preuve de l'implication inverse (#> (i) nous devons montrer que
RanV =colspany; , ...,p,} = V =P;,P5,}
Si Ran V = colspany, , ..., pn}, alors V=2;,K ou K € C™*™ est une matrice non singuliére.

Prémultiplier équation (3.15) p&v* :
W*A P;,A* + W*BB* = W*P,,
Parce que V et W décrivent une projection obligoesnobtenons les résultats suivants
WV =1, = W*P, =K!
W*AV =A = W*AP,, =AK™!
Ainsi, nous obtenons
AK A" +BB* = K!
Alors K71 = P,, est le résultat de I'équation Stein (3.13) pourglmmien de
commandabilité du systeme d'ordre réduit.
5.2 Démonstration le lemme3.4
De fagon équivalente la matrice de projection W éme déterminée avec le lemme
(3.4)[24]:
Analogue de la preuve précédente a l'aide (3.16eauwde (3.15), nous obtenons une

expression similaire pour les colonnes@g, donc:
Ran W = coIspar{u(—A +71_1i I)_1 C*Cy, .y (—A + % I)_1 C*El}
D'autre part, les équations ci-dessus conduisamt a Q,,L ou L € C™*™ est une

matrice non singuliére. Par conséquehnt?® = Q,,
6. Démonstration I'équivalence entre les conditionde Hyland-Bernstein et de Wilson
Nous allons d'abord preuve de l'implication : Hga®ernstein= Wilson. On a

P =TP pour Il et P comme dans les conditions Hyland-Bernstein. i@

M[AIl PA* + BB* — IIP] =V [W*AVW* PA* + W*BB* — W*P] =0
Parce qué&,, est une matrice de rang plein I'équation ci-dessunduit a :
AW*PA* +BB*—W*P =0

En transposant cette équation, nous obtenons

APWA* + BB* — PW =0
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Ce qui est de la méme forme que (3.15). Par coese®W =P,,. Ensemble avec
P =VW* P et une pré-multiplication par W nous obtenons :

W*AVW* PWA* +W*BB* — W*PW =0
Ainsi, nous obtenons :

AW*PWA* +BB* — W*PW =0

Qui est la méme que I'équation Stein (3.13). P@$juPW = W* P,,= P,, nous obtenons
W*P;,P35 =1, = W*V et finalement V = P,P52 . Des arguments similaires

conjointement ave@ = QI donne W =Q;,033.

Pour la preuve de limplication inverse Wilse® Hyland-Bernstein nous utilisons de

remarque 3.2 et insérofi, = VP,, dans I'equation (3.15)

AVP,,V*A*W + BB*W —VP,, =0
Nous transposer cette équation et Prémultipliec &e
VW* [AVP,,V*A* + BB* —VP,,V*]=0
Maintenant, nous pouvons défini® = VP,,V* et obtenir
I[I[APA* + BB*—P] =0
De maniére analogue po@;, = —WQ53 on définitQ =wQ,,W* et donc
[A*QA + C*C—Q] Nl =0
Tant que V, W et les grammiens sont des matriceamtg plein, comme la condition (3.23).
Il reste a prouver que la condition (3.22) estséaitie:
PQ =VPp;V WQ W™ =VP,5,0,,W”

Les grammiensP et Q sont définies positives et par conséquent aussies?l un
matrice définie positive.
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