Chapitre Il. Réductions de filtres numériques

11.1 Introduction et position du probleme

Dans ce chapitre, nous poserons le probléme de la nécessité de simplification
de modéles dynamiques, par la suite, nous présenterons deux approches de réduction
d’ordre de systémes classiques opérant dans 1’espace d’état, basées sur 1’approche
SVD (Schur et Moore). et approche de troncature équilibrée avec pondérations
fréquentielles. Un systéme dynamique est généralement représenté par un ensemble
d’équations différentielles et un ensemble d’équations algébriques. Le systéme est

définit dans I’espace d’état par :
x(k +1) = Ax(k) + Bu(k)

y(k) = Cx(k) (2.1)

avec X(k)e IR™ est représenté les n variables d'état, y(k)e IR? est représenté les g
sorties, u(k) € IR™ est représenté les m commandes, A€ IR™™ est matrice d'état,
Be IR™ ™ est matrice de commande, CE€ IR?*™ est matrice d’observation.

Le probléme est de trouver un filtre d’ordre réduit r avec (r< n) réalisé par I’espace

d’état suivant :

x-(k +1) = Ayx,.(k) + Bou(k)

yr(k) = Crxy (k) (2.2)
avec A, € R™*" B, € R™4 (C, € RP*",

Le mode¢le d’ordre réduit r doit satisfaire certaines contraintes, telles-que:

a/ Une préservation de la stabilite.

b/ Une procédure de calcul efficace, rapide, et un volume de stockage faible.
¢/ Une possibilité de quantification de I’erreur d’approximation.

11.2 Approches SVD

Les techniques de réduction d’ordre de modéles basées sur la méthode SVD
operent dans 1’espace d’état. Elles reposent sur le calcul d’une certaine base appelée
base d’équilibre [4] dans laquelle les grammiens de commandabilité et d’observabilité
sont égaux et diagonaux ; leurs composants appelés valeurs singuliéres de Hankel sont
d’importants invariants qui rentrent dans la construction du modele d’ordre réduit:

(par troncature des valeurs singuliéeres les plus faibles), et aussi dans le calcul de la

norme de Hankel [16]. Divers travaux ont été realisés dans ce sens, et ont été aussi
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bien orientés vers 1’approximation des systemes continus (SISO et MIMO) que
systéemes numeériques [17].
11.2.1 Méthode de Moore

Introduite par Moore [4], cette approche est basée sur une transformation
d’état particuliére dite "transformation d’équilibre" qui rend symétrique certaines
propriétés du systeme, du point de vue entrées/sorties, dans un sens énergétique [18].
Le calcul de certains invariants dits "valeurs singulieres” permet de construire un
approximant d’ordre faible en éliminant les valeurs singuliéres les moins
significatives. Le probléme qui peut se poser est le mal conditionnement de la
transformation (matrice) d’équilibre qui peut étre causé par quelques modes du
systeme, presque non commandables ou/et mal observables [19]. Pour y remédier, la
technique de Schur est utilisée.
11.2.2 Méthode de Schur

Cette approche permet d’aboutir au méme modele de Moore sans calculer la
transformation d’équilibre. Elle repose essentiellement sur le calcul d’espaces propres
droite et gauche [3], mais cette fois-ci associés aux plus grandes valeurs propres des
grammiens de commandabilité et d’observabilité. Plus générale que la méthode de
Moore, elle est principalement utilisée dans des problemes de simplification de

systemes non minimaux.

Algorithme de Schur [3]
Entrées : La réalisation d’état d’ordre n (A, B, C, D), et I’ordre du modéle réduit r.
Etape 1 : Calcul des deux grammiens P, et Q. qui sont les solutions de 1’équation

suivante :

T T _
{AQC+QCA +BBT =0 2.3)

ATPy+ PbA+CTC =0
Etape 2 : Calcul de la matrice réelle orthonormale V, telle que la matrice (VQ.P,VT)
soit triangulaire supérieure ; c’est a dire, la mettre sous la forme de Schur
Etape 3 : En utilisant les rotations orthogonales, calculer les transformations réelles
orthogonales V, et V, qui ordonnent la forme de Schur respectivement en ordre

ascendant et descendant, telles-que :
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r}_An * * * *-l
| o Aa, ., * * * |
T
Va Q:PV, = | : 0 * * * | (2.4)
e Aay
[ADl * * * * 'l
[0 Ap, * * |
V'QPVo=|: o x x| (2.5)
HERENN
Ap,
avec :
A, = Ap, = 0%, (i=171) (2.6)
Ay, =Ap,=0%, (=r+1n) (2.7)
Etape 4 : Partition de V, et V;, telles-que :
n-—-r r
A= [Vd,p [/;),g] (2.8)
r n-—-r
Vp = [Vdg 7 'p] (2.9)
Etape 5 : Former la projection
Eg=Vyg Vag (2.10)
et calculer sa décomposition en valeurs singulieres SVD
Eq = UE,gZE,gVE.gT (2.11)
Etape 6 : Former les matrices
1
So.9 = Vo.gUrg Lgiy € R (2.12)
1
Sag =VagVegLp gy € R (2.13)
Sorties: Construction de la réalisation d’état du modéle simplifié
[Ar BT] _ Sg9ASay SygB (2.14)
Cr D‘r CSd’g D

Fin de la procédure.
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11.3 Méthode de troncature équilibrée avec pondérations

Consideérons le filtre original décrit dans 1’espace d’état par 1’équation (2.1) :

11.3.1 Réalisation équilibrée (RE)

On présente leur procédure suivante :

Procédure de I’équilibre [4]
Entrées : Ayant la réalisation (A, B, C, n), d’ordre n.
Etape 1 : Calcul des grammiens Q.. et P,, solutions des équations de Lyapunov (2.3).

Etape 2 : Factorisation de Cholesky de la paire (Q., P,) telle que :

P =LL,"
{" pr (2.15)

Qc = LoLq"
avec L, et L, des matrices triangulaires inférieures.
Etape 3 : Décomposition en valeurs singuliéres SVD de la quantiteé
M=Lp"Lg (2.16)
telle que :

M =0YVT
(2.17)

Ou U et V sont des nxn-matrices orthogonales.
Y:= nxn-matrice diagonale (matrice des valeurs singulieres du systeme) telle que:
Y. = diag(oy, 0, ..., 0,) QVeC g; = oj pour i<]

Etape 4 : Obtention de la transformation d’équilibre T et de son inverse T~1

T =LoVy /2
T-1 = Z_l/ZUTLpT
(2.18)

Etape 5 : Construction de la réalisation équilibrée

A, =T AT,B, =T B, C, = CT (2.19)

Sorties : La réalisation équilibrée du modele d’ordre complet (4, By, Cp,, N).

Fin de la procédure.

11.3.2 Troncature équilibrée avec pondérations fréquentielles (TEPF)
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Soit la réalisation de I’espace d’état d’ordre n {4, B, C},,de modeéle original qui
est filtre numérique et les fonctions de pondérations fréquentielles de I’entrée et de la
sortie [5,20] sont respectivement W;(z) et W, (2).

ol: Wy(z) =Co(zl —Ap) By + D,y et Wi(z) =C;(zl —A;)"'B; + D; .

Procédure de méthode (TEPF)
Entrées : Ayant la réalisation (A, B, C, n) d’ordre n .
Etape 1: Construire le systtme (A;, B;, C;, D; ) telles que S est la solution de

I’équation de Lyapunov suivante :

_— = ——T — —T
. — [A BC;
ou : A; 0 A
— _[BD;
Bi= [ B; ]
¢ =[I 0]

Etape 2 : Construire le systtme (A,,B,, Co, D, ) telles que M est la solution de

I’équation de Lyapunov suivante :

—7T - — T —
A, M+MA,+ C, C,=0 (2.21)
ou :[ BoC Ao]
0l
_[o]
C, =[D,C C,]

Etape 3: Calcul des grammiens S et M, solutions des équations de Lyapunov

suivantes :

4 o [si sl é‘; °] Lafers sn=lool
0

AT CTByTI[ M M,,T M M, CTDO 0
T B c A [DoC Col = [
k 0 Ap My My, M21 M;, 0 0 0

Etape 4: Obtention de la transformation d’équilibre T et de son inverse T~!
SM =TT, A=diag{A;}, \; 2 A, = - = A,

Etape 5 : Construction de la réalisation équilibrée
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F=T'AT,]=T7'B,H=CT (2.23)

Etape 6: Le systéme réduit est obtenu par la négligence des états faiblement
observables/ commandables. Nous partitionnons la réalisation équilibrée avec

pondérations fréquentielles comme suit :

s P A W A (2.24)

Sorties : Le modele reduit avec I’ordre r (1 < r < n) est donné par :
Gr(z) = Hy(zl — F11)™ ' (2.25)

avec F;; est une matrice ( rxr) et o, = 0,,,. La réalisation du modéle d’ordre réduit
(Fi1,J1, H1, n). La détermination de 1’ordre r est obtenu a partir du critére de la norme
de Hankel [16].

Fin de la procédure.
11.3.3 Critére d’erreur avec pondérations fréequentielles

Pour controdler la stabilité d’un filtre numérique dans la présence de 1’erreur
d’un modé¢le réduit, la dépendance de la fréquence est importante [21]. Il faut que
I’erreur soit faible dans certaine gamme de fréquences. Ce qui motive, I’idée de

I’utilisation du critére d’erreur qui défini par :
E; = [Wo(2)[G(2) — G- (D)W (2)ll2 (2.26)

Le probleme est de minimiserE,.
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11.4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre, 1’idée de réduction d’ordre, la nécessité
de réduire les plus importants travaux effectués dans ce domaine (techniques : Moore
et Schur) et nous avons posé 1’algorithme d’une technique basée sur la réalisation
équilibrée et les pondérations fréquentielles. Dans ce qui va suivre, nous présentons
des méthodes de réduction d’ordre optimales basées sur la technique du gradient et
focalisons sur le critére d’erreur qui nous permet d’obtenir la construction des

modéles d’ordres réduits optimaux.
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