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NOMENCLATURE

),,,,( nDCBA Réalisation dans l’espace d’état d’un système d’ordre (n).

),,,,( nCBA eee  Réalisation d’un système d’ordre (n) dans la base équilibrée.

),,,,( rDCBA rrrr Réalisation d’un système d’ordre (r) .

(.)x Vecteur d’état du système de dimension (nx1).

(.)y Vecteur de sortie du système de dimension (px1).

(m, p) désignant respectivement le nombre d’entrée et de sorties.

(.)u Vecteur d’entrée de dimension(m).

SISO Système à une seule entrée et à une seule sortie

MIMO Système multi entrées-multi sorties.

(.)i ième valeur singulière de la matrice (.).

 Matrice des valeurs singulières du système.

P Matrice de commandabilité du système.

Q Matrice d’observabilité du système.

cW Grammien de commandabilité du système.

oW Grammien d’observabilité du système.

(.)i ième valeur propre de la matrice (.).

HOS High- Order System (système d’ordre élevé).

LOS Low- Order System (système d’ordre faible).

ESZ Eigen Spectrum Zone (zone spectrale propre).

ISE Indice d'erreur ( Integral Square Error)

SVD Singular Values Decomposition (Décomposition en valeurs singulières).

y (.) Réponse indicielle de système initial d’ordre complet « n ».

yr(.) Réponse indicielle de système d’ordre réduit « r ».

h(.) La réponse impulsionnelle de système.
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Introduction générale

Au cours des dernières années, le problème de simplification de modèle a fait l’objet de

nombreux travaux de recherche car l’étude pratique directe sur de tels systèmes conduit

nécessairement à des coûts ainsi que des temps de calcul extrêmement élevés, ceci est dû à

l’utilisation des algorithmes de calcul numérique dont la convergence est parfois difficile et

souvent impossible lorsque la taille du processus à étudier est grande. C’est pourquoi, la

réduction devient un outil plus que nécessaire.

La technique de réduction consiste à définir un modèle de dimension réduite, conservant les

principaux aspects physiques du système initial et de ses caractéristiques, telles que la

stabilité.

C'est pourquoi, la réduction est devenue, un vaste domaine de recherche avec une multitude

des méthodes.

Dans ce mémoire, nous allons étudier une nouvelle technique de réduction d’ordre de

systèmes linéaire, continus dans le temps, invariants, de grande dimension qui combine

l’algorithme de division de facteur et l’analyse spectrale propre en vue d’obtenir un système

d’ordre réduit.

Cette étude sera présentée comme suit :

Le premier chapitre sera consacré à un rappel sur les généralités de la théorie des signaux et

systèmes.

Le deuxième chapitre est une exposition de quelques importantes techniques de réduction

d’ordre.

Nous focaliserons dans le chapitre trois la méthode de division de facteur ainsi que

l’analyse spectrale propre, objectif de cette mémoire.

Le dernier chapitre sera consacré aux simulations et aux différentes remarques pertinentes

sur les performances atteintes, puis sera suivi d’une conclusion générale.



Généralités sur les systèmes
linéaire continus
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Chapitre I
Généralités sur les systèmes linéaire continus

I.1. Introduction

Un système est un ensemble qui contient des éléments de même fonction ou même espèce,

un tel ensemble est composé de parties ordonnées ayant chacune ses propres lois. Le

comportement d’un système réel est représenté par un ensemble de relation constituant le

modèle mathématique de ce système. les modèles mathématiques peuvent être construit par :

 Des équations différentielles.

 Fonction de transfert.

 Représentation dans l’espace d’état.

I.2. Représentation d’un système

- Définition d’un système

Un système est un être abstrait orienté recevant des excitation du milieu extérieur,

mémorisant de l’information, emmagasinant de l’énergie, et restituant l’ensemble

information-énergie sous une forme déterminée .

Si l’on appelle u(t) et y(t) l’entrée et la sortie respectivement du système, on obtient le

schéma suivant [1] :

système

u1(t)

.

.

.

u2(t)

um(t)

.

.

.

y1(t)

y2(t)

yp(t)

Fig.1.1 - Schéma de représentation d’un système
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I.2.1. Représentations classiques des systèmes continus dans le temps[2]

Un processus physique linéaire, invariant dans le temps peut être modélisé par des relations

« entrées –sorties » de deux types bien connus, soient :

- Equation (système d’équation) différentielle [2]

Qui lie l’entrée u et ses dérivées temporelles à la sortie y et ses dérivées, (système SISO)

  0...,..........,.........,,...,..........,........., )()( nn uuuyyyF  (1.1)

Ou bien un système de (p) équations différentielles liant les ( p) sorties aux (m) entrées et à

leurs dérivées (système MIMO).

 

 

















0,...,.......,,.........,,,.........,

.

)2.1(.

.

0,...,.......,,.........,,,.........,

1,111

1,1111

mmppp

mmpp

uuuuyyyyF

uuuuyyyyF





- Fonction (matrice) de transfert [2]

Liant la transformation de la Laplace U(s), de l’entrée a la transformée de Laplace Y(s), de

la sortie dans le cas des systèmes SISO la matrice de transfert s’écrit.

F(s) = Y(s)/U(s). (1.3)

Et le cas MIMO, elle s’écrit : [3]

 

























)(...)(

...

...

...

)(...)(

1

111

sFsF

sFsF

sF

pmp

m

(1.4)
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Et    TmUUsU ........,..............................,.........1 =L{u(t)}

   TpYYsY ........,..............................,.........1 = L{y(t)}

I.2.2. Représentation d’état des systèmes continus dans le temps

A . Notion d’état [4]

L’état d’un système à l’instant ( 0t ), est la quantité minimale d’information que l’on doit

avoir sur le passé pour pouvoir prédire l’avenir lorsque l’on connaît les entrées pour 0tt  .

Ces informations, soient : )(......),........(),( 00201 txtxtx n sont nommées variable d’état, et sont

rassemblées dans un vecteur )(tx nommé « vecteur d’état ».

B . Notion de représentation d’état

Soit l’équation différentielle d’ordre (n) :

ub
dt

du
b

dt

ud
bya

dt

dy
a

dt

yd
a

dt

yd
k

k

knnn

n

n

n

0111

1

1 ...............  



On pose :
1

1

2

2

121 ;..;..........;








 
n

n

nn

n

n
dt

yd
x

dt

yd
x

dt

dy
xyx

nn xxxxxx  13221 ....,,........., 

uxaxaxaxa
dt

yd

dt

dx
x nnnnn

n

n

n
n   121121 ............
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Donc :

u

x

x

x

aaaax

x

x

x

nnnn 



















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




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
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








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







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

































































 1

.

.

.

.

.

0

0

.

.

.

.

.

....

10......

.1......

........

........

.....0..

.....100

00...010

.

.

.

.

.
2

1

121

2

1









Dans la plupart des cas, l’évolution en fonction d’un système peut être décrite par les deux

équations suivantes qui constituent la représentation d’état :









)..........(..........).........,,(

)'..........(..........).........,,(

sortiedeéqtuxgy

étatdéqtuxfx

Un système linéaire dans sa forme la plus générale, et décrit par les équations :









)()()(

)()()(

tDutCxty

tButAxtx
(1.5)

Avec : A : matrice de dynamique de dimension (nxn)

B : matrice de commande de dimension (nxm)

C : matrice d’observation de dimension (pxn)

D : matrice de couplage direct entre l’entrée et la sortie de dimension (pxm)

Et est schématisé de la façon suivante :

Fig.1.2 - Schéma de principe de la représentation d’état

B (t)

D(t)

A(t)

C(t)u(t) y(t)
x(t)
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I.2.3. Pluralité des représentations d’état [2]

En fait, les variables d’état sont un outil de faciliter l’étude du comportement d’un

système, ces variables peuvent avoir une signification physique. mais tel n’est pas toujours le

cas, et l’on parfois amène à changer de variable. afin de mettre en évidence des propriétés

particulière ; pour des raisons de commodité, de précision et de sensibilité.

Si l’on définit un nouveau vecteur d’état x~ lie à x par le nouveau système s’écrit donc :









DuxCTy

BuxATxT
~

~~
(1.6)

Soit :







 

DuxCTy

BuTxATTx
~

~~ 11
(1.7)

La connaissance de x et celle de x~ sont équivalentes, les matrices de la structure interne du

système étant devenus :

DDCTCBTBATTA   ~
;

~
;

~
;

~ 11 (1.8)

Il est bon de remarquer que, quelque soit le vecteur d’état adapté, les relations entrées-

sorties au sens matrice de transfert restent les mêmes. en effet, si l’on applique la

transformation de Laplace au système d’équation de la représentation d’état pris invariant, en

partant des conditions initiales nulles, on obtient :









)()()(

)()()(

sDUsCXsY

sBUsAXssX
(1.9)

Soit :














)()()()(

)()()(
1

1

sDUsBUAsICsY

sBUAsIsX

n

n (1.10)

Avec ( nI ) matrice unité (n,n) ; et la matrice de transfert est donnée par :

  DBAsICsF n 
1

)( (1.11)
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Inversement partons du système (1.17)

  DBAsICsF n

~~~~
)(

~ 1



(1.12)

Qui compte tenu de (1.8) s’écrit :

DBAsIC

DBTTAsITCT

DBTTAsITCT

DBTATTTsITCT

DBTATTsICTsF

n

n

n

n





















1

111

111

1111

111

)(

))((

))((

)(

)()(
~

(1.13)

Qui est bien l’expression trouvée en (1.11). le vecteur d’état correspondant , en fait , à une

structure interne du système, nécessaire pour la connaissance de sens évolution , mais qui

n’affecte pas les relations entrées-sorties.

I.3. Propriétés des systèmes

I.3.1. Causalité [5]

Le système est dit causal si :

h(t)=0 pour t<0

I.3.2 Critère de stabilité [5]

Un système est stable si est seulement si toutes les valeurs propres ( i ) de la matrice d’état

(A) sont réelles négatives, c’est –à-dire :

  niAi ..........1,0)(Re 
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I.3.3 Commandabilité et observabilité

Les notions de Commandabilité et d’observabilité possèdent une grande importance pour

l’étude des systèmes dans l’espace d’état .

 Commandabilité

Définition : un système est complètement commandable si l’on est capable de calculer une

commande permettant d’amener le système de tout état initial )( 0tx à l’état 0 en un temps fini

quel que soit l’intervalle de temps choisi.

Théorème de commandabilité [4] : le système )()()( tButAxtx  est complètement

commandable si et seulement si la matrice de commandabilité P :

 BABAABBP n 1....²  est de rang complet (n). (1.14)

Dans le cas où la représentation d’état choisie est telle que : la matrice d’état (A) est

diagonale, le système est commandable si et seulement si (P) ne possède pas de lignes nulles.

 Observabilité

Définition : l’état ( 0x ) est observable à l’instant ( 0t ) s’il existe un instant ( ft ) tel que la

connaissance de l’entrée u(t) et de la sortie y(t) entre ( 0t ) et( ft ) sont suffisante pour

déterminer 0x . si cette propriété est vraie pour tout ( 0x ) le système est dit observable en ( 0t )

-Si dans les états d’un système sont observe alors le système est dit : complètement

observable.

Théorème d’observabilité [4] : soit le système :









)()()(

)()()(

tDutCxty

tButAxtx
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Il est complètement observable si et seulement si la matrice d’observabilité Q :

 1)(...................  nTTTTT ACACCQ est de rang (n). (1.15)

Dans le cas où la représentation d’état est telle que le matrice (A) est diagonale, le système

est observable si et seulement si (Q) ne possède pas de colonnes nulles.

I.3.4 Grammiens de Commandabilité et d’observabilité

Les Grammiens de Commandabilité cW et d ‘observabilité oW permettent une mesure du

degré de commandabilité et d’observabilité[6].

Dans le cas continu ils seront données par :

dteCCetW

dteBBetW

AtTtA
fo

tATAt
fc

T

T












0

0

)(

)(

(1.16)

cW et oW sont appelés respectivement de grammiens de commandabilité et d’observabilité

et sont solutions des équations de Lyapunov [8] :

0

0





CCAWWA

BBAWAW
T

oo
T

TT
cc

(1.17)

I.3.5 Minimalité

Un système est dit minimal si est seulement si, il est aussi bien commandable

qu’observable.

I.4. Conclusion

Comme nous avons vu dans ce chapitre, l’un des avantages de la représentation dans

l’espace d’état est la possibilité d’utiliser tout un arsenal mathématique ce qui nous permet

d’avoir une multitude de qualités pour bien manipulé la représentation d’état, chose qui était

difficile pour une autre représentation.
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Chapitre II

Différentes approches de réduction

II.1. Introduction

La simplification du modèle peut se résumer à une diminution de l’ordre du système tout en

conservant les propriétés clés du system initial.

Dans ce chapitre, nous présentons essentiellement deux approches de réduction d’ordre : les

approches temporelles et les approches fréquentielles.

Pour les approches temporelles, on propose d’étudier trois importantes méthodes de

réduction, l’une introduite par Moore [7, 8, 12], appelé méthode des réalisations équilibrées

l’autre introduite par Schur appelé méthode de Schur [9, 10] et la troisième introduite par

AOKI [11, 13] appelé méthode d’agrégation.

Pour les approches fréquentielles on étudie deux méthodes : approximation de Routh [23],

et approximation de Padé [24].

II.2. Méthode des Réalisations Equilibrées MRE (Réalisations minimales)

II.2.1. Introduction

Cette approche est basée sur une transformation d'état particulière dite "transformation

d'équilibre" [13] qui rend symétriques certaines propriétés du système, du point de vue

entrées/sorties, dans un sens énergétique. La MRE repose sur la diagonalisation des

grammiens de commandabilité Wc et d'observabilité Wo, telles-que leurs transformées dans

la base d'équilibre (Annexe C) soient égales à une matrice diagonale dite "matrice des valeurs

singulières". Le modèle d'ordre réduit est obtenu en éliminant les valeurs singulières les plus

faibles, correspondant aux états qui contribuent faiblement dans la réponse impulsionnelle du

système d'ordre complet [11].

On considère que le système est continu, linéaire, invariant dans le temps, minimal, et

asymptotiquement stable et représenté dans l’espace d’état par le système d'équations (1.5).
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II.2.2. Algorithme de la réduction d'ordre par la MR E

Une fois la réalisation équilibrée construite (Annexe C), c'est-à-dire ; Le système

),,,( nCBA eee équilibré s’obtient à partir du système (A, B, C, n), les éléments de la matrice Σ

doivent être ordonnés en décroissance de façon à guider le choix de l'ordre.

La réalisation du modèle simplifié s'effectue par élimination des valeurs singulières les plus

faibles. Le modèle simplifié résultera de la troncature d'ordre r de la réalisation représentée

dans la base d'équilibre. Le critère d'erreur utilisé est celui de la norme de Hankel [22].

Procédure de la réduction d'ordre par la MRE [12]

Entrées : Ayant une réalisation d'ordre n ),,,,( nCBA eee 

Etape 1 : La détermination de l’ordre r ( 11  nr ) est obtenu à partir du critère de la

norme de « Hankel » [22].

2/1

1

4

2/1

1

4



























ri

i
i

ni

ri
i  (2.1)

On définit encore :

1
2/1

1

4

2/1

1

4


































ri

i
i

ni

ri
i

r





 (2.2)

i est la valeur singulière correspondant à l'état i.

L’ordre de troncature (r) est choisi de telle manière que :

  1iii (2.3)

Où : (  ) est une erreur fixée à priori.
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Etape 2 : Partition de la matrice Σ (dite matrice des valeurs singulières) comme suit :
























2

1

0

0

(2.4)

Où : rxr
rdiag  )................( 11

 [partie à conserver]

)()(
12

)................( rnxrn
nrdiag 

   [partie à éliminer]

r =L’ordre du modèle simplifié.

Les éléments de Σ doivent être ordonnés par ordre décroissant, c'est-à-

dire : 0..........21  n

Etape 3 : On remplace (2.4) dans les équations de Lyapunov [8] :

  )5.2(

0

0

0

0

21

2

1

2221

1211

2

1

2

1

2221

1211

T

e

T

e

e

e

T

e

T

e

T

e

T

e

ee

ee

BB
B

B

AA

AA

AA

AA

























































































  )6.2(

0

0

0

0

21

2

1

2221

1211

2

1

2

1

2221

1211

eeT
e

T
e

ee

ee

T
e

T
e

T
e

T
e

CC
C

C

AA

AA

AA

AA




























































































Etape 4 : On met :

 
11111 ;;;

rererer CCBBAA (2.7)

Correspond bien à la partie la plus commandable et la plus observable du système d’ordre

complet (A, B, C, D, n).

Sorties : La réalisation (Ar, Br, Cr, D, r) représente le modèle simplifié d'ordre r.

(fin de procédure).
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II.3. Méthode de Schur (réalisations non minimales)

II.3.1. Introduction

La méthode de Schur permet le calcul du modèle de MRE directement sans passer par

l'étape d'équilibre du modèle d'ordre complet, ceci via des projections définies en termes de

bases orthogonales pour les sous-espaces propres droite et gauche associés aux plus grandes

valeurs propres du produit ( ocWW ), [10]des grammiens de commandabilité et d'observabilité.

II.3.2. Algorithme de Schur [9]

Le calcul de la transformation d’équilibre est numériquement mal conditionné. Pour

résoudre ce problème, nous proposons la présente procédure basée sur la décomposition de

Schur de la matrice ( ocWW ) .

Procédure de la simplification par Schur

Entrées : Ayant un système d’ordre complet n (A, B, C, D, n).

Etape 1 : Résoudre les équations de Lyapunov pour l’obtention des grammiens )( oc WetW

Etape 2 : Calcul de la matrice réelle orthonormaleV , telle que la matrice ( T
oc VWWV ... ) soit

triangulaire supérieure, c’est-à-dire, mettre ( oc WW . ) sous la forme de Schur.

Etape 3 : Utiliser les rotations orthogonales pour calculer les transformations réelles

orthogonales qui ordonnent respectivement la forme de Schur en ordre ascendant et

descendant, telles que :

































1

1

00..00

*.0....

...0...

..*.0..

*..*.0.

*...*0

**...**

...

A

An

An

Aoc
T
A VWWV







(2.8)
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





























Dn

D

D

Doc
T

D VWWV







00..00

*.0....

...0...

..*.0..

*..*.0.

*...*0

**...**

...

2

1

(2.9 )

avec :

),1(2 riiDiAi   (2.10)

),1(2 nriiDiAi   (2.11)

Etape 4 : Partition de AV et DV en vue de l’obtention des matrices gdgg VetV ,, .
















 r

gg

rn

pdA VVV ,,
















rn

pg

r

gdD VVV ,, (2.12)

Les colonnes de pdgd etVV ,, forment respectivement les bases orthonormales des espaces

propres droite de ( oc WW . ) associés aux grande valeurs propres rii ,1(2  ) et aux petites

valeurs propres ),1(2 nrii  , de même, les colonnes de ( ggV , ) et ( pgV , ) forment la

décomposition analogue des espaces propres gauches.

Etape 5 : Former la projection :

gd
T

ggg VVE ,, (2.13)

Puis calcul sa décomposition en valeurs singulières (S.V.D)

T
gEgEgEg VUE ,,, .. (2.14)

Etape 6 : Former les matrices

nxr

gEgEgggg UVS  
 2/1

,,,, .. (2.15)

nxr

gEgEgdgd UVS  
 2/1

,,,, .. (2.16)
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Sorties : Construction de réalisation d’état du modèle simplifié.

   
    





















DSC

BSSAS

DC

BA

gd

T
gggd

T
gg

rr

rr

,

,,,

.

...
(2.17)

(fin de procédure).

 Remarque : La réalisation d’état ( rDCBA rrrr ,,,, ) présente des grammiens de

commandabilité et d’observabilité donnés respectivement par :

rxr
ggc

T
ggrc SWSW  ,,, .. (2.18)

rxr
gdo

T
gdro SWSW  ,,, .. (2.19)

II.4. Méthode d’agrégation linéaire

Cette méthode à été introduite par AOKI [21] dans laquelle le modèle d’ordre réduit est

obtenu par séparation des modes du système en deux groupes , les modes dominants (lents) et

les modes non dominants (rapides),et en conservant uniquement les modes dominants .

Procédure d’agrégation linéaire

Entrées : on suppose que le système est représenté par un modèle linéaire, invariant dans le

temps, stable d’ordre complet n et représenté dans l'espace d'état par (A, B, C, D, n).

Etape 1 : Calcul de la matrice des vecteurs propres V

Etape 2 : Calcul de la matrice d'agrégation K de dimension (rxn) est choisi de façon que y

et ŷ soient suffisamment rapprochées on trouve :

  10 
 VITK rn,rr , VT  (2.20)

nrI r 

Etape 3 : On suppose un rapport linéaire

xKz  , 1 rRz nr  (2.21)
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appelé la loi d’agrégation où z satisfait :









)()()(

)()()(

tEutHzty

tGutFztz
(2.22)

Etape 4 : En combinant (1.5), (2.21) et (2.22),on trouve que le triplé  HGF ,, vérifie :

CHK

KBG












 KAFK

(2.23)

Sorties : Construction de réalisation d’état du modèle simplifié.



















DH

GF

DC

BA

rr

rr (2.24)

(fin de procedure).

II.5. Méthode d’approximation de Routh (MAR)

Est une méthode simple et directe, cette méthode est basée sur

le critère de stabilité de Routh. La fonction de transfert d'ordre réduite est déterminée

directement à partir des éléments dans les choix de stabilité de Routh du dénominateur et du

numérateur de la fonction de transfert d'ordre élevé.

Procédure de la réduction d'ordre par la MAR [23]

Entrée : Ayant un système d’ordre complet n représente par une fonction de transfert H(s)

Tel que :

 
...

...
3

22
2

12
1

2111

3
22

2
12

1
2111










nnnn

mmmm

sasasasa

sbsbsbsb
sH (2.25)

Avec : nm 

Etape1 : La table de stabilité de Routh pour les polynômes de numérateur et celle du de

dénominateur de  sH sont données ci-dessous sous forme suivant :
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Etape 2 : On calculera les autres coefficients des tableaux par l’algorithme suivant :

   1,11,11,21,2 /*   ijiijiij CCCCC (2.26)

  2/313  injetipour

Sortie : Construction du modèle simplifié représenté par la fonction de transfert donnée par :

       

      ...

...
2

2,1
1

1,21,1

3
2,2

2
1,3

1
1,2





















r
rn

r
rn

r
rn

r
rm

r
rm

r
rm

r
sasasa

sbsbsb
sH (2.27)

(fin de procedure).

II.6. Méthode d’approximation de Padé

La réduction d’ordre d’un système consiste à le remplacer par un système du

même type mais avec une dimension plus petite et un e erreur admissible entre le

système original et le système d’ordre réduit et que ce dernier doit préserver les

1,1

1,

434241

333231

24232221

14131211

.

.

...

...

....

....





n

n

a

a

aaa

aaa

aaaa

aaaa

Table II
rangée de stabilité de dénominateur

1,1

1,

434241

333231

24232221

14131211

.

.

...

...

....

....





m

m

b

b

bbb

bbb

bbbb

bbbb

Table I
rangée de stabilité de numérateur
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propriétés essentielles du système comme la stabilité et la causalité et en se basant sur

le moments [24].

II.6.1 Les moments explicites de la fonction de transfert H(s)

Notant que la fonction de transfert H(s) de (2.25) est une fonction plus

précisément,   nnRsH ,1 avec n est l’ordre de système complet.

   



0

dtethsH st (2.28)

h(t) étant la réponse impulsionnelle du système initial.

On utilise le développement en série de Taylor de ste , H(s) est donné par :

   











0

3322

...
!3!2

1 dt
tsts

stthsH (2.29)

        
 


0 0

2
2

0

...
!2

dtth
t

sdtthtsdtthsH (2.30)

...)( 2
210  smsmmsH (2.31)

avec: n,idt)t(ht
!i

)(
m i

i

i 20
1

0







(2.32)

où im pour n,i 20 , sont appelé les moments de H(s).On cherche d’approximer H(s)

par une fonction  sH r tel que   rrr RsH ,1 avec nr  .

II.6.2 Procédure de la réduction d'ordre par l’approximation de Padé [24]

Entrée : Le système d’ordre complet n représente par une fonction de transfert H(s)

Etape 1 : Calcule de la réponse impulsionnelle du système initial h(t).

Etape 2 : Calcul la matrice de Hankel selon la relation (2.32) :
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

























nnn

n

n

nn

mmm

mm

mmm

M

21

1

110

.

....

..

.

Etape 3 : Les coefficients  ja du dénominateur  sQr et les coefficients  jb du numérateur

 sPr 1 satisfaites le système des équations suivant :

rrr

rrr

m...amam

m...amam

...

...

amamb

mab













122012

1132022

10011

000

0

0

(2.33)

Sortie : L'approximant d'ordre réduit sera représenté par La fonction de transfert  sH r

donnée par :

   
  0

1
1

01
1

11

...

...

asasa

bsbsb

sQ

sP
sH

r
r

r
r

r
r

r

r
r












(fin de procédure).

II.7. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenter différentes techniques, certains basées sur la

représentation de systèmes dans l'espace d'état telles que la (méthode des réalisations

équilibrées, la méthode de Schur, méthode d’agrégation ), d'autres basées sur la représentation

fréquentielles de systèmes telles que (approximation de Routh, et approximation de Padé ) .

Pour chacune d'elle, nous avons rappelé les propriétés du système et le critère sur lequel se

base la réduction d'ordre de système.

Dans ce qui va suivre, la technique de réduction via l'algorithme de division de facteur et

analyse spectrale sera présentée et comparée avec les précédentes techniques via plusieurs

simulations.



Réduction des systèmes complexes par

l'Algorithme de Division de Facteur et Analyse

Spectrale Propre
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Chapitre III

Approximation des systèmes complexes par l'Algorithme de

Division de Facteur et Analyse Spectrale Propre

III.1. Introduction

Les difficultés croissantes dans l’analyse des systèmes complexes a rendu nécessaire

l’étude et le développement des méthodes de réduction d’ordre.

L'approximation de modèle complexe est un domaine vaste, plusieurs recherches ont été

effectuée, chaque algorithme peut s'appliquer à un problème donné [11, 25]

La grande majorité de techniques de simplification du modèle pour objectif de conserver la

stabilité. Un moyen le plus évident pour le réaliser est de calculer les pôles de la fonction de

transfert et de sélectionner les pôles stables [14].

Nous détaillerons dans ce chapitre respectivement la méthode de division du facteur

(Lucas) [18], et la méthode de division de facteur et l’analyse spectrale [19].

III.2. Algorithme de division des facteurs

On considère la fonction du transfert d'ordre n dont les pôles sont connus, donnée par :

 
    n

n
n

ps......psps

sb.....sbsbb
sG









21

1
1

2
210 (3.1)

Avec pi > 0 (i = 1, 2, 3,..., n) sont réels et p1 <p2 <p3 <..... <pn.

Une fonction du transfert réduite qui retient le (n - 1) pôles dominants et les premiers (n - 1)

moments du temps de G(s) est obtenue en divisant le facteur (s + pn) dans le numérateur de

G(s) du terme constant en premier[18]. Le modèle réduit sera:

 
    121

2
2

2
210

1












n

n
n

n
ps......psps

sd.....sdsdd
sG (3.2)
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Avec :

et
 

n

ii
i

p

db
d 1

 (3.3)

Pour un modèle d'ordre inférieur, la procédure peut être répétée sur Gn-1(s) et ainsi de suite

jusqu'à ce que l'ordre désiré soit atteint.

- Remarque : pour une série successive de modèle d'ordre r de di avec 1,0  ri , on

calcule eq (3.3). ou bien, un algorithme peut être utilisé pour réduire à r

Procédure de division des facteurs

Entrée : Le système d’ordre complet n représente par une fonction de transfert  sGn .

Etape 1: En divisent les facteurs (n -r) des pôles non désirés dans le numérateur directement.

Les facteurs (n - r) à diviser sont pris comme suit :

     rn
rnnrr se.....seeps.......psps 

  1021

Etape 2: Le numérateur de la fonction du transfert réduite Gr(s) sera donc donné par le

développement de série de l'expression A(s):

rn
rn

n
n

se.....sesee

sb.....sbsbb
)s(A












2
210

1
1

2
210

Cela est accompli par une forme modifiée d'un algorithme du moment qui utilise la

formule de reproduction (retour) [15] pour produire le 3ème 5ème, 7ème,.. etc lignes dans la

table suivante :

np

b
d 0

0 
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(3.4)

.

.

.

avec

210101   r,.....,,iebq iii 

310111   r,.....,,ieqr iii 

.

.

.

1210 euv r 

Sortie : La fonction de transfert réduite sera donnée par:

 
    r

r
r

r
ps......psps

s.....ss
sG









21

1
1

2
210 

(Fin de procédure).

0

0
1

e

q


210 ....... rqqq

210 ....... reee

0

0
2

e

r


310 ....... rrrr

310 ....... reee

0

0
0

e

b


1210 ....... rbbbb

1210 ....... reeee

0

0
2

e

u
r 

10 uu

10 ee

0

0
1

e

v
r 

0e

0v
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III.3. Algorithme de division de facteur et l’analyse spectrale propre

La description mathématique d’un grand nombre de systèmes physiques est obtenue en

utilisant souvent des considérations théoriques, il en résulte des modèles de grand ordre, que

ce soit via la description d’état ou dans le domaine fréquentiel, une fonction de transfert

d’ordre très élevé. La simplification de modèle est une étape plus qu’importante est souvent

désirable pour la conception de ces systèmes ou le calcul d’une commande.

Les techniques de réduction d'état modèle pour les deux types de réduction ont été

proposées par plusieurs chercheurs. Un grand nombre de méthodes de réduction d’ordre de

système continu linéaire est disponible dans la littérature dans le domaine du temps aussi bien

que dans le domaine de la fréquence [16]. En plus, plusieurs méthodes ont aussi été suggérées

en combinant les caractéristiques des deux méthodes [17].

La présente méthode permet de développer une nouvelle technique de réduction d’ordre de

systèmes de grande dimension qui combine l’algorithme de division de facteur [18] et

l’analyse spectrale propre en vue d’obtenir un système d’ordre réduit.

On utilise l'analyse spectrale propre pour obtenir les pôles d'un système réduit tandis que

l’algorithme de division de facteur est utilisé pour obtenir les zéros du système réduit

III.3.1. Description de la méthode

Soit la fonction du transfert d'un système de grand ordre n, (high- order system HOS):

   
      n

n
n

n
ps.....psps

sb.....sbsbb

sD

sN
sG









21

1
1

2
210 (3.5)

avec np.....pp  21 sont les pôles de HOS

La fonction du transfert d'un système réduit d'ordre r (low- order system LOS):

   
      r

r
r

r
ps.....psps

s...s

sD
~

sN
~

sG








21

1
110 

(3.6)

avec rp.....pp  21 sont les pôles de LOS
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Pour trouver  sGr ,nous utilisons la procédure suivante [19].

III.3.2. Procédure de division de facteur et l’analyse spectrale propre

Entrée : Le système d’ordre complet n représente par une fonction de transfert  sGn .

Etape 1: Fixation de la zone du spectre propre (eigen spectrum zone ESZ) du HOS comme

montré dans Fig. (3.1).

Etape 2 : On quantifie le pôle centrale mp de HOS:

 
n

pRe
p

n
i i

m


 1 (3.7)

On calcule sp de HOS

 
 n

s
pRe

pRe
p 1 (3.8)

Etape 3 : Détermination les points de spectre propres de LOS ( Fig. (3.2) )

On a mp et sp sont respectivement pôle centrale et raideur du système de LOS tels que

mm pp  et ss pp  alors:

 
 
     

m
r

m

s

r

s

p
r

pRe...pRepRe
p

p
pRe

pRe
p












21

1

(3.9)

avec  ripi ,1 sont les pôles de LOS
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on note que :

   
M

r

pRepRe r 




1
1 (3.10)

)'pRe(M)'pRe(),......'pRe(M)'pRe(),'pRe(M)'pRe( rr  13221

l'équation (3.9) devient :

            

              

        

    

 Mr...MMQMetrpNou

).(QMpRerpReNquetel

M)r(...MMrpRepRepRe

MrpRe...MpReMpRepRepRerpquetel

r

MpRe...MpReMpRepRepRe
p

m

r

r

rm

rr
m

22

1131

222

22

1

11

1111

2211










 

On met    rs 'pRep'pRe 1 les équations (3.10) et (3.11) deviennent :

       

      1331

1231

.NQM'pRerpRep

.rM'pRep'pRe

rrs

rsr





En récrivant les équations (3.12) et (3.13) on obtient :

    

    

 
   

 
).(

N

M

'pRe

rp

Qrp

quetels,NMQrp'pRe

rMp'pRe

r

s

s

sr

sr

143
011

11

11

011


































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 npRe  1pRe

Im(max)

Im(max)

xx 

Fig. 3.1- La zone d'analyse spectrale de HOS

jw

Fig. 3.2-Les points de spectre propres de LOS

jw

 rp 'Re  1'Re p
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Etape 4 : On utilise l'algorithme de division de facteurs [18] comme montré dans (3.4) pour

calculer  SN
~

de l'équation (3.6) :

   
 

   
    









rn

i

i
i

n

i

i
i

se

sb

sDsD

sN
sD

sD

sN
sN

0

1

0
~

/

~
.

~
(3.15)

Par conséquent, le numérateur  sN
~

d'équation (3.6) est donné par:

Sortie : L'approximant d'ordre réduit sera représenté par la fonction de transfert donnée par:

   
 sD

sN
sGr ~

~


(Fin de procédure).

III.4. Conclusion

Dans cette nouvelle technique de réduction d’ordre de systèmes de grande dimension qui

basée sur l’algorithme de division de facteur et l’analyse spectrale propre les pôles sont

déterminés par l’analyse spectrale propre et les zéros sont déterminés par l'algorithme de

division de facteur.

Cette méthode aisément étendue aux systèmes possédant des pôles imaginaires et ainsi

qu'aux systèmes multi-entrée multi-sortie (MIMO) [18].

  





1

0

~ r

i

i
issN 



Simulations et résultats



ssimulations et résultatChapitre IV

28

Chapitre IV

Simulations et résultats

IV.1. Introduction

Dans ce chapitre, plusieurs exemples de simulation ont été réalisées, afin de mettre en

évidence, les performances de la méthode de réduction d’ordre de système de grande

dimension qui combine l’algorithme de division de facteur et l’analyse spectrale propre en

vue d’obtenir un système d’ordre réduit. Ainsi en comparant cette nouvelle approche à

diverses techniques de réduction d’ordre qui opèrent aussi bien dans le domaine fréquentiel

(approximation de Padé, approximation de Routh et la méthode de division de facteur

(Lucas)), que des techniques représentée dans l’espace d’état (la méthode d’agrégation, la

technique de Schur), ceci pour mieux apprécier les avantages de cette technique et en toute

objectivité d'évaluer ses défauts.

Pour une simulation en tout sens nous allons procéder comme suit :

 Calcul les pôles des modèles (initial et réduits).

 Calcul des valeurs singulières des modèles initial et réduits.

 Lieu des pôles des modèles (initial et réduits).

 Répartition des valeurs singulières du modèle initial.

 Analyse temporelle:

- Réponses impulsionnelles des modèles (initial et réduits) ainsi que leurs écarts.

- Réponses indicielles des modèles (initial et réduits) ainsi que leurs écarts.

 Analyse fréquentielle:

- Spectres d'amplitude et de phase des modèles (initial et réduits).

 Calcul de l'index d'erreur ISE.
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IV.2. Exemple 1

Soit un système SISO, continu, stable, minimal d'ordre (10) [20], défini par la fonction de

transfert suivante:

 
 ii ps

sG






10

1

171070748.540

Les pôles ip du système initial sont donnés par :

 16.404,97.320,03.298,21.257,16.205,85.148,15.95,13.50,3.18,04.2 ip

On fixe l'ordre de réduction à r=2, ce qui à correspondant :

 
60193.647999.359

6004.6473902.28
2)(Pr






ss

s
sG oposé

Tab. 4.1. Pôles des modèles initial et réduits

Système initial
(ordre 10)

Méthode
proposée
(ordre 2)

Méthode
Lucas

(ordre 2)

Méthode
Schur

(ordre 2)

Méthode
d'agrégation linéaire

(ordre 2)

Méthode
Routh

(ordre 2)

Méthode
Padé

(ordre 2)

-2.0400 358.1920- -18.3000 8.6907- -18.3000 -8.9927 -13.6982
-18.3000 1.8080- -2.0400 2.3393- -2.0400 -2.0470 -2.0415
-50.1300
-95.1500

-148.8500
-205.1600
-257.2100
-298.0300
-320.9700
-404.1600

 
37.33+s20.34+s

37.332.049s-
2)(


sG Lucas

 
18.41+s11.04+s

41.18
2)( sG Routh

 
37.33+s20.34+s

5107355.4s
2)(


sG linéaireAgrégation

 
27.97+s15.74+s

96.271.032s-
2)(


sG Padé

 
20.33+s11.03+s

93.190.4916s-
2)(


sG Schur
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Les valeurs singulières ( ) correspondantes sont données par le tableau suivant :

Tab. 4.2. Les valeurs singulières des modèles initial et réduits

Système initial
(ordre 10)

Méthode
proposée
(ordre 2)

Méthode
Lucas

(ordre 2)

Méthode
Schur

(ordre 2)

Méthode
d'agrégation

linéaire
(ordre 2)

Méthode
Routh

(ordre 2)

Méthode
Padé

(ordre 2)

57.91e-002 54.16e-002 58.58e-002 57.91e-002 14.806e-001 56.66e-002 57.87e-002
08.89e-002 4.16e-002 8.58e-002 8.89 e-002 89.01e-002 6.66e-002 7.89e-002
01.08e-002
1.22e-003
1.21e-004
1.02e-005

-0076.99e
6.56e-008

e-0091.45
e-0101.41

Fig. 4.1- Lieu des pôles des systèmes initial et réduits
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Dans ce qui suit on va faire l'analyse temporelle des systèmes initial et réduits par les

réponses impulsionnelles et indicielles ainsi qu'une analyse fréquentielle (les spectres

d'amplitude et de phase).

Fig. 4.2- Répartition des valeurs singulières du système initial

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

Order

a
b
s

Fig.4.3- Réponses impulsionnelles des systèmes initial et réduits
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Fig.4.4- Réponses indicielles des systèmes initial et réduits

Fig. 4.5- Ecart des réponses impulsionnelles
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Fig.4 .7- Spectres d’amplitude et de phase des systèmes initial et réduits

Fig. 4.6- Ecart des réponses indicielles
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IV.3. Exemple2

Soit un système SISO, continu, stable d'ordre (4) [19], défini par la fonction de transfert

suivant :

 
24503510

24247
234

23






ssss

sss
sG

Les modèles d'ordre réduits correspondants à l’ordre r=2 sont donnés par les fonctions de

transferts suivantes:

 
45

46667.0
2Pr






ss

s
sG oposé

 
0.4663+s1.2679+s

45418.00.82162s
2)(


sG Schur  

2+s3+s

43s
2)(


sG linéaireAgrégation

Tab. 4.3. Pôles des modèles initial et réduits

Les valeurs singulières ( ) correspondantes sont données par le tableau suivant :

Tab. 4.4. Les valeurs singulières des modèles initial et réduits

Système
initial

(ordre 4)

Méthode
proposée
(ordre 2)

Méthode
Lucas

(ordre 2)

Méthode Schur
(ordre 2)

Méthode
d'agrégation

linéaire
(ordre 2)

Méthode Routh
(ordre 2)

Méthode
Padé

(ordre 2)

-1 -1 -1 -0.6340 + 0.2538i -1 -0.8278+0.3308i -2.400
-2 -4 -2 -0.6340 - 0.2538i -2 -0.8278-0.3308i -1.0435
-3
-4

Système
initial

(ordre 4)

Méthode
proposée
(ordre 2)

Méthode Lucas
(ordre 2)

Méthode
Schur

(ordre 2)

Méthode
d'agrégation linéaire

(ordre 2)

Méthode
Routh

(ordre 2)

Méthode
Padé

(ordre 2)

0.5179 0.5213 0.5106 0.5179 0.9714 0.5193 0.5212
0.0309 0.0213 0.0106 0.0309 0.0286 0.0193 0.0212
0.0124
0.0006

 
0.7947+s1.656+s

7947.07947.0
2)(




s
sG Routh 

2.504+s3.443+s

504.20.7304s
2)(


sG Padé

 
23

2833.0
2 




ss

s
sGLucas



ssimulations et résultatChapitre IV

35

Fig. 4.9- Répartition des valeurs singulières du système initial

1 2 3 4
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

Order

a
b
s

Fig. 4.8- Lieu des pôles des systèmes initial et réduits
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Fig.4.10 - Réponses impulsionnelles des systèmes initial et réduits

Fig.4.11- Réponses indicielles des systèmes initial et réduits
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Fig. 4.12- Ecart des réponses impulsionnelles

Fig. 4.13- Ecart des réponses indicielles
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IV.4. Exemple3

Soit un système SISO, continu, stable d'ordre (8) [19], défini par la fonction de transfert

suivant:

 
403201095841181246728422449453654636

4032018576022208812266436380598251418
2345678

234567






ssssssss

sssssss
sG

Les modèles d'ordre réduits correspondants à r=2 sont donnés par les fonctions de transferts

suivantes:

 
89

811429.24
2Pr






ss

s
sG oposé  

23

27786.6
2 




ss

s
sGLucas

 
4.8335+s7.3646+s

5459.417.772s
2)(


sG Schur  

2+s3+s

9563.11.044s
2)(


sG linéaireAgrégation

 
0.4318+s1.174+s

4318.099.1
2)(




s
sG Routh 

4.821+s5.993+s

821.415.1s
2)(


sG Padé

Fig.4.14- Spectres d’amplitude et de phase des systèmes initial et réduits
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Tab. 4.5. Pôles des modèles initial et réduits

Les valeurs singulières ( ) correspondantes sont données par le tableau suivant :

Tab. 4.6. Les valeurs singulières des modèles initial et réduits

Système initial
(ordre 8)

Méthode
proposée
(ordre 2)

Méthode
Lucas

(ordre 2)

Méthode
Schur

(ordre 2)

Méthode
d'agrégation linéaire

(ordre 2)

Méthode Routh
(ordre 2)

Méthode
Padé

(ordre 2)

-1 -1 1- 6.6363- 1- -0.5868+0.2957i -5.0361
-2 -8 2- 0.7283- 2- -0.5868-0.2957i -0.9572
-3
-4
-5
-6
-7
-8

Système initial
(ordre 8)

Méthode
proposée
(ordre 2)

Méthode
Lucas

(ordre 2)

Méthode
Schur

(ordre 2)

Méthode
d'agrégation linéaire

(ordre 2)

Méthode
Routh

(ordre 2)

Méthode
Padé

(ordre 2)

1.2167 1.3510 1.1608 1.2167 0.7224 0.9098 1.2763
0.7464 0.8510 0.6608 0.7464 0.2333 0.4098 0.7763

2.79 e-002
1.9e-003
1 e-004

1.588e-006
1.456e-007

3.514e-009

Fig. 4.15- Lieu des pôles des systèmes initial et réduits
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Fig. 4.16- Répartition des valeurs singulières du système initial
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Fig.4.17- Réponses impulsionnelles des systèmes initial et réduits
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Fig.4.18- Réponses indicielles des systèmes initial et réduits

Fig. 4.19- Ecart des réponses impulsionnelles
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Fig.4.21- Spectres d’amplitude et de phase des systèmes initial et réduits

Fig. 4.20- Ecart des réponses indicielles
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IV.5. Exemple4

Soit un système MIMO, (2-entrées, 2-sorties) continu, stable d'ordre (6) [20], défini par la

fonction de transfert suivantes :

Les modèles d'ordre réduits correspondant sont donnés par les fonctions de transferts

suivantes:

  















471.802.8235.481.2

388.3942.3471.8043.6

471.867.13

1
2 ss

s

ss
sGproposée

  















2667.1155.0

8.084.022.1

23

1
2 ss

s

ss
sGlucas

  















561.1300.1685.0593.0

521.0836.0360.1308.1

4668.1431.21

1
2 ss

ss

ss
sGSchur

  















449474.04737.0

6667.06667.07778.18889.0

23

1
2 ss

ss

ss
sG linéaireagrégation

  















104

1026

10111

1
2 ss

ss

ss
sGPadé

  















7091.0076.13546.04373.0

2837.09417.07091.0910.0

7091.0548.11

1
2 ss

ss

ss
sGRouth

Tab. 4.7. Pôles des modèles initial et réduits

Système
initial

(ordre 6)

Méthode
proposée
(ordre 2)

Méthode
Lucas

(ordre 2)

Méthode
Schur

(ordre 2)

Méthode
d'agrégation linéaire

(ordre 2)

Méthode
Routh

(ordre 2)

Méthode
Padé

(ordre 2)

-1 -13.0158 -1 -1.320 -1 -0.7741+0.3314i -10
-2 -0.6508 -2 -1.111 -2 -0.7741-0.3314i -1
-3
-5

-10
-20

 
       
















6000910036606014230003700165033130

24004160218245938600077003610762702

20105321

1
23452345

23452345

ssssssssss

ssssssssss

ssssss
sG
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Les valeurs singulières ( ) correspondantes sont données par le tableau suivant :

Tab. 4.8. Les valeurs singulières des modèles initial et réduits

Système
initial

(ordre 6)

Méthode
proposée
(ordre 2)

Méthode
Lucas

(ordre 2)

Méthode
Schur

(ordre 2)

Méthode
d'agrégation

linéaire
(ordre 2)

Méthode
Routh

(ordre 2)

Méthode
Padé

(ordre 2)

0.7139 0.5230 0.7090 0.7139 1.0613 0.8080 0.7139
0.2991 0.2414 0.2791 0.2991 0.3939 0.3323 0.2991
0.0442
0.0342
0.0022
0.0001

Fig. 4.22- Lieu des pôles des systèmes initial et réduits
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A/ Entrée 1:

 Sortie 1:

Fig. 4.23- Répartition des valeurs singulières du système initial
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Fig.4.24- Réponses impulsionnelles des systèmes initial et réduits
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Fig.4.25- Réponses indicielles des systèmes initial et réduits

Fig. 4.26- Ecart des réponses impulsionnelles
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Fig.4.28- Spectres d’amplitude et de phase des systèmes initial et réduits

Fig. 4.27- Ecart des réponses indicielles
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 Sortie 2:

Fig.4.29- Réponses impulsionnelles des systèmes initial et réduits

Fig.4.30- Réponses indicielles des systèmes initial et réduits
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Fig. 4.31- Ecart des réponses impulsionnelles

Fig. 4.32- Ecart des réponses indicielles
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B/ Entrée2:

 Sortie 1:

Fig.4.33- Spectres d’amplitude et de phase des systèmes initial et réduits

Fig.4.34- Réponses impulsionnelles des systèmes initial et réduits
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Fig.4.35- Réponses indicielles des systèmes initial et réduits

Fig. 4.36- Ecart des réponses impulsionnelles
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Fig.4.38- Spectres d’amplitude et de phase des systèmes initial et réduits

Fig. 4.37- Ecart des réponses indicielles



ssimulations et résultatChapitre IV

53

 Sortie 2:

Fig.4.39- Réponses impulsionnelles des systèmes initial et réduits

Fig.4.40- Réponses indicielles des systèmes initial et réduits
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Fig. 4.41- Ecart des réponses impulsionnelles

Fig. 4.42- Ecart des réponses indicielles
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IV.6. Exemple5 :

Un exemple réel (PDE [26]), il décrit vue équation aux dérivées partielles suivant :

   tuz,vfx
z

x

v

x

z

x

t

x




















18020

2

2

2

2

.

Avec : x : est une fonction du temps (t).

v : est la position verticale.

z : est la position horizontale.

Le système est SISO d'ordre 84 donnée par la réalisation [ A, B, C, D, 84 ].

Les modèles d'ordre réduits correspondant sont donnés par les fonctions de transferts

suivantes:

Fig.4.43- Spectres d’amplitude et de phase des systèmes initial et réduits
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2)Schur(
1030

00600622822





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Tab. 4.9. Pôles des modèles réduits

Les valeurs singulières ( ) correspondantes sont données par le tableau suivant :

Tab. 4.10. Les valeurs singulières des modèles réduits

Méthode
proposée
(ordre 2)

Méthode
Lucas

(ordre 2)

Méthode
Schur

(ordre 2)

Méthode
Routh

(ordre 2)

Méthode
Padé

(ordre 2)

677.40- -793.25 -798.44 -178.22 -241.61

26.08- 231.43- -231.75 30.57- 18.37-

Méthode proposée
(ordre 2)

Méthode Lucas
(ordre 2)

Méthode Schur
(ordre 2)

Méthode Routh
(ordre 2)

Méthode Padé
(ordre 2)

5.086 1.23 5.34 5.56 5.41
0.33 1.02 0.0795 0.15 0.001

Fig. 4.44- Lieu des pôles des systèmes initial et réduits
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Fig.4.46- Réponses impulsionnelles des systèmes initial et réduits
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Fig. 4.45- Répartition des valeurs singulières du système initial
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Fig.4.47- Réponses indicielles des systèmes initial et réduits
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Fig. 4.48- Ecart des réponses impulsionnelles
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Fig.4.50- Spectres d’amplitude et de phase des systèmes initial et réduits
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Fig. 4.49- Ecart des réponses indicielles

0 0.05 0.1 0.15
-3.5

-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

Temps (sec)

E
c
a
rt
s

d
e
s

ré
p
o
n
s
e
s

in
d
ic

ie
lle

s



ssimulations et résultatChapitre IV

60

IV.7. Interprétation

Après avoir obtenu les résultats de simulation des différents exemples (modèles) suggèrent,

nous avons pu affirmer les performances dont la méthode de réduction d’ordre par division

de facteur et l’analyse spectrale bénéficie par rapport à les autres méthodes, en outre de

meilleures réponses impulsionnelles nettement prouvé par les écarts, ainsi qu'une minimalité

et stabilité maintenus.

Pour que notre simulation soit plus générale et fructueuse nous avons choisis d'étudier cinq

exemples, quatres exemples SISO et un exemple MIMO.

Nous allons interprète leurs simulations comme suite :

Exemple1: SISO, minimal, stable, d'ordre (10), après la réduction (r=2) par les différents

méthodes nous avons eu des modèles réduits, stables et minimaux mais des indices d'erreur

ISE [19] sont différentes tel que:

    



0

2
dttytyISE r y(t): Réponses indicielles du système initial

yr(t) : Réponses indicielles du système réduit

Systèmes
ISE

Système réduit
(Méthode Lucas)

8.6779e-001

Système réduit
(Méthode de Schur)

2.7300e-001

Système réduit
(Méthode proposée)

2.8715e-001

Système réduit
(Méthode agrégation linéaire)

0.9889e+000

Système réduit
(Méthode Padé)

2.7191e-001

Système réduit
(Méthode Routh)

2.6852e-001
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Exemple2: SISO, minimal, stable, d'ordre (4), présente des ordres de réduction (r=2) par les

différentes méthodes. L'étude temporelle ainsi que le plan de stabilité montrent la stabilité du

système réduit car les pôles du système réduit sont appartient au demi plan gauche, le modèle

réduit suit le comportement du système initial, les indices d'erreur ISE sont dans le tableau

suivant :

Exemple3: SISO, stable, d'ordre (8), pour un ordre de réduction (r=2) les réponses

impulsionnelle et indicielle montrent que les systèmes sont stable, la même conclusion on

l'obtient à partir du plan de stabilité, le comportement fréquentielle est globalement identique

dans le système initial et réduit les indices d'erreur ISE sont dans le tableau suivant:

Systèmes
ISE

Système réduit
(Méthode Lucas)

5.9256e-005

Système réduit
(Méthode de Schur)

2.5861e-005

Système réduit
(Méthode proposée)

4.7406e-005

Système réduit
(Méthode agrégation linéaire)

8.455e-001

Système réduit
(Méthode Padé)

9.7611e-005

Système réduit
(Méthode Routh)

6.222e-005

Systèmes
ISE

Système réduit
(Méthode Lucas)

5.6597e-002

Système réduit
(Méthode de Schur)

5.6597e-002

Système réduit
(Méthode proposée)

6.0408e-003

Système réduit
(Méthode agrégation linéaire)

3.8657e+000

Système réduit
(Méthode Padé)

1.9830e-003

Système réduit
(Méthode Routh)

1.5797e-001
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Exemple4: MIMO, minimal, stable, d'ordre (6), après la réduction (r=2) par les varies

méthodes nous avons eu des modèles réduit, stables et minimaux, l’approche de méthode

proposée donne de performances du modèle simplifié que soit dans le domaine temporel où

fréquentielle pour les deux entrée. Les indices d'erreur ISE sont dans le tableau suivant:

Exemple5: est un système SISO, continu, stable, minimal d'ordre (84) défini par une équation

aux dérivées partielles (PDE).

Pour cet exemple la réduction par la méthode d'Agrégation linéaire n'est pas possible, du

fait que la matrice système pose des problèmes de singularité (mauvais conditionnement).

Après la réduction (r=2) par les approximation (Lucas, Schur, Padé, Routh, et la méthode

proposée) on remarque que les réponses impulsionnelles et indicielles du modèle d’ordre

réduit sont confondues avec celles du modèle initial.

Leur spectres d’amplitude et de phase sont presque les mêmes, la stabilité est maintenue.

Toute les approches préserve les propriétés clés du système initial et le système d’ordre

réduit est toujours stable et causal (donc physiquement réalisable).

Les indices d'erreur ISE sont dans le tableau suivant:

Systèmes
ISE

Système réduit
(Méthode Lucas)

1.3416e-004

Système réduit
(Méthode de Schur)

1.3416e-004

Système réduit
(Méthode proposée)

4.4565e-002

Système réduit
(Méthode agrégation linéaire)

1.1979e-002

Système réduit
(Méthode Padé)

1.2412e-001

Système réduit
(Méthode Routh)

2.0071e-003
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- Pour les exemples précédents, nous avons illustré les réponses fréquentielles et temporelles

en traçant les spectres d’amplitude en (dB), spectres de phase ainsi que la distribution des

valeurs singulières en fonction de l'ordre de réduite 'r'. Les graphes montrent que les

approximantes suivent fidèlement le comportement global du système initial. On notera

comme même une légère déviation : ces erreurs sont dûes à une réduction conséquente

d’ordre

- Le modèle d’ordre réduit est stable, et minimal (complètement commandable et

complètement observable)

- Pour bien apprécier la distance entre modèle initial et approximant issus de la réduction, les

spectres d’amplitude du système original et ceux réduits ont été tracé et montre bien que sont

presque confondus.

- On remarque que pour les majorités des exemples que les approches fréquentielles sont plus

proches au système initial que les approches temporelles.

Systèmes
ISE

Système réduit
(Méthode Lucas)

9.5 e-004

Système réduit
(Méthode de Schur)

8.191e-005

Système réduit
(Méthode proposée)

5.441e-003

Système réduit
(Méthode Padé)

1.00e-001

Système réduit
(Méthode Routh)

1.01e-002
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IV.8.Conclusion

Ce travail repose sur l'approximant de système de grande dimension, en utilisant

l'algorithme de division de facteur et analyse spectrale propre.

Divers simulation ont été effectuées et comparé à d'autres techniques citées dans ce

mémoire, Nous ont permis de juger sur la qualité de l'approximant issu de la technique objet

d'étude.

C'est un modèle fidèle au système initial puisqu'il préserve les propriétés clés du système

original.

Aussi, s'appuyant sur les résultats calculés du critère d'erreur ISE ainsi que l'analyse

fréquentielle, cet approximant se situe bien aux côtés des modèles d'ordre réduit issus de

Schur, Routh, et Padé.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, l'objectif principal était d'étudier et d'évaluer une nouvelle technique de

réduction d’ordre de systèmes de grande dimension qui basée sur l’algorithme de division de

facteur et l’analyse spectrale propre.

Cette méthode d'approximation et orientée vers la réduction de systèmes continus, linéaires,

invariants dans le temps. Elle est développée pour réduire aussi bien les systèmes SISO que

MIMO.

Afin d’évaluer les performances de cette méthode (méthode proposée), nous avons

comparé le modèle réduit via cette approximation à d'autres dans lequel des algorithmes sont

élaborés pour être appliqués à tels ou tels problème d'ordre par exemple: Signal de Parole

[27], synthèse des filtres [28, 29], les systèmes incertains [30].

Sachant que la réduction d'ordre se révélé d'un intérêt majeur pour l'industrie puisqu'elle

permet un gain du coût de production très important.

Nous avons contribué via ce modeste travail à étudier et conclure sur la validité

d'utilisation de l'approche de division de facteur et analyse spectrale propre.
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ANNEXE A

VALEURS SINGULIERES ET ALGORITHME SVD

Les valeurs singulières d'une matrice n,mCA , de rang (r), notées i sont les racines carrés

non négatives des valeurs propres de )A.A( T , ordonnées telles que:

0......................... n21 

Si r < n, nous aurons (n-r) valeurs singulières nulles, c.-à-d :

0.............. n1r1r  

Il existe deux matrices orthogonales m,mCU ,
n,nCV et une matrice diagonale

n,mC telles que :

TrT V.
00

0
.UV..UA 










avec: ).......,....................,,(diag r21r  .

et les valeurs singulières i , )r,1i(  sont les racines carrées des (r) valeurs propres positives

(non nulles) de )A.A( T ,

U et V sont les matrices orthogonales ayant pour colonnes les vecteurs propres de )A.A( T , et

de )A.A( T respectivement.

Cette décomposition est dite "Décomposition en Valeurs Singulières" (SVD) de la matrice A.

Remarque

Si TV..UA  est la décomposition en valeurs singulières de la matrice A, alors les

décompositions en valeurs propres de )A.A( T et )A.A( T sont données par :

T2TTT V..VV)..(.V)A.A( 

T2TTT U..UU)..(.U)A.A( 

Notons :

i)A(  [la plus grande valeur singulière de la matrice A]

n)A(  [la plus petite valeur singulière de la matrice A]



2

Les valeurs singulières minimum et maximum d'une matrice A, notées respectivement

et , sont équivalentes en terme de norme spectrale à:

2
A)A( 
















0)Adet(si0

0)Adet(siA
)A(

1

2

1

La valeur singulière minimale donne une mesure de la tendance à la singularité de la

matrice A.

Propriétés des valeurs singulières

i/
x

A
min)A(

x
 , nCx

2i/
x

A
min)A(

x
 , nCx

3i/ );A()A()A( i  où (.)i est la ieme valeur propre de (.)

4i/ si 1A existe,

)A(

1
)A(

1


5i/ si 1A existe,

)A(

1
)A(

1


6i/ )A(.)A.( 

7i/ )B()A()BA( 

8i/ )B().A()B.A( 

9i/    )B(),A(max2)B.A()B(),A(max 

10i/ j.ij.i amax.n)A(amax 

11i/    A.Atr T2
i

n
1i
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ANNEXE B

ALGORITHME DE CHOLESKY

Les opérations de factorisation et de triangularisation de matrices constituent les

opérations de base des nouveaux algorithmes de contrôle ou de traitement de signal.

Ainsi la procédure de décomposition LU d'une matrice A (n,n), avec:

L: matrice triangulaire inférieure,

U: matrice triangulaire supérieure,

permet par exemple de ramener la résolution du système d'équations linéaires

Bx.A 

où : A = nxn-matrice

B,x = n-vecteur

A la résolution de deux systèmes particuliers:

- Système triangulaire inférieur Bx.L 

- Système triangulaire supérieur Yx.U 

Si A est une matrice symétrique, définie positive, alors Cholesky nous affirme que A

peut se mettre sous la forme:

TS.SA 

où S est une matrice triangulaire inférieure.





































































nn

1n11

nn1n

11

nn1n

n111

S0..0

......

......

.....0

S...S

.

S...S

0.....

......

......

0...S

a...a

......

......

......

a...a

Certains auteurs considèrent S comme étant la racine carrée de la matrice A, du fait qu'une

telle décomposition (Cholesky) est unique.

L'algorithme de factorisation de Cholesky permet de calculer les coefficients de la matrice

S par récurrence:
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Algorithme

Entrée: A: nxn-matrice

For i = 1 to n Do







1i

1k

2
k.ij.ij,i SaS

If 0S j,i  , then Halt (A est non définie positive)

While ij  and nj  do 1j 

 





1i

1k k,jk,ij,i

i,i

j,i SSa
S

1
S

End loop on i.

Sortie: S: nxn-matrice triangulaire inférieure
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ANNEXE C

ALGORITHME D'EQUILIBRE

Equilibre des modèles

L'équilibre des modèles est l'étape fondamentale sur laquelle repose la MRE. Il consiste en

la détermination d'une transformation non singulière T dont le calcul est essentiellement basé

sur les grammiens de commandabilité et d'observabilité du modèle.

Le système )n,C,B,A( eee équilibré s’obtient à partir du système )n,C,B,A( en suivant la

procédure :

Procédure de l’équilibre

Entrées: Ayant la réalisation d'ordre n )n,C,B,A(

Etape 1: Calcul des facteurs de Cholesky des grammiens ( cW ) et ( oW ) , tels- que :

T
ccc LLW 

T
ooo LLW 

Où cL et ( oL ) : sont des matrices triangulaires inférieures .

Etape 2: Calcule de la décomposition en valeurs singulières (SVD) du produit des facteurs

de Cholesky :

T
c

T
o VULL 

U et V : sont des matrices orthogonales

)................(diag n1  1ii  , n.......1i 

Etape 3: Calcule de la transformation d’équilibre T

  2/1
c .V.LT

T
o

T2/11 L.U.T   

Etape 4: Calcule des matrices d’état équilibrées
































2/1
ce

T
o

T2/11
e

2/1
c

T
o

T2/11
e

.V.L.CT.CC

B.L.U.B.TB

.V.L.A.L.U.ATTA

Sorties: Ayant la réalisation équilibrée d'ordre complet )n,C,B,A( eee

(Fin de procédure).
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:ملخص

التصغیر تجعل من موضوع  المركبةبالنماذجنا النماذج المصغرة مقارنة  ل التي تمنحھامعاملة و التطبیقات سھولة الإن

.الأصلیة حد بعید النماذج إلىخصائصھامكننا من الحصول على نماذج تقارب في بحیث ی كبیرة أھمیةيیكتس

و خوارزمیة تقسیم المعاملات ونقارنھا بین تقنیة التحلیل الطیفي التي تجمع حدیثةالتقنیات الإحدى المذكرة  ھذهندرس في

.) طریقة التجمیع الخطي،روشطریقة ،طریقة مور(الزمني  الطرق التي تعتمد على التمثیل –:بنوعین من الطرق

عة من الأمثلة نحدد محاسنھا  وعن طریق مجمو.)ت طریقة رو،طریقة بادي( الطرق التي تعتمد على التمثیل الترددي –

.ومساوئھا

، طریقة التجمیع الخطي،ر طریقة مو، التحلیل الطیفي،المعاملات تقسیم،تقلیص النموذجالنماذج المركبة،:كلمات المفاتیح

. طریقة روت ، طریقة بادي،روشتقنیة 

Abstract:

The easy and simplicity of manipulation and the multiple applications provided by

approximate reduced-order systems, in comparison with original high order systems, make the

topic of model reduction a subject with big importance: it allows us to get models that

approached in their behavior, by satisfactorily way, the high order original systems.

In this project we study one of recent reduction methods, which combine the algorithm of

factor division and eigen spectrum analysis, and we compare it in the time domain (Moore

method, Schur method, linear Aggregation method), and in frequency domain (Routh

approximation, Padé approximation), in order to determine its performances.

Key words: high order systems, model reduction, factor division, eigen spectrum analysis,

Moore method, Schur method, linear Aggregation method, Routh approximation, Padé

approximation.

Résumé :

La facilité de manipulation et les multiples applications que nous procurent les systèmes

d'ordres réduits ou approximant par rapport aux systèmes complexes originaux issus de la théorie

de réduction d’ordre un sujet de grande importance car elle nous permet d'avoir des systèmes qui

approchent, de façon assez satisfaisante du comportement global des systèmes initiaux.

Nous avons étudié dans ce travail, une des méthodes récentes, qui combine l'algorithme de

division de facteur et l'analyse spectrale propre, en la comparant à d'autre différentes techniques,

certains basées sur la représentation temporelle du système (méthode de Moore, méthode de

Schur, méthode d’Agrégation linéaire), d'autres basées sur la représentation fréquentielles du

système (approximation de Routh, et approximation de Padé), par diverses simulations, nous

avons pu conclure sur les performances de cette technique.

Mots clés : systèmes complexes, réduction de modèles, division de facteur, analyse spectrale

propre, technique de Schur, approximation de Routh, approximation de Padé, méthode de

Moore, méthode d’Agrégation linéaire.
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