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(A,B,C,D,n)
(A B..C.,2.n)
(A,B,,C,,D,,r)
X(.)

y()

(m, p)

u(.)

SISO

NOMENCLATURE

Réalisation dans |’ espace d’ état d’ un systeme d’ ordre (n).
Réalisation d’ un systéme d’ ordre (n) dans la base équilibrée.
Réalisation d’un systéme d’ ordre (r) .

Vecteur d' état du systeme de dimension (nx1).

Vecteur de sortiedu systeme de dimension (px1).
désignant respectivement |e nombre d’ entrée et de sorties.
Vecteur d' entrée de dimension(m).

Systéme a une seule entrée et a une seule sortie

Systéme multi entrées-multi sorties.

i®" valeur singuliére de lamatrice (.).

Matrice des valeurs singulieres du systéme.

Matrice de commandabilité du systéme.

Matrice d’ observabilité du systeme.

Grammien de commandabilité du systéme.

Grammien d’ observabilité du systéme.

i*Me valeur propre de lamatrice (.).

High- Order System (systéme d’ ordre élevé).

Low- Order System (systéme d’ ordre faible).

Eigen Spectrum Zone (zone spectrale propre).

Indice d'erreur ( Integral Square Error)

Singular Vaues Decomposition (Décomposition en valeurs singuliéres).
Réponse indicielle de systeme initial d’ ordre complet « n ».
Réponse indicielle de systeme d’ ordre réduit «r ».

Laréponse impulsionnelle de systéme.
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Introduction générale

Au cours des derniéres années, le probléme de simplification de modéle a fait I’ objet de
nombreux travaux de recherche car I'é&ude pratique directe sur de tels systémes conduit
nécessairement a des codts ainsi que des temps de calcul extrémement élevés, ceci est di a
I"utilisation des algorithmes de calcul numérique dont la convergence est parfois difficile et
souvent impossible lorsque la taille du processus a étudier est grande. C'est pourquoi, la
réduction devient un outil plus que nécessaire.

La technique de réduction consiste a définir un modéle de dimension réduite, conservant les
principaux aspects physiques du systéme initial et de ses caractéristiques, telles que la
stabilité.

C'est pourguoi, la réduction est devenue, un vaste domaine de recherche avec une multitude
des méthodes.

Dans ce mémoire, nous allons éudier une nouvelle technique de réduction d ordre de
systémes linéaire, continus dans le temps, invariants, de grande dimension qui combine
I’ algorithme de division de facteur et I’analyse spectrale propre en vue d’ obtenir un systéme
d’ ordre réduit.

Cette étude sera présentée comme sulit :

Le premier chapitre sera consacré a un rappel sur les généralités de la théorie des signaux et
systémes.

Le deuxiéme chapitre est une exposition de quelques importantes techniques de réduction
d ordre.

Nous focaliserons dans le chapitre trois la méthode de division de facteur ainsi que
I” analyse spectrale propre, objectif de cette mémoire.

Le dernier chapitre sera consacré aux simulations et aux différentes remarques pertinentes

sur les performances atteintes, puis sera suivi d une conclusion générale.
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Chapitrel
Généralités sur les systemeslinéaire continus

[.1. Introduction

Un systeme est un ensemble qui contient des éléments de méme fonction ou méme espece,
un tel ensemble est composé de parties ordonnées ayant chacune ses propres lois. Le
comportement d' un systéme rédl est représenté par un ensemble de relation constituant le
model e mathématique de ce systéme. les modél es mathématiques peuvent étre construit par :

e Deséquations différentielles.
e Fonction de transfert.

e Représentation dans|’ espace d’ état.
|.2. Représentation d’un systéme
- Définition d’un systéme

Un systeme est un étre abstrait orienté recevant des excitation du milieu extérieur,
mémorisant de I'information, emmagasinant de I'énergie, et restituant |’ensemble
informati on-énergie sous une forme déterminée .

Si I’on appelle u(t) et y(t) I’entrée et |la sortie respectivement du systéme, on obtient le

schéma suivant [1] :

Ug(t) ——) — ¥l
U(t) ——> systéme — > ¥al)
Un(t) ——> — ()

Fig.1.1 - Schéma de représentation d’un systeme
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[.2.1. Représentations classiques des systemes continus dans le tempg 2]

Un processus physique linéaire, invariant dans le temps peut étre modélisé par desrelations

« entrées — sorties » de deux types bien connus, soient :
- Equation (systeme d’équation) différentielle[2]
Qui liel’entrée u et ses dérivéestemporelles alasortiey et ses dériveées, (systeme SISO)
F(y, Y yeerereerernaeeens Y U Uy, ,u‘”)): 0 (1.1)

Ou bien un systeme de (p) équations différentielles liant les ( p) sorties aux (m) entrées et a

leurs dérivées (systeme MIMO).

Fl(yl,yl, ......... 1Yo Ypreneneeees U U, um,um,...):o

(1.2)

Fp(yl,yl, ......... 1 Yor Ypreeneeees U U, um,um,...)zo

- Fonction (matrice) detransfert [2]

Liant latransformation de la Laplace U(s), de |’ entrée alatransformée de Laplace Y(s), de

la sortie dans | e cas des systémes SISO la matrice de transfert s écrit.

S = Y(9/U(9). (1.3)

Etlecas MIMO, elle s écrit : [3]

Fu(s) . . . Fn(9)]

F(s)=| - : : (1.4)

_Fpl'(s) .o Fm;(s)_
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Et U(S) = [Upeeeeeeceeeeseeenns U] =L{u(t)}
Y(S) = [Yprooroseeeeeeseeeeeeseeeeeeseeee YT =Ly}

[.2.2. Représentation d’ état des systemes continus dans le temps
A . Notion d’état [4]

L'état d'un systéme a I’instant (t,), est la quantité minimale d’information que |’on doit
avoir sur le passé pour pouvoir prédirel’ avenir lorsque I’ on connéit les entrées pour t > t, .

Cesinformations, soient : X, (ty), X, (ty),.cooeerenee. X, (t,) sont nommées variable d’ état, et sont

rassembl ées dans un vecteur x(t) nomme « vecteur d’ état ».

B . Notion dereprésentation d’ état

Soit I’ éguation différentielle d’ ordre (n) :

dny dnfly y dku
T T T T e _— = _—t . u
dt" +a dtn—l + +a,; dt a,y bk dtk +bl q +b0
dy d"?y d"ty
On pose =YX =, X = d-x =
p X1 y X2 dt Xn 1 dtn_z Xn dtn_l
:>X1_X2,X2:X3, ............. ’Xn—lzxn
:>>'<—d—X”—dny—— - - —a, % —a,X +u
n dt dt" A X, — X e, a_ X, —ax
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Chapitre |
Donc:

'x] [ O 1 0 0 |[x] [0]

X, 0 o 1 ... . .l %| |0
X= = +| |u

1
) ) } . . .. 0 1 )
R I e - M- - RS A Y

Dans la plupart des cas, I’ évolution en fonction d un systéme peut étre décrite par les deux

équations suivantes qui constituent la représentation d’ état :

Un systéme linéaire dans saforme la plus générale, et décrit par les équations :

X(t) = Ax(t) + Bu(t) (15)

y(t) = Cx(t) + Du(t) '
Avec : : matrice de dynamique de dimension (nxn)
: matrice de commande de dimension (nxm)

. matrice d’ observation de dimension (pxn)
: matrice de couplage direct entre I’ entrée et la sortie de dimension (pxm)

O 0O o »

Et est schématisé de lafagon suivante :

X(t)
u(t) B (t) > » [ cty —» Y
At)
D(t)

Fig.1.2 - Schéma de principe delareprésentation d’ état

\ 4
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[.2.3. Pluralité desreprésentations d’ état [2]

En fait, les variables d' état sont un outil de faciliter I’étude du comportement d un
systéme, ces variables peuvent avoir une signification physique. mais tel n’est pas toujours le
cas, et I’on parfois améne a changer de variable. afin de mettre en évidence des propriétés
particuliere ; pour des raisons de commodité, de précision et de sensibilité.

Si I’ on définit un nouveau vecteur d'état X liea x par le nouveau systéme s écrit donc :

TX = ATX + Bu (1.6)
y=CTX+Du

Soit :
A -1
X=T "ATX+T "Bu (17)
y=CTx+Du

Laconnaissance de x et cellede X sont équivalentes, les matrices de la structure interne du

systéeme étant devenus :

~

A=T'AT ; B=T'B ; C=CT ; D=D (1.8)

Il est bon de remarquer que, quelque soit le vecteur d'état adapté, les relations entrées-
sorties au sens matrice de transfert restent les mémes. en effet, s I’on applique la
transformation de Laplace au systeme d’ équation de la représentation d’ état pris invariant, en

partant des conditions initiales nulles, on obtient :

{SX(S) = AX(S)+BU (s) (L9)
Y(s) =CX(s)+DU(s)
Soit :
{ X(s)=(sl,—A)*BU(s) (1.10)
Y(s)=C(sl, — A)'BU(s)+DU(s)
Avec (1) matrice unité (n,n) ; et lamatrice de transfert est donnée par :
F(s)=C[sl,—A]'B+D (1.11)
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Inversement partons du systeme (1.17)

_~ -~ _~ 1 _~ _~

F(s)=Cls,-A]'B+D (112)
Qui compte tenu de (1.8) S écrit :

F(s)=CT(sl,-T*AT)*TB+D
=CT(T ™, Ts-T*AT)*T"B+D

=CT(TYsl,-AT)T'B+D (1.13)
=CT(TYsl, - A T)T'B+D

=C(sl-A'B+D

Qui est bien I’ expression trouvée en (1.11). le vecteur d’ état correspondant , en fait , aune
structure interne du systéme, nécessaire pour la connaissance de sens évolution , mais qui

n’ affecte pas les relations entrées-sorties.
|.3. Propriétés des systémes
[.3.1. Causalité[5]

Le systeme est dit causal s :

h(t)=0 pour t<0

|.3.2 Critérede stabilité [5]

Un systéme est stable si est seulement si toutes les valeurs propres (4, ) de la matrice d’ état

(A) sont réelles négatives, ' est —&-dire:
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|.3.3 Commandabilité et observabilité

Les notions de Commandabilité et d’ observahilité possedent une grande importance pour

I’ étude des systémes dans |’ espace d’ état .

e Commandabilité

Définition : un systeme est complétement commandable si I’on est capable de calculer une

commande permettant d’ amener |e systéme de tout état initial X(t,) al’ état O en un tempsfini

quel que soit I’intervalle de temps choisi.

Théoréme de commandabilité [4] : le systéme x(t) = Ax(t) + Bu(t) est complétement

commandable si et seulement s la matrice de commandabilité P:
P=[B AB A2B . . . . A"B| estderang complet (n). (1.14)

Dans le cas ou la représentation d'état choisie est telle que: la matrice d' éat (A) est

diagonale, le systéme est commandable si et seulement si (P) ne posséde pas de lignes nulles.
Observabilité

Définition : I'état (x,) est observable a I'instant (t,) S'il existe un instant (t,) tel que la
connaissance de I'entrée u(t) et de la sortie y(t) entre (t,) et(t,) sont suffisante pour

déterminer X,. S cette propriété est vraie pour tout ( x,) le systeme est dit observable en (t,)

-Si dans les éats d'un systéme sont observe alors le systeme est dit: complétement

observable.

Théoréme d’ observabilité[4] : soit le systeme:

X(t) = Ax(t) + Bu(t)
{y(t) = CX(t) + Du(t)
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Il est complé&tement observable si et seulement si lamatrice d’ observahilité Q :
Q=[CTCTA ..o CT(A)™] est de rang (). (1.15)

Dans le cas ou la représentation d' état est telle que le matrice (A) est diagonale, le systéme

est observable si et seulement si (Q) ne possede pas de colonnes nulles.
[.3.4 Grammiens de Commandabilité et d’observabilité

Les Grammiens de Commandabilité W, et d ‘observabilité W, permettent une mesure du

degré de commandabilité et d’ observabilite[6].

Dansle cas continu ils seront données par :

W (t,) = [e*BB"e" dt
’ (1.16)
W, (t,) = j eM'CTceMadt
0

W, et W, sont appel és respectivement de grammiens de commandabilité et d’ observabilité

et sont solutions des équations de Lyapunov [8] :

AW, +W, A" + BB" =0

(2.17)
AW, +W,A+C'C=0
[.3.5Minimalité
Un systeme est dit minimal s est seulement s, il est auss bien commandable

qu’ observable.

|.4. Conclusion

Comme nous avons vu dans ce chapitre, I’'un des avantages de la représentation dans
I’ espace d’ état est la possibilité d’utiliser tout un arsena mathématique ce qui nous permet
d avoir une multitude de qualités pour bien manipulé la représentation d’ état, chose qui était

difficile pour une autre représentation.
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Chapitrel|

Différentes approches de réduction

[1.1. Introduction

Lasimplification du modele peut se résumer a une diminution de |’ ordre du systéme tout en
conservant les propriétés clés du system initial.

Dans ce chapitre, nous présentons essentiellement deux approches de réduction d' ordre : les
approches temporelles et 1es approches fréquentielles.

Pour les approches temporelles, on propose d'étudier trois importantes méthodes de
réduction, I’une introduite par Moore [7, 8, 12], appelé méthode des réalisations équilibrées
I’ autre introduite par Schur appelé méthode de Schur [9, 10] et la troisieme introduite par
AOKI [11, 13] appel € méthode d’ agrégation.

Pour les approches fréquentielles on éudie deux méthodes : approximation de Routh [23],
et approximation de Padé [24].

11.2. M éthode des Réalisations Equilibr ées MRE (Réalisations minimales)

I1.2.1. Introduction

Cette approche est basée sur une transformation d'éat particuliére dite "transformation
d'équilibre" [13] qui rend symétriques certaines propriétés du systéme, du point de vue
entrées/sorties, dans un sens énergétique. La MRE repose sur la diagonalisation des
grammiens de commandabilité Wc et d'observabilité Wo, telles-que leurs transformées dans
la base d'équilibre (Annexe C) soient égales a une matrice diagonale dite "matrice des valeurs
singuliéres’. Le modéle d'ordre réduit est obtenu en éliminant les valeurs singuliéres les plus
faibles, correspondant aux états qui contribuent faiblement dans la réponse impulsionnelle du
systeme d'ordre complet [11].

On considere que le systeme est continu, linéaire, invariant dans le temps, minimal, et

asymptotiquement stable et représenté dans |’ espace d’ état par le systéme d'équations (1.5).

10
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[1.2.2. Algorithmedelaréduction d'ordrepar laMR E

Une fois la rédlisation équilibrée construite (Annexe C), c'est-adire ; Le systéme
(A, B,,C,,n) équilibré s obtient a partir du systeme (A, B, C, n), les @éments de lamatrice =
doivent étre ordonnés en décroissance de fagon a guider le choix de l'ordre.

Laréaisation du modele simplifié seffectue par élimination des valeurs singulieres les plus
faibles. Le modéle simplifié résultera de la troncature d'ordre r de la réalisation représentée

dans labase d'équilibre. Le critére d'erreur utilisé est celui de lanorme de Hankel [22].
Procéduredelaréduction d'ordre par laMRE [12]

Entrées: Ayant uneréalisation dordren (A,,B,,C,,2,n)

Etape 1 : Ladéermination del'ordrer (1<r <n-1) est obtenu a partir du critere de la
norme de « Hankel » [22].

{iﬁoi“} << [Ir Gi4:| (2.1)

<«<1 (22)

o, est lavaleur singuliere correspondant al'état i.

L’ ordre de troncature (r) est choisi de telle maniére que::

& =|77i —Na| <P (23)

Ou: () est une erreur fixée apriori.

11
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Etape2: Partition delamatrice X (dite matrice des valeurs singulieres) comme suit :
D= (2.4)

Ot: Y =diag(cymmn c,)eR™ [partie & conserver]
L [:'e Cop—— c,) e RO [partie aéliminer]

r =L’ ordre du modéle simplifié.
Les éléments de X doivent ére ordonnés par ordre décroissant, c'est-a

dire:o, 2 0,.......... >20,>0

Etape 3: Onremplace (2.4) dans les équations de Lyapunov [8] :

A, Al
+ = —H B 8] 25

+ = _{(C;%} [CéL Cez] (2.6)
0 0 2
g0 = 2ella, o,
Etape4: On met :
A = A\ﬂl ; Br = Bel ; Cr = Cel , Zr = 21 (27)

Correspond bien a la partie la plus commandable et |a plus observable du systeme d’ ordre
complet (A, B, C, D, n).
Sorties: Larédisation (A, By, C;, D, r) représentele modéle smplifié d'ordrer.
(fin de procédure).

12
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I1.3. Méthode de Schur (réalisations non minimales)

I1.3.1. Introduction

La méthode de Schur permet le calcul du modele de MRE directement sans passer par
I'étape d'équilibre du modéle d'ordre complet, ceci via des projections définies en termes de
bases orthogonales pour les sous-espaces propres droite et gauche associés aux plus grandes

valeurs propres du produit (WW, ), [10]des grammiens de commandabilité et d'observabilité.

11.3.2. Algorithme de Schur [9]

Le calcul de la transformation d'équilibre est numériquement mal conditionné. Pour
résoudre ce probleme, nous proposons la présente procédure basée sur la décomposition de

Schur de lamatrice (WW,) .

Procéduredela simplification par Schur

Entrées: Ayant un systeme d’ ordre complet n (A, B, C, D, n).

Etape 1 : Résoudre les équations de Lyapunov pour I’ obtention des grammiens (W.et W,)
Etape 2 : Calcul de la matrice réelle orthonormaleV , telle que la matrice (VW, W, V') soit
triangulaire supérieure, ¢’ est-a-dire, mettre (W, W, ) sous laforme de Schur.

Etape 3 : Utiliser les rotations orthogonales pour calculer les transformations réeelles
orthogonales qui ordonnent respectivement la forme de Schur en ordre ascendant et

descendant, telles que :

_ﬂ“An * * * * ]
0 )’An—l * *
. 0 oL F
VIWWY, = . . 0 . * . . (2.8)
0o .
0 *
0 0 00 Ay

13
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_)“Dl * * * *
0 Ay, * *
: o . * . . 7
VoWWNV, = . . 0 . * . . (29)
0o .
O *
0 0 0 0 A,
avec .
A=A =07 (i =1r) (2.10)
Ay =Ap =0f (i=r+1n) (2.11)

Etape4: PartitiondeV, et V, envuedel obtention des matrlcesV o BV,

V, {\Tv } VDz{\Z;\Z::l (2.12)

d.p “g.9

Les colonnes de V, , etV, , forment respectivement les bases orthonormales des espaces
propres droite de (W, W,) associés aux grande valeurs propresc (i =1r) et aux petites
valeurs propresc’(i=r+1n), de méme, les colonnes de (Vyq) €t (V,,) forment la

décomposition anal ogue des espaces propres gauches.

Etape5: Former laprojection :
E, =V, Vg (2.13)
Puis calcul sadécomposition en valeurs singulieres (S.V.D)
By =Ucg Do, Veg (2.14)

Etape6: Former les matrices

-1/2 nxr
S, :vg,g.uE,(‘,.zE’g eR (2.15)

.=V, UEQZM e R™ (2.16)
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Sorties: Construction de réalisation d’ état du modéle simplifié.

A B [ls,As,,] [sI,B
& ol e [01]} 0

(fin de procédure).

e Remarque : La rédisation d'éat (A,B,,C,,D,,r) présente des grammiens de
commandabilité et d’ observabilité donnés respectivement par :

T rxr
W, =S WS, eR (2.18)

W,, = ST W, .S, , e R™ (2.19)

I1.4. Méthode d’ agrégation linéaire

Cette méthode a été introduite par AOKI [21] dans laguelle le modéle d’ ordre réduit est
obtenu par séparation des modes du systéme en deux groupes , les modes dominants (lents) et

les modes non dominants (rapides),et en conservant uniquement les modes dominants .
Procédured’agrégation linéaire

Entrées . on suppose que le systeme est représenté par un modéele linéaire, invariant dansle
temps, stable d’ ordre complet n et représenté dans |'espace d'état par (A, B, C, D, n).
Etapel: Calcul delamatrice desvecteurspropres V

Etape 2 : Calcul de lamatrice d'agrégation K de dimension (rxn) est chois de fagon que y

et ¥ soient suffisamment rapprochées on trouve :
K :T[Ir Or,n—r]\/_l ' T :V (220)

[, =rxn

Etape 3: On suppose un rapport linéaire

z=KxX, zeR™ r<n (2.21)

15
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appelélaloi d agrégation ou z satisfait :

{ﬂ0=FdU+Gwﬂ (2.22)

y(t) = Hz(t) + Eu(t)

Etape4: Encombinant (1.5), (2.21) et (2.22),0n trouve que letriplé(F,G, H ) vérifie:

FK = KA
G=KB (2.23)
HK =C

Sorties: Construction de réalisation d état du modéle simplifié.

B] [F G
{Q Dr}:{H D} (2.29)

(fin de procedure).
11.5. Méthode d’ approximation de Routh (M AR)

Est une méthode simple et directe, cette méhode est basée sur
le critére de stabilité de Routh. La fonction de transfert dordre réduite est déterminée
directement a partir des éléments dans les choix de stabilité de Routh du dénominateur et du

numérateur de lafonction de transfert d'ordre élevé.
Procéduredelaréduction d'ordre par laMAR [23]

Entrée : Ayant un systéme d ordre complet n représente par une fonction de transfert H(s)

Tel que:
H(s)= b,s"+b, " +b,s"? +b,,s™ +... (2.25)
a,s"+a,8" " +a,s" ?+a,s" " +...
AvVec: m<n

Etapel : La table de stabilité de Routh pour les polyndmes de numérateur et celle du de

dénominateur de H (s) sont données ci-dessous sous forme suivant :

16
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o a{).]“pt',e(; o Tablell
rangee de stanilite de numerateur rangée de stabilité de dénominateur
bll blZ b13 bl4 ail a12 a13 a14
0r B b D ay ay 8 4y
b31 b32 b33 agl agz a33
b41 b42 b43 a41 a42 a43
m a'n,l
bm+1’1 a1

Etape 2 : On calculerales autres coefficients des tableaux par I’ agorithme suivant :

Ci=Coju— (Ci—z,l *G —1,j+1)/(Ci—1,1) (2.26)

pour i>3 et 1<j<[(n-i+3)/2]

Sortie: Construction du modéle simplifié représenté par lafonction de transfert donnée par :

r-1 r-2 r-3
b(m+2—r),1s + b(m+3—r),1S + b(m+2—r)vzs te (2 27)
r r-1 r-2 .
Anitr)1S T nio)1S T 8niar)2S T

H,(s)=

(fin de procedure).

[1.6. Méthode d’approximation de Padé

La réduction d’ ordre d’un systéme consiste a le remplacer par un systéme du
méme type mais avec une dimension plus petite et une erreur admissible entre le

systeme original et le systeme d ordre réduit et que ce dernier doit préserver les

17



Chapitrell Différentes méthodes de réduction

propriétés essentielles du systéme comme la stabilité et |la causalité et en se basant sur
le moments [24].

11.6.1 Les moments explicites de lafonction de transfert H(s)

Notant que la fonction de transfert H(s) de (2.25) est une fonction plus

précisément, H(s)e R, , , avec n est I’ ordre de systéme complet.

H(s)= | h(t) e dt (2.28)

o—38

h(t) étant la réponse impulsionnelle du systeme initial.

On utilise le développement en série de Taylor de e * , H(S) est donné par :

r st* st°
H(s):!h(t){l—su > —?+...}dt (2.29)
H(s)zzh(t)dt—szth(t)dtdrsz Igh(t)dt—... (2.30)
H(s)=m, + ms+m,s’ +... (2.31)
avec: _(_1)iwih s Ao
oom = (j)t (t)dt Vi=02n (2.32)

ou m pour i = 0.2n, sont appel é les moments de H(s).On cherche d’ approximer H(S)

par une fonction H,(s) tel que H,(s)e R ,, avec r<<n.

[1.6.2 Procéduredelaréduction d'ordre par |’approximation de Padé [24]
Entrée: Lesystémed ordre complet n représente par une fonction de transfert H(s)

Etapel: Calculede laréponse impulsionnelle du systémeinitial h(t).
Etape2: Calcul lamatrice de Hankel selon larelation (2.32) :

18
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m m m,,
M nxn = rr!l m’]
m, m . My

Etape 3 : Les coefficients {aj} du dénominateur Q,(s) et les coefficients {bj} du numerateur

P_(s) satisfaites le systéme des équations suivant :
b, = a,m,
b, = ma, + mya,

(2.33)

0= my 8, +M, ;a, +...+M_,
0= my 48, + M, .8, +...+ M,

Sortie: L'approximant d'ordre réduit sera représenté par La fonction de transfert H. (s)

donnée par :

P.(s) b,s"+..+bs+h

Q:(s) Cas +a St+.+a

H,(s)=

(fin de procédure).

[1.7. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenter différentes techniques, certains basées sur la
représentation de systémes dans l'espace d'état telles que la (méthode des rédlisations
équilibrées, la méthode de Schur, méthode d’ agrégation ), d'autres basées sur |a représentation
fréquentielles de systemes tell es que (approximation de Routh, et approximation de Padé ) .

Pour chacune d'elle, nous avons rappelé les propriétés du systéme et le critere sur lequel se
base la réduction d'ordre de systeme.

Dans ce qui va suivre, la technique de réduction via I'algorithme de division de facteur et
analyse spectrale sera présentée et comparée avec les précédentes techniques via plusieurs

simulations.
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Chapitrelll
Approximation des systémes complexes par I'Algorithme de

Division de Facteur et Analyse Spectrale Propre

[11.1. Introduction

Les difficultés croissantes dans I'analyse des systemes complexes a rendu nécessaire
I’ étude et le dével oppement des méthodes de réduction d’ ordre.

L'approximation de modéle complexe est un domaine vaste, plusieurs recherches ont éé
effectuée, chagque algorithme peut sappliquer a un probléme donné [11, 25]

La grande majorité de techniques de simplification du modéle pour objectif de conserver la
stabilité. Un moyen le plus évident pour le réaliser est de calculer les pdles de la fonction de
transfert et de séectionner les pdles stables [14].

Nous détaillerons dans ce chapitre respectivement |a méthode de division du facteur
(Lucas) [18], et laméthode de division de facteur et I’ analyse spectrale [19].

111.2. Algorithme de division des facteurs

On considere lafonction du transfert d'ordre n dont les péles sont connus, donnée par :

_by+bs+bs’+...+b, s
O = e s+ )l ) -

Avec pi>0(i=1,23,..,n) sontréds et p; <pz <ps<..... <pp.

Une fonction du transfert réduite qui retient le (n - 1) pbles dominants et les premiers (n - 1)
moments du temps de G(s) est obtenue en divisant le facteur (s + p,) dans le numérateur de

G(s) du terme constant en premier[18]. Le modele réduit sera:

d,+ds+d,s*+....+d
. 4+, ) N 3.2
n—l(S) (S+ p1)(s+ pz) ...... ( ) ( )
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AVec::

do=& et di:M

33
o, o, (3.3)

Pour un modéle d'ordre inférieur, la procédure peut étre répétée sur G.1(S) et ainsi de suite
jusqu'a ce que |'ordre désiré soit atteint.

- Remarque: pour une série successive de modéle dordrer de d; avec i =0,r -1, on

calcule eq (3.3). ou bien, un algorithme peut étre utilisé pour réduirear

Procédure dedivision desfacteurs

Entrée : Le systéme d ordre complet n représente par une fonction de transfert G, (s).

Etape 1: En divisent les facteurs (n -r) des p6les non désirés dans le numérateur directement.
Lesfacteurs (n-r) adiviser sont pris comme suit :

(s+ P NS+ P,.p)wdS+P,)=€ +€S+....+€,_,S

Etape 2: Le numérateur de la fonction du transfert réduite G;(s) sera donc donné par le

développement de série de I'expression A(S):

b, +bs+b,s +....+b, s

A(s) =

Cela est accompli par une forme modifiée d'un algorithme du moment qui utilise la

formule de reproduction (retour) [15] pour produire le 3eéme 5eme, 79 etc lignes dans la
table suivante :
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b, 7
060:%
™M e g e..e,
o 7 G Choonly
alzg
™ e gl
Cw Ty et
az—é
™ e g6
U, P U, u,
ar—zzg
A e
ar71=ﬁ > Vo
avec
qi = Q+1_050Q+1 I = 0,1, ..... I -2
=0, -a6, I=01L... =3

Sortie: Lafonction de transfert réduite sera donnée par:

2
Ay + S+ a,S + ...+, S
G,(s)=

~ (s+p)s+p,)..{s+p)

(Fin de procédure).

(3.4)
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111.3. Algorithme de division de facteur et I’analyse spectrale propre

La description mathématique d’'un grand nombre de systémes physiques est obtenue en
utilisant souvent des considérations théoriques, il en résulte des modéles de grand ordre, que
ce soit via la description d’état ou dans le domaine fréguentiel, une fonction de transfert
d ordre tres élevé. La ssimplification de modéle est une étape plus qu’ importante est souvent
désirable pour la conception de ces systémes ou le calcul d’ une commande.

Les techniques de réduction d'état modele pour les deux types de réduction ont été
proposées par plusieurs chercheurs. Un grand nombre de méthodes de réduction d’ ordre de
systeme continu linéaire est disponible dans la littérature dans le domaine du temps aussi bien
gue dans le domaine de la fréquence [16]. En plus, plusieurs méthodes ont aussi été suggérees
en combinant les caractéristiques des deux méthodes [17].

La présente méthode permet de développer une nouvelle technique de réduction d’ ordre de
systemes de grande dimension qui combine I’algorithme de division de facteur [18] et
I” anal yse spectrale propre en vue d obtenir un systeme d’ ordre réduit.

On utilise I'analyse spectrale propre pour obtenir les pdles d'un systéme réduit tandis que
I’ algorithme de division de facteur est utilisé pour obtenir les zéros du systeme réduit

[11.3.1. Description dela méthode

Soit lafonction du transfert d'un systéme de grand ordre n, (high- order system HOS):

_ N(S) _ b, +bs+ b252 Fot bn_lsn—l
Gn(S)_ D(S) - (S+ pl)(S-l- pz) _____ (S-i- pn) (3.5)

avec —p >—p,>...>—p, sontlespdlesdeHOS

Lafonction du transfert d'un systeme réduit d'ordrer (low- order system L OS):

= (3.6)
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Pour trouver G, (s) ,nous utilisons la procédure suivante [19].
[11.3.2. Procédure dedivision defacteur et |’analyse spectrale propre

Entrée: Lesysteme d’ ordre complet n représente par une fonction de transfert G, (s)

Etape 1. Fixation de lazone du spectre propre (eigen spectrum zone ESZ) du HOS comme
montré dans Fig. (3.1).

Etape 2: Onquantifiele pole centrae p, deHOS:

o :z{*:%e(pi) (3.7)

Oncacule p, deHOS

_Re(p,)
" Relp) o9

Etape 3: Détermination les points de spectre propres de LOS ( Fig. (3.2) )
On a p/ et p, sont respectivement pole centrale et raideur du systéme de LOS tels que

P, =P, €& p.=p, aors

,_ Relpl) _
DS—WE?)— Ps
. _ Re(p})+ Re(p,)+...+ Re((p;)

P = P
r

(3.9)

avec — p/(i=1r) sont lespdlesde LOS

24



Chapitrelll  Approximation des systemes complexes par |I'Algorithme de Division de Facteur et Analyse Spectrale Propre

on note que::

Re(p:r):;ee(pi) =M (310)

Re( pll )+M = Re( plz ),Re( plz )+M = Re( pls) ------- Re( plr—l )+M = Re( p.r )

I'équation (3.9) devient :

Re(p1)+ Re(p) + (Re(p})+ M)+ (Re(py)+ M )+ ..+ (Re(pr ) + M)

Pm =

tel que p,r = Re(p})+ Re(p;)+(Re(p})+M)+(Re(p})+2M )+ ..+ (Re(p;) +(r —2)M)
= Re(p])+ Re(p! )+ Re(pNr =2)+(M +2M + ...+ (r —2)M)

tel que N =Re(p)r-1)+Re(p/)+QM (3.11)

ou N=pr e QM =M +2M +..(r —2)M

Onmet Re(p,)= p,Re(p,) leséquations(3.10) et (3.11) deviennent :

Re(p, )- p,Re(p,)=M(r-1) (3.12)
p, Re(p/ Jr —1)+ Re(pP, )+ QM = N (3.13)

En récrivant les équations (3.12) et (3.13) on obtient :
Re(plr )(1_ ps)+ M (1_ r): 0

Re(p, [ p.(r—-1)+1]+ MQ= N, telsque

{los(f—l)+1 Q }{Re(p'r)}{“} (3.14)

@-p) @0 ™ 0
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jw
A
+ Im(max)
: 3 O
Re(p, ) Re(p,)
— Im(max)
Fig. 3.1- Lazone d'analyse spectralede HOS
Jw
A
+—— > ¢— M—> «— M—>
¢ { J\ »O

Re(p) Re(p,) Re(p,) Re(p})

Fig. 3.2-Les points de spectre propres deLOS
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Etape 4 : On utilise I'algorithme de division de facteurs [18] comme montré dans (3.4) pour
calculer N(S) del'équation (3.6) :

N(s) = NGs) D(s) = N/(Sg _ 2L (3.15)

- DS)V/D() Yes

Par conséquent, le numérateur N(s)d'équation (3.6) est donné par:

i=0

Sortie : L'approximant d'ordre réduit sera représenté par lafonction de transfert donnée par:

(Fin de procédure).

[11.4. Conclusion

Dans cette nouvelle technique de réduction d’ ordre de systemes de grande dimension qui
basée sur I’agorithme de division de facteur et I’analyse spectrale propre les pdles sont
déterminés par |’analyse spectrale propre et les zéros sont déterminés par I'agorithme de
division de facteur.

Cette méthode aisément éendue aux systémes possédant des pdles imaginaires et ainsi
qu'aux systemes multi-entrée multi-sortie (MIMO) [18].
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ChapitrelV

Simulations et résultats

[V.1. Introduction

Dans ce chapitre, plusieurs exemples de simulation ont été réalisées, afin de mettre en
évidence, les performances de la méhode de réduction d’ ordre de systéme de grande
dimension qui combine I’agorithme de division de facteur et I’analyse spectrale propre en
vue dobtenir un systeme d ordre réduit. Ains en comparant cette nouvelle approche a
diverses techniques de réduction d’ordre qui opérent aussi bien dans le domaine frégquentiel
(approximation de Padé, approximation de Routh et la méthode de division de facteur
(Lucas)), que des techniques représentée dans I’ espace d'état (la méthode d’ agrégation, la
technique de Schur), ceci pour mieux apprécier les avantages de cette technique et en toute
objectivité d'évaluer ses défauts.

Pour une simulation en tout sens nous allons procéder comme suiit :

= Cadcul lespblesdes modeles (initial et réduits).

= Cadcul desvaeurssingulieres des modélesinitial et réduits.

» Lieudespblesdes modées (initia et réduits).

= Répartition des valeurs singulieres du modéleinitial.

= Anayse temporelle:
- Réponses impulsionnelles des modéles (initia et réduits) ainsi que leurs écarts.
- Réponsesindicielles des modeles (initia et réduits) ainsi que leurs écarts.

=  Anaysefréquentielle:
- Spectres d'amplitude et de phase des modeles (initia et réduits).

" Calcul del'index d'erreur ISE.
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1V.2. Exemple 1

Soit un systeme SISO, continu, stable, minimal d'ordre (10) [20], défini par |a fonction de
transfert suivante:

540.70748x 10"
G (S): 1o (S+X )
i=1 pi

Lespbles p. du systémeinitial sont donnés par :

p =[-2.04,-183,-50.13,-95.15,-148.85 — 205.16 , — 257.21,— 298.03, —320.97 , — 404.16]

On fixel'ordre de réduction a r=2, ce qui a correspondant :

—28.3902s + 647.6004 -2.049s+ 37.33
G(Pr 0posé) (S) = 2 C-:'(Lucas) (S) = 2
s° +359.999s + 647.60193 s +20.34s+37.33
- 0.4916s+19.93 355.4s+ 5107
G(Schur) (S) ~ 2 G(Agrégation lindaire) (S) =
€ +11.03s+20.33 s +20.34s+37.33
18.41 -1.032s+ 27.96
G S)= G o (S)=
o (9) s? +11.04s+18.41 a0 (9) s? +15.745+ 27.97
Tab. 4.1. Poles des modélesinitial et réduits
Systéme initial Méthode Méthode Méthode Méthode Méthode Méthode
(ordre 10) proposée Lucas Schur d'agrégation linéaire Routh Padé
(ordre2) (ordre2) (ordre2) (ordre2) (ordre2) (ordre2)
-2.0400 -358.1920 | -18.3000 -8.6907 -18.3000 -8.9927 -13.6982
-18.3000 - 1.8080 -2.0400 -2.3393 -2.0400 -2.0470 -2.0415
-50.1300
-95.1500
-148.8500
-205.1600
-257.2100
-298.0300
-320.9700
-404.1600
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Lesvaleurs singuliéres (2 ) correspondantes sont données par | e tableau suivant :

Tab. 4.2. Lesvaleurssingulieres des modelesinitial et réduits

Systéme initial Méthode Méthode Méthode Méthode Méthode Méthode
(ordre 10) proposée Lucas Schur d'agrégation Routh Padé
(ordre 2) (ordre 2) (ordre 2) linéaire (ordre 2) (ordre 2)
(ordre 2)
57.91e-002 54.16e-002 58.58e-002 57.91e-002 | 14.806e-001 | 56.66e-002 | 57.87e-002
08.89e-002 4.16e-002 8.58e-002 8.89 e-002 89.01e-002 6.66e-002 7.89e-002
01.08e-002
1.22e-003
1.21e-004
1.02e-005
6.99e -007
6.56e-008
1.45 e-009
1.41 e-010
Lieu des Hiles des systémes inhial et reduits
1 T T T T T T T T
0
B
=
5%
0&F . W o B O oo
R
o =N F-N.
[ Eesass
= = o o o o O
g IEEEE S
= OF * * * - * - - - _,E}Bp =32 E E E E
e s IEEEE
= 50 9 00T T O
i E-fprER
il o E o oD O @ D
5§25 .E,E b
] % O & .G
05 18288888
- n & P e o 2k
R T )
. X + 4
- 1 1
4500 400 350 3000 2500 2000 1500 -100 -50 0
Partie réella
Fig. 4.1- Lieu desplles des systemesinitial et réduits
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0.7

abs

Order
Fig. 4.2- Répartition desvaleurssingulieres du systemeinitial

Dans ce qui suit on va faire I'analyse temporelle des systemes initial et réduits par les
réponses impulsionnelles et indicielles ains qu'une analyse fréquentielle (les spectres
d'amplitude et de phase).

LM

Edu{MEthods proposés)
edu(MEthode agréaation inéaire)
éduiiMsthocde Routh)
eduitiMethode Pade)

EduiMéthode Schur)

edut(Methode Lucas)

= R =R ol -l <R TR o)

Reponse impulsionnelle

Systéme
Systdme
Systéme
Syatéme
Syatéme
Systeme

0 5 i 1.5 2 25 3
Temps (zec)

Fig.4.3- Réponsesimpulsionnelles des systémesiinitial et réduits
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Chapitre IV
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Fig.4.4- Réponsesindicielles des systemesinitial et réduits
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V.3. Exemple2

Soit un systéme SISO, continu, stable d'ordre (4) [19], défini par la fonction de transfert

suivant :

G (5)- S’ +75° +24s+24
s* +10s® + 3552 + 50s + 24

Les modéles d'ordre réduits correspondants a I’ ordre r=2 sont donnés par les fonctions de

transferts suivantes;

0.6667s+ 4 0.833s+2
GProposé (S) =72 £e. GLucas (S) =2 o~
s*+5s+4 ?4+3s+2
0.82162s+ 0.45418 3s+4
(Schur)( ) Sz +126795 + 04663 (Agrégation Ilnealre)( ) 52 +35+ 2
0.7304s+ 2.504 0.7947s+ 0.7947
Gipacs) () G (routy (8)

T & +3.443s + 2.504 T <2 +1.6565 +0.7947

Tab. 4.3. Polesdes modélesinitial et réduits

Systeme Méthode Méthode Méthode Schur Méthode Méthode Routh Méthode
initial proposée Lucas (ordre 2) d'agrégation (ordre 2) Padé
(ordre 4) (ordre 2) (ordre 2) linéaire (ordre 2)

(ordre 2)
-1 -1 -1 -0.6340 + 0.2538i -1 -0.8278+0.3308i -2.400
-2 -4 -2 -0.6340 - 0.2538i -2 -0.8278-0.3308i -1.0435
-3
-4
Lesvaleurs singuliéres (2 ) correspondantes sont données par |e tableau suivant :
Tab. 4.4. Lesvaleurssingulieres des moddesinitial et réduits
Systeme Méthode Méthode Lucas Méthode Méthode Méthode Méthode
initial proposée (ordre2) Schur d'agrégation linéaire Routh Padé

(ordre 4) (ordre2) (ordre2) (ordre 2) (ordre2) (ordre2)

0.5179 0.5213 0.5106 0.5179 0.9714 0.5193 0.5212

0.0309 0.0213 0.0106 0.0309 0.0286 0.0193 0.0212

0.0124

0.0006
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V.4. Exemple3

Soit un systeme SISO, continu, stable d'ordre (8) [19], défini par la fonction de transfert

suivant:

G (9)- 18s’ +514s° +5982s° +36380s" +122664s’ + 222088s’ +185760s + 40320
s® + 365’ +5465° + 4536s° + 22449s" + 67284s° +118124s” +109584s + 40320

Les modeles d'ordre réduits correspondants ar=2 sont donnés par les fonctions de transferts

suivantes:
24.11429s+8 6.7786s+ 2

Gy oppee(S) = > 2 Gl (s) =t

a9 < +9s+8 (9 s%+3s+2

17.772s+ 4.5459 1.044s-1.9563

G S)= G P - S)=

(Schur)( ) 52 + 736465 + 48335 (Agrégation Ilnealre)( ) 52 + 35 +2

15154 4.821 G (S) ~1.99s+0.4318
Gi(pacs) () ——— (R 1>/~ 2 411745 +0.4318

T &2 +50993s + 4.821
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Tab. 4.5. Polesdes modélesinitial et réduits

Systeme initial Méthode Méthode Méthode Méthode Méthode Routh Méthode
(ordre 8) proposée Lucas Schur d'agrégation linéaire (ordre 2) Padé
(ordre2) (ordre 2) (ordre2) (ordre 2) (ordre2)
-1 -1 -1 -6.6363 -1 -0.5868+0.2957i | -5.0361
-2 -8 -2 -0.7283 -2 -0.5868-0.2957i -0.9572
-3
-4
-5
-6
-7
-8
Lesvaleurs singulieres (2 ) correspondantes sont donnees par |e tableau suivant :
Tab. 4.6. Lesvaleurssingulieresdes modéesinitial et réduits
Systemeinitial | Méthode Méthode Méthode Méthode Méthode Méthode
(ordre 8) proposée Lucas Schur d'agrégation linéaire Routh Padé
(ordre2) (ordre2) (ordre2) (ordre2) (ordre2) (ordre2)
1.2167 1.3510 1.1608 1.2167 0.7224 0.9098 1.2763
0.7464 0.8510 0.6608 0.7464 0.2333 0.4098 0.7763
2.79 e-002
1.9e-003
1e-004
1.588e-006
1.456e-007
3.514e-009
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1V.5. Exempled

Soit un systeme MIMO, (2-entrées, 2-sorties) continu, stable d'ordre (6) [20], défini par la

fonction de transfert suivantes :

G(s)= (s+1)(s+ 2)(s+ 3)(s+5)(s+10)(s+ 20)

1 {255 +70s" + 7625 +3610s” + 77005+ 6000 S°+38s" + 459’ + 21825 + 41605+ 240

Les modeles d'ordre réduits correspondant sont donnés par les fonctions de transferts

suivantes;
G ()= 1 6.043s+8.471 3.942+3.388
proposeet™ ™ &2 1 13.67s+8.471| 2.81s+4.235 8.02s+8.471
1 1.2s+2 0.84+0.8
Glucas(s) =2 Al A
S°+3s+2[055s5+1 1.667s+2
Gu (5)= 1 1.308s+1.360 0.836s+ 0.521
i 1% 4+ 2.431s+1.4668| 0.593s+ 0.685  1.300s+1.561

Gagrégation Iinéaire(s)

1 {0.88898+1.7778 0.6667s+ 0.6667}

0
<° +30s* +3315° +16505” +37005+3000  S° +425* + 601’ + 366057 + 91005 + eooo}

- s*+3s+2| 0.4737s+0.9474 4s+4
1 s+6 2s+10
Gras(8)= g
1s* +11s+10| s+4 s+10
G (S) 3 0.910s+0.7091 0.9417s+0.2837
Rt 18% +1.548s + 0.7091| 0.4373s+ 0.3546  1.076s+0.7091
Tab. 4.7. Ples des modélesinitial et réduits
Systeme Méthode Méthode | Méthode Méthode Méthode Méthode
initial proposée Lucas Schur d'agrégation linéaire Routh Padé
(ordre 6) (ordre2) (ordre2) (ordre2) (ordre2) (ordre2) (ordre2)
-1 -13.0158 -1 -1.320 -1 -0.7741+0.3314i -10
-2 -0.6508 -2 -1.111 -2 -0.7741-0.3314i -1
-3
-5
-10
-20
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simulations et résultats

Lesvaleurs singulieres (2. ) correspondantes sont données par |e tableau suivant :

Tab. 4.8. Lesvaleurssingulieres des modelesinitial et réduits

Systéme Méthode Méthode Méthode Méthode Méthode Méthode
initial proposée Lucas Schur d'agrégation Routh Padé
(ordre 6) (ordre2) (ordre2) (ordre2) linéaire (ordre2) (ordre2)
(ordre2)
0.7139 0.5230 0.7090 0.7139 1.0613 0.8080 0.7139
0.2991 0.2414 0.2791 0.2991 0.3939 0.3323 0.2991
0.0442
0.0342
0.0022
0.0001
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Fig.4.43- Spectresd’amplitude et de phase des systemesinitial et réduits
V.6. Exempleb :

Un exempleréel (PDE [26]), il décrit vue équation aux dérivées partielles suivant :

— =+ 2+20——18Ox+f
ot 0z ov 0z

2 2
OX 0°X  0°X 0 X (v,2)ult) .

Avec:  x:est unefonction du temps (t).
v : est laposition verticale.

Z: est laposition horizontale.

Le systeme est S SO d'ordre 84 donnée par laréadlisation[ A, B, C, D, 84].

Les modeles d'ordre réduits correspondant sont donnés par les fonctions de transferts

suivantes:
6831s+1.914e005 20185+ 5.903e004
G(Pr oposé) (S) =3 G -
s +7035s+1.767e004 (Routh) 52 +2088 s+ 5449
2822s+ 2.006e006 _ 2522s+ 7.658e004
G( Schur) (S) =2 G( Lucas) (S) =7
s° +1030 s+ 1.85e005 s° +1025 s+ 1.836e005
2618s+4.809e004
G( Pade) (S) =

s® + 260 s+ 4439
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Tab. 4.9. Polesdes modéles réduits

Méthode Méthode Méthode Méthode Méthode
proposée Lucas Schur Routh Padé
(ordre 2) (ordre 2) (ordre 2) (ordre 2) (ordre 2)
-677.40 -793.25 -798.44 -178.22 -241.61
-26.08 -231.43 -231.75 -30.57 -18.37

Lesvaleurs singuliéeres (2. ) correspondantes sont données par |e tableau suivant :

Tab. 4.10. Lesvaleurssingulieres desmodéles réduits

Méthode proposée | Meéthode Lucas | Méthode Schur | Méthode Routh M éthode Padé
(ordre 2) (ordre2) (ordre 2) (ordre2) (ordre 2)
5.086 1.23 5.34 5.56 541
0.33 1.02 0.0795 0.15 0.001
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IV.7. Interprétation

Apres avoir obtenu les résultats de simulation des différents exemples (modéles) suggérent,
nous avons pu affirmer les performances dont la méthode de réduction d’ ordre par division
de facteur et |’analyse spectrale bénéficie par rapport a les autres méthodes, en outre de
meilleures réponses impulsionnelles nettement prouvé par les écarts, ainsi qu'une minimalité
et stabilité maintenus.

Pour que notre simulation soit plus générale et fructueuse nous avons choisis d'éudier cing
exemples, quatres exemples SISO et un exemple MIMO.

Nous alons interprete leurs simulations comme suite :

Exemplel: SISO, minimal, stable, d'ordre (10), aprés la réduction (r=2) par les différents
méthodes nous avons eu des modéles reduits, stables et minimaux mais des indices d'erreur
ISE [19] sont différentestel que:

ISE = [[y(t)-y, (t)Fat y(t): Réponses indicielles du systéme initial
0

yi(t) : Réponsesindicielles du systeme réduit

Systemes ISE
Systéme reduit 8.6779e-001
(Méthode Lucas)
Systéme reduit 2.7300e-001
(Méthode de Schur)
Systéme reduit 2.8715e-001
(Méthode proposee)
Systeme reduit 0.9889e+000
(Méthode agrégation linéaire)
Systeme reduit 2.7191e-001
(Méthode Padé)
Systeme reduit 2.6852e-001
(Méthode Routh)
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Exemple2: SISO, minimal, stable, d'ordre (4), présente des ordres de réduction (r=2) par les
différentes méthodes. L'éude temporelle ainsi que le plan de stabilité montrent la stabilité du
systéme réduit car les pdles du systeme réduit sont appartient au demi plan gauche, le modéle
réduit suit le comportement du systeme initial, les indices d'erreur ISE sont dans le tableau

suivant :

Systemes ISE
Systéme réduit 5.9256e-005
(Méthode L ucas)
Systeme réduit 2.5861e-005
(Méthode de Schur)
Systéme réduit 4.7406e-005
(Méthode proposée)
Systeme reduit 8.455e-001
(Méthode agrégation linéaire)
Systeme réduit 9.7611e-005
(Méthode Padé)
Systéme réduit 6.222e-005
(Méthode Routh)

Exemple3: SISO, stable, d'ordre (8), pour un ordre de réduction (r=2) les réponses
impulsionnelle et indicielle montrent que les systemes sont stable, la méme conclusion on
I'obtient & partir du plan de stabilité, le comportement fréquentielle est globalement identique
dans le systémeinitial et réduit lesindices d'erreur ISE  sont dans le tableau suivant:

Systemes ISE
Systéme réduit 5.6597e-002
(Méthode L ucas)
Systéme reduit 5.6597e-002
(Méthode de Schur)
Systéme reduit 6.0408e-003
(Méthode proposee)
Systéme réduit 3.8657e+000
(Méthode agrégation linéaire)
Systéme reduit 1.9830e-003
(Méthode Padé)
Systéme reduit 1.5797e-001
(Méthode Routh)
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Exemple4: MIMO, minimal, stable, d'ordre (6), aprés la réduction (r=2) par les varies
méthodes nous avons eu des modéles réduit, stables et minimaux, |’approche de méthode
proposee donne de performances du modele simplifié que soit dans le domaine temporel ou

fréquentielle pour les deux entrée. Lesindicesd'erreur | SE  sont dans le tableau suivant:

Systemes ISE
Systeme réduit 1.3416e-004
(Méthode Lucas)
Systéme réduit 1.3416e-004
(Méthode de Schur)
Systeme réduit 4.4565e-002
(Méthode proposée)
Systeme reduit 1.1979e-002
(Méthode agrégation linéaire)
Systeme réduit 1.2412e-001
(Méthode Padé)
Systeme reduit 2.0071e-003
(Méthode Routh)

Exempleb: est un systéme SISO, continu, stable, minimal d'ordre (84) défini par une équation
aux derivées partielles (PDE).

Pour cet exemple la réduction par la méthode d'/Agrégation linéaire n'est pas possible, du
fait que la matrice systeme pose des problémes de singularité (mauvais conditionnement).

Apres laréduction (r=2) par les approximation (Lucas, Schur, Padé, Routh, et la méthode
proposee) on remarque que les réponses impulsionnelles et indicielles du modele d ordre
réduit sont confondues avec celles du modéleinitial.

Leur spectres d’ amplitude et de phase sont presque les mémes, la stabilité est maintenue.

Toute les approches préserve les propriétés clés du systeme initial et le systéme d' ordre
réduit est toujours stable et causal (donc physiquement réalisable).

Lesindicesd'erreur | SE sont dansle tableau suivant:
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Systémes ISE
Systéme réduit 9.5 e-004
(Méthode Lucas)
Systeme reduit 8.191e-005
(Méthode de Schur)
Systéme réduit 5.441e-003
(Méthode proposée)
Systéme réduit 1.00e-001
(Méthode Padé)
Systéme réduit 1.01e-002
(Méthode Routh)

- Pour les exemples précédents, nous avons illustré les réponses fréquentielles et temporelles
en tracant les spectres d’amplitude en (dB), spectres de phase ains que la distribution des
valeurs singulieres en fonction de I'ordre de réduite 'r'. Les graphes montrent que les
approximantes suivent fidelement le comportement global du systeme initial. On notera
comme méme une légére déviation : ces erreurs sont dles a une réduction conséquente
d ordre

- Le modéle d'ordre réduit est stable, et minima (compléement commandable et
completement observable)

- Pour bien apprécier la distance entre modele initial et approximant issus de la réduction, les
spectres d’ amplitude du systéme original et ceux réduits ont été tracé et montre bien que sont
presgque confondus.

- On remarque que pour les magjorités des exemples que les approches fréquentielles sont plus

proches au systeme initial que les approches temporelles.
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VV.8.Conclusion

Ce travail repose sur l'approximant de systeme de grande dimension, en utilisant
I'algorithme de division de facteur et analyse spectrale propre.

Divers simulation ont été effectuées et comparé a d'autres techniques citées dans ce
meémoire, Nous ont permis de juger sur la qualité de |'approximant issu de la technique objet
d'étude.

C'est un modéle fidéle au systéme initial puisqu'il préserve les propriétés clés du systeme
original.

Aussi, sappuyant sur les résultats calculés du critére d'erreur ISE ains que l'analyse
fréquentielle, cet approximant se situe bien aux cotés des modéles d'ordre réduit issus de
Schur, Routh, et Padé.






Conclusion générale

Dans ce mémoire, I'objectif principal était d'étudier et d'évaluer une nouvelle technique de
réduction d’ ordre de systémes de grande dimension qui basée sur I’ algorithme de division de
facteur et |’ analyse spectrale propre.

Cette méthode d'approximation et orientée vers laréduction de systemes continus, linéaires,
invariants dans le temps. Elle est développée pour réduire aussi bien les systemes SISO que
MIMO.

Afin d'évaluer les performances de cette méthode (méthode proposée), nous avons
comparé le modele réduit via cette approximation a d'autres dans lequel des algorithmes sont
élaborés pour étre appliqués a tels ou tels probleme d'ordre par exemple: Signa de Parole
[27], synthese desfiltres [28, 29], les systémes incertains [30].

Sachant que la réduction d'ordre se révélé d'un intéré majeur pour l'industrie puisqu'elle
permet un gain du codt de production tres important.

Nous avons contribué via ce modeste travail a éudier et conclure sur la validité

d'utilisation de |'approche de division de facteur et analyse spectrale propre.
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ANNEXE A
VALEURS SINGULIERESET ALGORITHME SVD

Les valeurs singulieres d'une matriceA e C™", de rang (r), notées o, sont les racines carrés

non négatives des valeurs propresde(A'.A), ordonnées telles que:

L =« A >2c0,>0

Si r < n, nous aurons (n-r) valeurs singulieres nulles, c.-a-d :

O il = O 4] = errereerennnd c,=0
Il existe deux matrices orthogonades UeC™™ veC™"et une matrice diagonae

Y eC™"tellesque:
A=UYV' = U.Ff 0}.VT
0 0

AVEC: T, =diag(0y, 00, s, G,).

et les valeurs singuliéres o,, (i =1,r) sont les racines carrées des (r) valeurs propres positives
(non nulles) de(AT A),

U et V sont les matrices orthogonales ayant pour colonnes les vecteurs propres de(AT A), et
de(A.AT) respectivement.

Cette décomposition est dite "Décomposition en Valeurs Singulieres’ (SVD) delamatrice A.

Remarque
SiIA=U.XV'T est la décomposition en valeurs singulieres de la matrice A, dors les

décompositions en valeurs propres de(AT.A) et(A.AT) sont données par :
ATA)=V.CT.2).vT=v.32VT
AANH=U.C.2HuT=u3x2UT

Notons :
o(A) =0, [laplus grande valeur singuliére de lamatrice A]

o(A) =0, [laplus petite valeur singuliere de lamatrice A]



Les valeurs singulieres minimum et maximum d'une matrice A, notées respectivement o

et , sont équivalentes en terme de norme spectrale &

o(A) =[Al,

“A’l“;l s det(A) £ 0
0 S det(A) = 0

o(A) =

La vaeur singuliére minimale z(4)donne une mesure de la tendance a la singularité de la

matrice A.

Propriétésdesvaleurssinguliéres

i/ g(A):minM,XeCn
I
2i/ c_s(A):min"'A‘)<|| ,XxeC"
|
3i/ o(A) <[1 (A)|<o(A); ou A,() estlai®™™ valeur propre de (.)

4i/ siA™! existe,

oA == Al_l)
5i/ s Alexiste,
ol = 9(: )
6i/ o(0A) = o o(A)
7il o(A + B) < o(A) + 6(B)
8i/ o(A.B) <o(A).o(B)
9i/ max|o(A), o(B) < o(A.B) < V2 max{o(A), 5(B)|
10i/ max | & ;| < o(A) < n.max| a |

11i/ 3 no?=tr|aT.A|



ANNEXE B
ALGORITHME DE CHOLESKY

Les opérations de factorisation et de triangularisation de matrices constituent les
opérations de base des nouveaux algorithmes de contrdle ou de traitement de signal.
Ainsi |a procédure de décomposition LU d'une matrice A (n,n), avec:
L: matrice triangulaire inférieure,
U: matrice triangulaire supérieure,
permet par exemple de ramener larésolution du systéme d'équations linéaires
A.x=B
ou: A = nxn-matrice
B,X = n-vecteur
A larésolution de deux systémes particuliers:
- Systémetriangulaireinférieur  L.x=B
- Systéme triangulaire supérieur U.x=Y
Si A est une matrice symétrique, définie positive, alors Cholesky nous affirme que A
peut se mettre sous laforme:

A=SS'

ou S est une matrice triangulaire inférieure.

all...aln Sll... O Sll... Snl
0 .
| @n-- @m | | Smer S || 0.0 0S8y, ]

Certains auteurs considerent S comme étant |la racine carrée de la matrice A, du fait gu'une
telle décomposition (Cholesky) est unique.
L'algorithme de factorisation de Cholesky permet de calculer les coefficients S, ;de la matrice

S par récurrence:



Algorithme
Entrées A: nxn-matrice

For i=1tonDo

S =

]

If S;; =0 then Halt (A est non définie positive)
While j>i and j<n do j>1

1 i-1
Sl,i :g[aiyj _Zkzls'vk _Sjyk]

End loop onii.

Sortie:  S: nxn-matrice triangulaire inférieure






ANNEXE C
ALGORITHME D'EQUILIBRE

Equilibre desmodées

L'équilibre des modeles est I'étape fondamentale sur laguelle repose la MRE. |l consiste en
la détermination d'une transformation non singuliére T dont le calcul est essentiellement basé
sur les grammiens de commandabilité et d'observabilité du modéle.

Le systéme (A.,B.,C.,n) €equilibré s obtient a partir du systeme (A,B,C,n) en suivant la
procédure :

Procéduredel’équilibre

Entrées. Ayant laréaisation dordren(A,B,C,n)

Etape 1: Calcul des facteurs de Cholesky desgrammiens(w,) et (W, ), tels- que:
W, =L.LL
W, =L LT

Ou L et (L,) : sont des matrices triangulairesinférieures .

Etape 2: Calcule de la décomposition en valeurs singuliéres (SVD) du produit des facteurs
de Cholesky :

Lole=UD VT
U et V : sont des matrices orthogonales
DD T — ) ;201 yi=l...n

Etape 3. Calculedelatransformation d’ équilibre T

T=Lv.y 7?2
T MU
Etape 4. Calcule des matrices d’ état équilibrées

Ag=TTAT= M2UTLLALNVY M2
B.=T"B=) "2UTL,B

Co=CT=CLoVv.y 2

Sorties. Ayant laréalisation équilibrée d'ordre complet(A,,B,,C,,n)

(Fin de procédure).
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Abstract:

The easy and simplicity of manipulation and the multiple applications provided by
approximate reduced-order systems, in comparison with original high order systems, make the
topic of model reduction a subject with big importance: it alows us to get models that
approached in their behavior, by satisfactorily way, the high order origina systems.

In this project we study one of recent reduction methods, which combine the algorithm of
factor division and eigen spectrum analysis, and we compare it in the time domain (Moore
method, Schur method, linear Aggregation method), and in frequency domain (Routh
approximation, Padé approximation), in order to determine its performances.

Key words: high order systems, model reduction, factor division, eigen spectrum anaysis,
Moore method, Schur method, linear Aggregation method, Routh approximation, Padé
approximation.

Résumé:

La facilité de manipulation et les multiples applications que nous procurent les systémes
d'ordres réduits ou approximant par rapport aux systémes complexes originaux issus de lathéorie
de réduction d’ ordre un sujet de grande importance car €lle nous permet d'avoir des systémes qui
approchent, de fagon assez satisfai sante du comportement global des systemes initiaux.

Nous avons étudié dans ce travail, une des méthodes récentes, qui combine I'algorithme de
division de facteur et I'analyse spectrale propre, en la comparant a d'autre différentes techniques,
certains basées sur la représentation temporelle du systeme (méthode de Moore, méthode de
Schur, méthode d’ Agrégation linéaire), d'autres basées sur la représentation fréquentielles du
systéme (approximation de Routh, et approximation de Padé), par diverses simulations, nous
avons pu conclure sur les performances de cette technique.

Mots clés : systémes complexes, réduction de modéles, division de facteur, analyse spectrale
propre, technique de Schur, approximation de Routh, approximation de Padé, méthode de
Moore, méhode d’ Agrégation linéaire.
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