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Liste des symboles  

 

ℜ: Ensemble des réels 

₵: Ensemble des complexes  

� : Ordre du système initial. 

� : Ordre du système réduit. 

� : Variable temporelle discrète 

� : Variable complexe fréquentielle 

(�, 	, 
, �) : Réalisation d'ordre complet dans l'espace d'état. 

(� , 	 , 
 , � , �) : Réalisation d'ordre réduit r. 

�(�) : Vecteur d'état discret. 

�(�) : Signal d'entrée discret. 

�(�) : Signal de sortie du système d'ordre � 

�(�) : Signal de sortie du système d'ordre réduit. 

� : Matrice des valeurs singulières. 

�� : �
è�� valeur singulière.  

λ (.) : Valeur propre de (.). 

�� : ( � × �) Matrice identité. 

� : Pulsation discrète.  

� : Impulsion de Kronëcker.   

∗ : Conjugué.  

� : Transposé.  
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 !,  " : Grammiens de commandabilité et d'observabilité. 

det (. ) : Déterminant de la matrice (.) 

 

Liste des abréviations   

 

MIMO: Multiple-Input / Multiple-Output. 

SISO: Single-Input / Single-Output. 

RIF: Réponse impulsionnelle finie. 

RII: Réponse impulsionnelle infinie. 

TF: Transformé de Fourier. 

TZ: Transformé en Z. 

LTI: Linéaire, invariant dans le temps. 

SVD: Singular Value Decomposition. 
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Introduction générale 

 

 

Les outils de plus en plus performants mis à la disposition de l'ingénieur désirant 

modéliser un processus physique complexe conduisent bien souvent à un modèle de grande 

dimension. L'usage directe de celui-ci peut nécessiter un volume de calculs important ou 

engendrer des difficultés numériques, pour ces raisons, il est auparavant souhaitable  

d'essayer de réduire l'ordre du modèle, tout en reproduisant très précisément son 

comportement original. 

L'objectif de mon travail est de simplifier les filtres numériques  RII d'ordre �  aux 

filtres RII d'ordre � < � par une nouvelle approche en utilisant la matrice inter-grammien 

dans le domaine fréquentiel, avec une erreur faible. Pour donner valeur à la méthode 

proposée, une étude comparative (performances) faite entre notre méthode et d'autres 

approches dans le domaine temporel à base du logiciel MATLAB 2009. 

L'organisation du mémoire comme suit : 

Dans le chapitre 1, on donnera des notions sur les systèmes linéaires (continus, discrets), et 

sur l'espace d'état. Dans le chapitre 2, on  synthétisera les filtres numériques, en donnant 

des différentes méthodes de synthèse (fréquentielle, temporelle). Dans le chapitre 3, on 

donnera les algorithmes des méthodes de réduction d'ordre (domaine temporel) et la 

méthode proposée (domaine fréquentiel). Des simulations et interprétations de divers 

algorithmes de réduction d'ordre ainsi que l'algorithme de la méthode proposée, permettant 

de calculer avec précision le filtre d'approximation d'ordre réduit à partir de celui d'ordre 

complet, sont donnés dans le chapitre 4. 

 Une conclusion générale, mettant en valeur notre travail est présentée. En annexes, 

nous donnons l'algorithme SVD (Singular Values Decomposition) en Annexe A, et 

l'algorithme d'équilibre des systèmes numériques en Annexe B. 
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Chapitre I: Généralités sur la 

représentation d'état des systèmes                            

 

I.1. Introduction 

Dans ce chapitre, on donne les notions de base des systèmes linéaires, continus soient 

t'ils dans le temps ou discrets. 

On donnera les différentes classifications  des systèmes, ainsi que les diverses représentations 

de ces derniers. Une attention est faite pour la représentation d'état, qui permet de voir, et 

d'évaluer les états internes des systèmes, et voir par la suite leur effet sur le modèle complet, 

dans un sens donné (dans notre cas le sens énergétique), et comment exploiter cette 

représentation dans l'approximation  par réduction d'ordre de tels systèmes. 

I.2. Notion et Classification des systèmes  

Un système est un aménagement ou une combinaison ordonnée de parties dans un tout [5]. Le 

vocable système est aussi un ensemble d'interactions régulières d'éléments formant un tout 

unifié. 

Il existe plusieurs classifications pour un système: 

• Systèmes continus et systèmes discrets: un système continu traite des signaux qui 

sont défini à des instants continus, par contre le système discret traite des signaux 

discrets, c.-à-d. définis à des instants multiples de la période d'échantillonnage ��. 
 

• Systèmes SISO (Single_Input_Single_Output) et systèmes MIMO 

(Multi_Input_Multi_Output): un système est dit SISO (monovariable, scalaire), s'il 

possède une seule entrée et une seule sortie, tandis que un système MIMO est un 

système ayant "r" entrées et "p" sorties (multivariable, vectoriel)  
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u                                           y             �                                             �              

 

                SISO                                                      MIMO 

 

                                                                                     � � ��⋮�
� ,  � ���⋮��  

 

Fig.1.1 Bloc diagramme des systèmes SISO et systèmes MIMO 

 

où u (U) et y (Y) représentent respectivement l'entrée et la sortie du système, et T un 

opérateur (fonctionnel) qui relie l'entrée du système à sa sortie.  

 

I.3. Représentations et propriétés des systèmes   

   Dans ce qui suit, on traite le cas général, c'est-à-dire les systèmes MIMO, continus et 

discrets.   

I.3.1 Cas de systèmes continus 

Un système d'équations différentielles 

Chaque équation différentielle peut faire intervenir tout les parties des diverses entrées et 

sorties, ainsi que leur dérivées, la forme matricielle du système est donnée par 

                              ����� = �����                                                                                    (1.1)

     

où : L(D) : matrice de dimension (� × �) 

      M(D): matrice de dimension (� × �) 

       D      : opérateur différentiel � = � ���  

 

 

 

� 

 

� 
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Matrice de la réponse impulsionnelle  

On définit la réponse impulsionnelle d'un système, par la réponse de ce système à une 

impulsion de Dirac 

                                 ������ = ���� = �∞        ; � = 00 ;   !"##$��% &���%� = ℒ(����) = 1                 &                                                           (1.2) 

 

ℒ : Opérateur de Laplace  

La matrice de la réponse impulsionnelle [h(t)] de dimension (p, r) est telle que  

                                    ���� =  + [ℎ�.�]��� − .�1.23 .                                                           (1.3) 

 

Matrice de transfert (fonction de transfert) 

Prenons la Transformée de Laplace  de l'équation (1) 

∀� > 0, on obtient 

                     ��%� =  + ����$6�7 1� = [8�%�]. ��%�23                                                          (1.4) 

avec : 

��%� = ℒ������;  de dim (p×1), 

 [8�%�]= ℒ�[ℎ���]�; matrice de transfert, (p×r); ��%� = ℒ������ de dim (r×1). 
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Représentation d'état 

Définition de l'état 

On défini l'état d'un système, comme étant la mémoire minimum du passé pour pouvoir 

définir l'avenir. 

Le système physique considéré est linéaire à coefficients constants d'ordre "n", on peut lui 

associer une représentation d'état de la forme  

                                            :;��� = <:��� + >����,                   
                                 ���� = ?:��� + �����,                                                            (1.5) 

avec :��� : vecteur d'état de dimension (n), 

 ���� : vecteur d'entrée (commande), de dimension (r× 1), ���� : vecteur de sortie (réponse), de dimension (p× 1), 

A: matrice d'évolution �n × n�, 
B : matrice de commande�n × r�, 
C : matrice d'observation�p × r�, 
D : matrice de couplage entrée/sortie�p × r�. 

 

 

 

 

 U                                      +       x                                                +                     Y 

                                        +                                                        + 

 

 

Fig. 1.2 Schéma synoptique d'une représentation d'état (cas continu) 

 

 

 

D 

C 

A 

C  B 
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Propriétés d'un système continu 

Stabilité 

Un système est stable, si, l'écarté d'un certain état, il tend à "y" avenir. 

Mathématiquement, un système n'est stable que si la partie réelle des pôles est négative. 

Si les  pôles sont sur l'axe imaginaire du plan de Laplace ('s') et s'ils sont stables, le système 

est dit marginalement stable.  

Dans l'espace d'état, le système est  stable si toutes les valeurs propres D� de la matrice 

d'évolution ''A" sont à parties réelles négatives. 

 

Commandabilité  

Définition  

Un système est dit commandable (gouvernable), si l'on peut le faire passer d'un état à un autre 

en un temps fini, sous l'effet d'un certain vecteur de commande 

Critère: la résolution de l'équation d'état comprend: 

- La réponse libre ���� = 0 (solution de l'équation homogène) 

- La réponse totale ���� ≠ 0 (solution de l'équation complète) 

Réponse libre:  

Obtention de la matrice de transition F��, �H� 
                                   :��� = F��, �H�:��H�                                                                          (1.6) 

Avec : F��, �H� = exp �<��, �H�� 
Réponse totale : 

 La solution générale sera sous forme: 

                  :��� = + F��, �K�>���K�1�K +2 F��, �H�:��H�                                                   (1.7) 
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Les matrices A,B et C sont des constantes (cas stationnaire), donc F��, �H� n'est fonction que 

de �� − �H� 
              :��� = exp(<�� − �H�) . :��H� + + exp(<�� − �K�) >. ���′�1�′7H                             (1.8) 

�exp <��  peut s'écrire par développement, comme suit: 

exp�<�� = ∑ NO�O<OP6�OQH             (NO (k=0, .. , n-1) ; coefficients) 

 

L'état final :���� s'écrit : 
:���� =  exp �<��� − �H� :��H�� + exp �<��� �∑ <O> +  NO7R7S �−��OP6�OQH  ����1�T  
Posons UO = + NO�−��O7R7S  ����1�] , on aura 

→ exp�−<��� :���� − exp�−<�H� :��H� = ∑ <O>UOP6�OQH   

= >UH + <>U� + <W>UW + ⋯ + <P6�>UP6� 

                                          = [> <> <W> … <P6�>]Z[[[[[\[[[[[]^_
  ` UHU�⋮UP6�

aZ\]b
 

Où 

 cd: matrice de commandabilité  

U : vecteur de commande, menant le système de l'état :��H�, à l'état :���� 
Cela n'est possible, que si les (n) colonnes de cd soient linéairement indépendant, autrement 

dis, un système est commandable si Rang(cd )=n.  

 

 

 

 



12 

 

Observabilité 

Définition  

Un système est observable, s'il est possible de retrouver son état initial :��H� à partir de 

l'observation de son entrée ���� et de sa sortie ���� sur un intervalle de temps fini 

             `��������W�⋮���P�a = eff
gNHNH⋮NH

  N���NW�W⋮N��P
  ⋯⋯⋯⋯   ⋯⋯⋯⋯  NP6���P6�NP6��WP6�⋮NP6��PP6�  hii

j ` ??<⋮?<P6�a `:��0�:W�0�⋮:P�0�a                                      (1.9) 

Avec  det �NO��O� ≠ 0, ceci permet de déterminer l'état initial :��H�. 
Un système est dit observable, si Rang(QO)=n, où QO=` ??<⋮?<P6�a 
Remarque 

Un système est dit minimal s'il est à la fois complètement observable et complètement 

commandable; c.-à-d. rang(QC) = rang(QO) = m,  

où Qc: est la matrice de commandabilité 

    Qo: est la matrice d'observabilité, 

Une autre façon pour vérifier que le système est minimal, il faut que toutes ses valeurs 

singulières soient à la fois non nulles et non répétitives.  

Transposition fréquentielle  

La transformation bilinéaire permet de trouver l'équivalence du système continu vers le 

discret et vice versa [2]. Cette transformation bilinéaire est détaillée au chapitre II.  

I.3.2 Cas de systèmes numériques 

Un système d'équations de récurrence 

Chaque équation de récurrence donne la sortie du système présente en fonction des sorties 

passées ainsi que les entrées présentes et passées, et est donnée par: 
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                  ��m� = − ∑ nO��m − o� + ∑ !O��m − o�pOQHqOQ�                                              (1.10) 

Matrice de la réponse impulsionnelle  

 

 h(k)  la réponse du système à une impulsion de Kronëcker, donnée par 

                                        r��o� = s1        ; o = 00 ;   !"##$��% &                 &                                                               (1.11) 

Matrice de transfert (fonction de transfert) 

Prenons la Transformée en Z   de la réponse impulsionnelle h(k), 

[8�t�]= t�[ℎ�o�]�; matrice de transfert de dimension �� × ��; ��t� = t���t�� de 

dimension  (� × 1). 

Représentation d'Etat  des systèmes (filtres) numériques  

Soit un système numérique  représenté par 

               ��o�                                                                  ��o� 
Fig.1.3 Bloc diagramme du filtre numérique 

On peut représenter un filtre numérique   par 

1- Equation de récurrence,  

2- Sa réponse impulsionnelle  ℎ�o�,  
3- Sa fonction de transfert  8�u�, 
4- Sa réponse fréquetielle  8�v�, 
5- Son espace d'état donné par les matrices (A, B, C, D) telles que 

:�o + 1� =  <:�o� +  >��o�, 
                                                  ��o� =  ?:�o� +  ���o�.                                                 (1.12) 

où 

��o� : signal d'entrée de dimension (1×1) 

��o� : signal de sortie de dimension (1×1) 

     8�u� 
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:�o� : vecteur d'état de dimension (m ×1) 

                      :�o� = w:�:W⋮:P
x 

<, >, ?, � sont appelées matrices d'état telque  

dim[<]=(m ×  m) , dim[>]=(m ×  1)  , dim[?]=(1 ×  m) , dim[�]=(1 ×  1) 

Application d'éspace d'état : 

La représentation  d'état est utilisée dans la réduction d'ordre des models 

                      ��o�                                                                                 ��o�                 
                                     
 

 

      

                        ��o�                                                                                �y�o�                 
 

Fig. 1.4 Bloc diagramme de la réduction d'ordre en utilisant la représentation d'état 

Passage de l'espace d'état vers la fonction de transfert 

   :�o + 1� =  <:�o� +  >��o�              z{            �u| − <�}�u� =  >��u�  
          ��o� =  ?:�o� +  ���o�                               ��u� =  ?}�u� +  ���u� 
TZ : Transformée en Z 

I    : matrice identité 

Ce qui permet d'obtenir  ��u� = [�u| − <�6� >? +  �]��u� 
 

D'où             8�u� =  ~������� = �u| − <�6�>? + �                                                           (1.13) 

�<, > , ?, � , m�  Filtre 
R
éd
u
ct
io
n
 

d
'o
rd
re
 

�<y , >y , ?y �y, � �  Filtre 
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Remarque : 

• Les pôles d'un filtre H(z) sont les valeurs propres de la matrices A tels que les 

valeurs propres de la matrice A sont les solution du polynôme caractéristique  : det �< − D|� = 0 D�: " = 1, m  les valeurs propres de la matrice A 

• Le vecteur propre ��  associé à la valeur propre D� est  définis par la solution du : �< − D�|��� = 0�� 
• Pour un même filtre, ils existent une infinité de représentation d'états équivalentes , 

donc la representation d'état n'est pas unique, par contre la fonction de transfert est 

unique. 

Forme modale de l'Espace d'Etat 

 Soit un filtre numérique définit par les matrices d'état (A,B,C,D); il existe une base de 

coordonnées spaciale où la matrice ( A ) est diagonalisable , pour cela il faut impérativement 

que les valeurs propres soient distinctes D� ≠ DW ≠ ⋯ ≠ DP 

Pour faire le passage de �<, >, ?, �� ��→  (<�, >� , ?�, ��), on fait le changement d'état via une 

transformation de forme diagonale d'équivalent ��  

 

 u�o� = ��:�o�; 
:�o� = ��6� u�o� ; 
:�o + 1� = ��6� u�o + 1� ; 
s:�o + 1� = <:�o� + >��o���o� = ?:�o� + ���o� &    ,  on a   s��6�u�o + 1� = <��6�u�o� + >��o���o� = ?��6�u�o� + ���o� & 
 

Ce qui donne  

                           su�o + 1� = ��<��6�u�o� + ��>��o� ��o� = ?��6�u�o� + ���o� &                                                    (1.14) 
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<� = ��<��6�, >� = ��>, ?� = ?��6�, �� = �   .  
 

 

 

 

 U                                 +      :�o + 1�                                              +                     Y 

                                             +                                                        + 

 

 

Fig. 1.5 Schéma synoptique d'une représentation d'état (cas numérique) 

 

Propriétés d'un système numérique 

Stabilité 

Un système numérique est stable, si tous ses pôles sont à l'intérieur du cercle unité.  

Si les  pôles sont sur le cercle unité, le système est dit marginalement stable.  

Dans l'espace d'état, le système est  stable si toutes les valeurs propres D� de la matrice 

d'évolution ''A" sont en module inférieurs à l'unité. 

 

I.4. Conclusion 

Dans ce chapitre nous avons vu des notions sur les systèmes continus et les systèmes  

discrets, et leurs présentations d'état. 

D 

C 

A 

t6� B 
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Chapitre II: Analyse et synthèse des filtres 

numériques                                                                     

 

 

II.1. Introduction 

Un filtre numérique c'est un procédé de calcul permettant de transformer un signal numérique 

d'entrée x(k) en un signal numérique de sortie y(k) pour obtenir la modification voulue dans le 

spectre du signal. En général, un filtre numérique est un système numérique qui permet de faire 

passer le signal utile et d'éliminer la composante fréquentielle du signal bruit. Le filtrage est donc 

une opération (traitement) que le filtre effectue sur le signal d'entrée (en générale bruité), pour 

avoir en sortie que le signal utile.   

Les filtres numériques peuvent être classifiés selon la réponse impulsionnelle en deux types: 

les filtres numériques à réponse impulsionnelle finie RIF (les filtres non récursifs) et les filtres 

numériques à réponse impulsionnelle infinie RII (les filtres récursifs). Dans ce chapitre on va voir 

des différentes méthodes de conception des deux types de filtres ( RII et RIF). 

 

II.2. Classification des filtres numériques  

- Classification selon la réponse fréquentielle 

Selon la réponse fréquentielle des filtres, on distingue les types des filtres suivants [2] : 

� Passe bas 

� Passe haut 

� Passe bande 

� Coupe bande 
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Fig. 2.1. Classification des filtres selon leurs réponse fréquentielles 
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Fig. 2.2.  Gabarit d'un filtre numérique passe-bas 

��� : Ondulation dans la bande passante. 

�� : Ondulation dans la bande d'atténuation. 
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- Classification selon la réponse impulsionnelle   

Selon que la durée de la réponse impulsionnelle soit finie ou bien infinie, le filtre est dit à 

réponse impulsionnelle finie (RIF) ou bien à réponse impulsionnelle infinie (RII). 

   

II.3. Filtres numériques à réponse impulsionnelle finie RIF  

Définition  

Les filtres à réponse impulsionnelle finie possèdent plusieurs propriétés [3], tel que la 

stabilité et le déphasage linéaire ; 

On peut présenter les filtres RIF par: 

1- Réponse impulsionnelle, 

2- Réponse fréquentielle,  

3- Fonction de transfert. 

Outils mathématiques 

 

 

 

Où  u(k) : signal d'entrée à filtrer. 

      y(k) : signal de sortie (signal filtré). 

      h(k) : réponse impulsionnelle du filtre. 

      H(z) : fonction de transfert. 

 

 

 

Filtre           

non-récursif 

 

�(�) 

�(�) �(�) 

�(�) 
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Synthèse des filtres RIF 

La synthèse des filtres RIF revient à calculer ses coefficient (les coefficients de H(z)), il 

existe trois méthodes de synthèse des filtres RIF: méthode de fenêtrage, méthode 

d'échantillonnage et la méthode de McClellan-Parks. 

A- Méthode de fenêtrage temporel  

Cette méthode permet de calculer, à partir d'une réponse fréquentielle idéale, les coefficients 

du filtre RIF, on utilise des fenêtres afin de limiter l'intervalle de la réponse impulsionnelle du 

filtre numérique; on cite quelques types de fenêtres  

 

1- Fenêtre rectangulaire :  

��(�) =  �1 ; 0 ≤ � ≤ � − 10  ;            � !!"�#$%                                                                                          (2.1) 
 

 

Fig.2.3.  Fenêtre rectangulaire d'ordre N=45 
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2- Fenêtre triangulaire (Bartlett)  

�&(�) =  ' 	()*�         ;             0 ≤ � ≤ )*�	2 − 	()*� ;      )*�	 ≤ � ≤ , − 10                         ;       � !!"�#$
%                                                                       (2.2) 

 

Fig.2.4. Fenêtre de Bartlett (triangulaire) d'ordre N=45 

3- Fenêtre de Hamming  

      �-(�) =  .0.54 − 0.46�3$ 4	5()*�6 ; 0 ≤ � ≤ � − 10                                            ;       � !!"�#$ %                                                  (2.3) 

Fig.2.5.Fenêtre de Hamming d'ordre N=45 
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4- Fenêtre de Kaiser  

                �7(�) =  89:;<�*(�* =>?@A)=B
89(;)  ; 0 ≤ � ≤ � − 1                                                   (2.4) 

telle que CD( ) est la fonction de Bessel d'ordre zéro. 

Fig.2.6.Fenêtre de Kaiser d'ordre N=45 et E=5 
 

Etape de synthèse par la méthode de fenêtrage  

Les étapes qui interviennent dans la méthode de fenêtrage sont [6] : 

 Entrées : ayant à synthétiser un filtre désiré  d'ordre N, et de gabarit spécifié. 

Etape 1 : à partir d'un gabarit idéal �(�), on calcule la réponse impulsionnelle h(k) 

                        ℎ(�) =  GH*�I�(�)J =  �	5 K �(�)"LM( N�5*5                                       (2.5) 

cette réponse impulsionnelle est à duré infinie et non causale. 

 

Etape 2 : on calcule la réponse impulsionnelle de durée finie ℎO(�) , le produit  entre une 
des fenêtres précédemment vues et la réponse impulsionnelle h(k) permet de limiter la 

durée de la  réponse impulsionnelle : 

                                        ℎO(�) = ℎ(�)�(�)                                                                   (2.6) 
w(k): fenêtre définit dans le domaine [-m,m] et N=2m . 

 

 

 

5 10 15 20 25 30 35 40 45
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

échantillons

A
m
p
lit
u
d
e

Domaine temporel

0 0.2 0.4 0.6 0.8
-100

-80

-60

-40

-20

0

20

40

Fréquence normalizée  (×π rad/sample)

M
a
g
n
itu
d
e
 (
d
B
)

Domaine fréquentiel



24 

 

Etape 3 : décalage temporel dans la réponse impulsionnelle obtenue en étape 2 pour avoir 

un filtre causal  

            ℎP(�) =  ℎO(� − Q) = ℎ(� − Q)�(� − Q)                                                        (2.7) 
 

Etape 4 : obtention de la fonction de transfert : 

                                   �(�) =  ∑ ℎ(�)�*(	 S(TD                                                                   (2.8) 

 

B- Méthode d'échantillonnage fréquentiel  

 Cette méthode [6] consiste à prélever un nombre fini d'échantillons de la réponse 

fréquentielle �(�) à partir d'un certain gabarit. 
La réponse fréquentielle est présentée par ses échantillons  �(,), si �(�)  possède des 
discontinuités, elle ne sera pas présentée qu'approximativement par un nombre fini 

d'échantillons. Pour N coefficients de �(,)  données, on peut calculer N valeur de la 

réponse impulsionnelle h(k) donnée par: 

                   ℎ(�) =  GHU*�I�(,)J =  �)  ∑ �(,)"V=WX>? L)*�(TD                                          (2.9) 

on obtient la fonction de transfert par : 

                  �(�) = ∑ ℎ(�)�*()*�(TD = �*Y@?)  ∑ �(,) �*Z@[?\
�*Z@[\Z][WX?)*�^TD                             (2.10) 

 

La réponse fréquentielle du filtre dans ce cas est : 

                  �O(�) = �(�)|YTZ[\ = �) ∑ �(,) �*Z@[?\
�*Z@[\Z][=WX?)*�^TD                                      (2.11) 

 

C- Méthode de Parks et McClellan  

C'est la méthode optimale selon le critère de Chebyshev pour déterminer les 

coefficients d'un filtre RIF [2]. Cet algorithme, n'est qu'une de l'algorithme de Remez 

appliqué à la synthèse des  RIF. Cette méthode, basée sur une distribution uniforme de 

l'ondulation sur l'ensemble de la bande passante et sur distribution uniforme de 

l'affaiblissement sur l'ensemble de la bande de coupure, recherche itérativement les 

coefficients h(k) afin d'avoir, avec un ordre minimal, un filtre qui respecte aux mieux le 

gabarit fixé. Les filtres RIF résultant, appelés aussi filtres minimax, possèdent une réponse 

en phase linéaire. Ils sont nettement plus performants que les filtres RIF fenêtrés et 

présentent par rapport à ces derniers les avantages suivants : 
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- Pour un gabarit identique, l'ordre d'un filtre RIF de Parks-McClellan est nettement 

inférieur. 

- L'ondulation dans la bande passante et l'affaiblissement minimal dans la bande de 

coupure sont configurables séparément. 

Malgré ces avantages, cette méthode reste assez complexe à mettre en œuvre en raison de 

son exigence en termes de coût de calcul.    

 

L'ordre de McClellan et Parks donné par: 

                     � − 1 = _`(aA,a=)*c(aA,a=)(∆O)=∆O                                                       (2.12) 

Où   

Ue(��, �	) = f��(!3g�D��)	 + �	!3g�D�� + �ij!3g�D�	 
                                   +f�k(!3g�D��)	 + �l!3g�D�� + �mj  
et 

H(��, �	) = n� + n	f!3g�D�� − !3g�D�	j 
Tel que Ue, H(��, �	) sont des sommes de cosinus. 

et  

��=0.005309, �	 =0.07114, �i= -0.4761 
�k=-0.00266, �l=-0.5941, �m=-0.4278 
n�=11.01217, n	=0.51244 
 

II.4. Filtres numériques à réponse impulsionnelle infinie RII   

Préliminaires  

II.4.1. Présentation des filtres numériques RII 

Soit la sortie y(k) d'un filtre numérique [2], causal, linéaire et invariant dans le temps: 
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        �(,) = ∑ ℎ(� − Q)�(Q) = ∑ ℎ(Q)�(� − Q)eSTDeSTD                             (2.13) 

h(m) la réponse impulsionnelle du filtre numérique 

Ce filtre est un filtre RIF si h(m) égale à zéro à l'extérieur de l'intervalle        Q	 < Q < Q� ; si ce 
n'est pas le cas, donc ce filtre est un filtre RII et sa fonction de transfert d'écrit 

                                 �(�) = p(Y)q(Y) = ∑ r>s@>t>u9�V∑ v>s@>?>uA = )(Y)_(Y)                                                            (2.14) 
   Pour système causal, � > Q 

Dans le domaine temporel, on peut présenter la sortie de ce filtre par une équation de récurrence 

                       �(,) = − ∑ n(�(� − Q) + ∑ �(�(� − Q)x(TD)(T�                                                (2.15) 

 

 Stabilité 

Dans la synthèse des filtres RII on prend en considération  le terme de la stabilité, on dit qu'un 

système est stable si et seulement si : 

                                            ∑ |ℎ(�)| < ∞êTD                                                                              (2.16)      

• Pour un système stable les pôles de H(z) peuvent se trouver n'importe où dans le cercle 

unité du plan de Z 

• Si H(z) a des pôles en dehors du cercle unité, le système n'est pas stable. 

II.4.2.Réalisation des filtres numériques RII 

Réalisation forme directe  

La réalisation de l'équation (1.3) est connue comme" une forme directe 1", en utilisant une 

fonction intermédiaire : 

                                                �(�) = p(Y)z(Y) ∙ z(Y)q(Y)                                                                                 (2.17) 
On a  

                           
p(Y)  z(Y) = ∑ �|�*|)|TD ⇒ �(�) = ∑ �|g(� −  ))|TD                                                  (2.18) 
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Et 

                           
z(Y)q(Y) = ��V∑ v~s@~?~uA ⇒ g(�) = �(�) − ∑ n|g(� −  ))|T�                                      (2.19) 

(1.6): partie non récursive 

(1.7): partie récursive 

                    �(,)                                        �D                                                                 �(,) 
 

                                                                  ��                            −n� 
               

                                                               �	                                    −n	 
 

 

 

                                                                 �)                            −n) 
                                                      

Fig. 2.7. Réalisation forme directe 

 Réalisation parallèle 

      On peut exprimer H(z) comme une somme des sections quadratiques  

                                              �(�) = p(Y)q(Y) = ∑ �|(�)7|T�                                                                      (2.20) 

                                   �|(�) = r9~VrA~Y@A�VvA~Y@AVv=~Y@=                                                                           (2.21) 
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                        U(z)                                                                                       Y(z) 

 

 

 

Fig. 2.8. Réalisation parallèle 

 Réalisation cascade 

La fonction de transfert H(z) peut être décomposée comme une cascade de sections quadratiques 

                       �(�) = p(Y)q(Y) = zA(Y)q(Y) ∙ z=(Y)zA(Y) ⋯ p(Y)z�                                                                 (2.22) 

                                               = �� ∙ �	 ⋯ �7 = ∏ �|(�)7|T�          

�|(�),  = 1, ������, sont des variables intermédiaires  

                                     �|(�) = r9~VrA~Y@AVr=~Y@=�VvA~Y@AVv=~Y@=                                                                        (2.23) 

 

       U(z)                                                                                                                Y(z) 

                                   

Fig. 2.9. Réalisation cascade 
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II.4.3. Conception des filtres numériques RII dans le domaine fréquentiel  

Nous pouvons approximer les spécifications de la réponse fréquentielle  des filtres RII par 

des méthodes directes (la conception assistée par ordinateurs) ou par des méthodes indirectes (la 

numérisation des filtres analogiques) 

Utilisation des filtres analogiques prototypes   

Les filtres idéaux sont irréalisables, les électroniciens ont développé de nombreuses 

méthodes de synthèse des filtres dont les résultats sont exploitables et transposés au cas discret. 

Ces méthodes sont basées sur l'approximation d'un gabarit de réponse fréquentielle par une 

fonction approximante souvent de type polynomial [2].  

 

Conception des filtres analogiques  

Les taches de conception des filtres RII: 

• Synthèse des filtres analogiques qui respectent des spécifications désirées. 

• Utilisations une transformation simple pour passer du filtre analogique au filtre numérique 

A- Filtre de Butterworth  

Les filtres de Butterworth ont une réponse monotone décroissante par rapport à la fréquence, ces 

filtres sont définis par son densité spectrale  

                              |�r(��)|	 = ��V(M M�� )=X                                                                    (2.24) 
    Si        �� = � ⇒ |�r(��)|	=1/2 
                     ⇒ 20log %|�r(��)|�MTM� = −3 N� 

��: fréquence de coupure 
Pour obtenir la fonction de transfert dans le domaine fréquentiel continu, on utilise la continuation 

analytique : 

                  |�r(��)|	 = %�r($)�r(−$)|�TLM = ��V(M M�� )=X                                        (2.25) 
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�r($)�r(−$) = 11 + (−1)^($ ��� )	^ 
Les 2n pôles de �r($)�r(−$) sont les racines de 
 1 + (−1)^($ ��� )	^ =0 
 

Qui sont donnés par: 

$( = ��"L5(�*^VZ()               � = 0,1, … , , − 1 
 les pôles se trouvent dans le cercle de rayon ��.  

$( = ��f− sin (2� + 1)�2, + ��3$ (2� + 1)�2, j 
La fonction de transfert du filtre de Butterworth s'écrit : 

�r($) = (−1)^ � $($ − $(
^    �
(TD  

Ou bien    �r($) = (9∏ (�*�>)X>uA  , �D = (−1)^ ∏ $((̂  

�D: gain du filtre   
• Atténuation maximale dans la bande passante �� = 10log f1 + (M�M�)	^]  

�� = 2��� , �� fréquence correspondante  1-�� 
• Atténuation minimale dans la bande coupée �� = 10log f1 + (M�M�)	^]  

�� = 2���,  �� fréquence correspondante �	 
• Calcul de l'ordre du filtre  

                , = ���� f(�D9.A��*�) (�D9.A��*�)j� ����� (M� M�)⁄ �                                                     (2.26) 
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B-  Filtre de Chebyshev   

Le filtre de Chebyshev [2] est défini par sa densité spectrale normalisée (�� = 1)  
                                      |�r(��)|	 = ��V�= X=(M)                                                    (2.27) 
Où ¡^(�) est le polynôme de Chebyshev d'ordre "n" : 

¡^(�) = cos(,�3$*��)               0 ≤ � ≤ 1 
¡^(�) = cosh(, �3$ℎ*��)          � ≥ 1 

¥ facteur d'ondulation 
• En utilisant le calcul trigonométrique, le polynôme de Chebyshev devient sous la forme 

d'une équation de récurrence 

¡^V�(�) = 2�¡^(�) − ¡^*�(�); n=0,1,2,… 

Avec ¡D(�) = 1et ¡�(�) = �, on obtient l'ordre supérieur du polynôme de Chebyshev   

Propriétés du polynôme de Chebyshev 

• Pour un ordre "n" 0 ≤ |¡^(�)| ≤ 1        pour   0 ≤ |�| ≤ 1 |¡^(�)| > 1            pour       |�| ≤ 1 
Et aussi ¡^(1) = 1,  ∀ n 

• |¡^(�)| s'accroit monotonement pour � > 1 
• ¡^(�) est un polynôme pair si ''n'' est pair 

• |¡^(0)| = 0 pour n pair, |¡^(0)| = 1 pour n impair  

En résumé, la densité spectrale du filtre de Chebyshev est caractérisée par  les propriétés suivantes  

• |�r(��)|MTD = �1                                                       $  , §� #"1 √1 + ¥	                            $  ,  Q§� #"⁄ % 
• Si ¡^(1) = 1, ∀ n, donc �r(�1) = 1/√1 + ¥	 , ∀ n. 

• |�r(��)| décroît monotonement pour |�| > 1  
 



32 

 

 Localisation des  pôles du filtre de Chebyshev  

Considérons la densité spectrale du filtre de Chebyshev suivante  

                          |�r(��)|	 = ��V�= X=(M) = % ��V�= X=ª�TLM                                        (2.28) 

Les pôles  obtenus par trouver les racines de dominateurs  

1 + ¥	¡	̂(−�$) = 0 → ¡^(−�$) = ± �¥ 
On pose                $ =  + �� → �$ = −� + � 

⇒ cosf, �3$*�(� − �)j = ± �¥ 
Soit  

�3$*�(� − �) = � + �� 
⇒ cos(,� + �,�) = ± �¥ 

cos(,�) . cos(�,�) − sin(,�) . sin(�,�) = ± �¥ 
cos(��) = cosh(�) "® sin(��) = �$ ,ℎ(�), on trouve  
 cos(,�) . cosh(,�) − �$ ,(,�) sinh(,�) = ± L� 
Cette dernière est satisfit si  

                                                         cos(,�) . cosh(,�) = 0 
                                                         sin(,�) . sinh(,�) = ± L� 
Si                                         cosh(,�) ≠ 0, cos(,�) = 0 donc 

° = (2� + 1) 5	^, k=0,1,2,…..2n-1 

� = ± 1, $ ,*� 1¥ 
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⇒ Les parties réelles et l'imaginaires des racines qui spécifiaient les localisations des pôles  

( = ±sin f(2� + 1) �2,j ∙ sinh f1, $ ,ℎ*� 1¥j 
�( = cos f(2� + 1) �2,j ∙ cosh f1, $ ,*� 1¥j 

Où k=0,1,2,…,2n-1.de tous ça on conclue  : 

($ ,ℎ	� + �(�3$ℎ	� = 1  ,    � = 1, $ ,*� 1¥ 
C'est une équation d'un ellipse de point de foyer � = ±1, 
• Atténuation maximale dans la bande passante �� �� = 10log (1 + ¥	) 
• Atténuation minimale dans la bande coupée 

�� = 10log (1 + ¥	¡	̂ :����B) 
• L'ordre de Chebyshev "n" 

                            , ≥ �±�²@A³A99.A��@A´= µA=
�±�²@A(\�\�)                                                                  (2.30) 

• La fonction de transfert  

                           �r($) = − ∏ �>�*�> ,                         , §� #"^*�(TD                                        (2.31) 

                           �r($) = �√�V�= ∏ �>�*�> ,                    ,  Q§� #"^*�(TD                                  (2.32) 

 

 

C- Filtre de Chebyshev type 2  

Les filtres de Chebyshev inverse ou bien type 2 [2], ont une réponse d'amplitude lisse et des 

ondulations au niveau de la bande coupée. Le filtre de Chebyshev est caractérisé par sa densité 

spectrale : 

                                |�r(��)|	 = �= X=(M� M⁄ )�V�= X=(M� M⁄ )                                                                   (2.33) 
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• L'atténuation en dB 

                   �(�) = 10log (1 + ��= X=(M� M⁄ ))                                                       (2.34) 
• L'ordre de filtre 

                                  , ≥ �±�²@A(� ¶)⁄�±�²@A(� ()⁄                                                                            (2.35) 

tel que N = �·�D9.A��*� et � = M�M� 

• Calcul des pôles et des zéros du filtre 

 

                     �r($)�r(−$) = �= X=(LM�/�)�V�= X=(LM�/�)                                                            (2.36) 
 

On obtient les zéros selon le contexte  

 ¡^(���/$) = 0 
 

Les zéros désignés par $S ⇒ $S = ���$"� 4S5	^ 6                                Q = 1,3, … ,2, − 1       
• Les pôles du filtre  de Chebyshev sont les racines de 1 + ¥	¡	̂(LM�� )=0 

Remarque: 

• Pour trouver les pôles du filtre Chebyshev type 2, on remplace chaque pôle du filtre de 

Chebyshev standard  $� par 1/$�. 
• On note que les pôles du filtre de Chebyshev type2 se trouvent sur un contour presque 

elliptique dans le plan de "s"  

 

D- Filtre elliptique (Cauer)  

La densité spectrale du filtre de Cauer [2] est définie par  

                                  |�r(��)|	 = ��V�=�X=(M)                                                                 (2.37) 
• ¸^(�) fonction rationnelle de Chebyshev, et relié par la fonction elliptique de Jacobi.  
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• ¸^(�) est une fonction paire si n est paire. 
• Les racines de ¸^(�) se trouvent dans l'intervalle |�| < 1, et les pôles de ¸^(�) dans |�| > 1. 
• La fonction  ¸^(�)  oscille entre les valeurs ±1 dans la bande passante. 
• ¸^(�) = 1 si � = 1. 

La fonction rationnelle de Chebyshev normalisée par rapport à �D = 1, a la forme 

                            ¸^(�) = � ∏ M~=*M=�*M~=M=(^*�)/	|T�   pour n impaire                                                 (2.38) 

                           ¸^(�) = ∏ M~=*M=�*M~=M=^/	|T�   pour n paire                                                               (2.39) 

• La fonction de transfert d'ordre n, normalisée est :     

                �r($) = �D ∏ �=Vr~�=Vv~�V�~^/	|T�  pour n paire                                                          (2.40) 

            �r($) = -9�Vr ∏ �=Vr~�=Vv~�V�~(^*�)/	|T�   pour n impaire                                                  (2.41) 

II.4.4. Transformation  Bilinéaire   

La transformation bilinéaire est une méthode qui permet de passer du domaine continu au domaine 

discret [2], cette transformation est définie par  

                                     $ = 	(�*Y@A)¹(�VY@A)                                                                            (2.42) 
Elle établit une bijection entre la partie du plan complexe "s" telle que Re(s)<0 et la partie du plan 

complexe telle que |z|<1 

Méthodologie de synthèse   

 Pour concevoir un filtre RII on adopte la méthodologie [18] suivante 

� On détermine le gabarit du filtre analogique équivalent  

� On synthétise le filtre analogique équivalent 

� On détermine la fonction de transfert du filtre numérique en utilisant la transformation 

bilinéaire 
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II.5.Comparaison entre les filtres RII et RIF 

• Les filtres RII nécessitent un  volume calculatoire moins important que les RIF. 

• Les RIF ont une phase linéaire alors que les RII introduisent généralement de la distorsion 

liée au temps de propagation. 

• Les RIF sont toujours stables; un RII peut être instable. 

• Les RIF travaillent sur  un horizon fini. Si les données sont perturbées; un RII sera perturbé 

sur une durée importante alors qu'un RIF le sera sur N échantillons.  

 

Simulations 

Filtres numériques RIF 

 

Fig.2.10.  Synthèse de filtre RIF passe bas par la méthode de fenêtrage (Hamming, Kaiser, 

fenêtre rectangulaire)  d'ordre N=100 
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Filtre passe bas ideal

Filtre passe bas synthétisé par la fenetre de Hamming

Filtre passe bas synthétisé par la fenetre de Kaiser

Filtre passe bas synthétisé par la fenetre rectangulaire
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Avantages et inconvénients de la méthode de fenêtrage   

• Simple à comprendre et à appliquer 

• Manque de flexibilité: 

- Oscillations égales en bande passante et en bande atténuée. 

- A cause de la convolution les limites de la bande passante et de la bande atténuée ne 

peuvent être spécifiées. 

- Pour une fenêtre donnée (sauf Kaiser) le maximum d'amplitude des oscillations est fixe 

quel que soit N: pour une atténuation donnée, il faut trouver la bonne fenêtre. 

- Si l'ordre tend vers l'infini, les oscillations se concentrent au point de discontinuité: 

c'est le phénomène Gibbs  

• Les oscillations ne sont pas également réparties et le maximum d'erreur entre la réponse idéale 

et la réponse obtenue se situe autour la bande passante.   

 

Fig.2.11. Synthèse de filtre RIF passe bas par la méthode d'échantillonnage d'ordre N=100 

 

• Dans la méthode de fenêtrage on trouve  la réponse en fréquence idéale peut être compliquée 

et l'expression analytique de la réponse impulsionnelle impossible à obtenir: on utilise alors la 

méthode d'échantillonnage en fréquence. 
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Fig.2.12.Synthèse de filtre RIF passe bas par la méthode de Park et McClellan (N=45) 

• Grace à la pondération, l'erreur pondérée maximale est la même dans les deux bandes (bande 

passante et bande coupée) 

Filtres numériques RII 

 

Fig.2.13. Synthèse du filtre RII passe bas en utilisant le filtre de Butterworth (N=30) 
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• Courbe de la réponse fréquentielle plate avec  amplitude régulière en bande passante 

• Raideur de la coupure moyenne 

 

Fig.2.14. Synthèse du filtre RII passe bas en utilisant le filtre de Chebyshev type 1( N=30) 

 

Fig.2.15. Synthèse du filtre RII passe bas en utilisant le filtre de Chebyshev type 2 (N=30) 
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filtre passe bas idéal

la réponce fréquentielle du filtre de Chebyshev passe bas
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filtre passe bas idéal

la réponce fréquentielle du filtre de Chebyshev type 2 passe bas
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• Filtre de Chebyshev 1: ondulations en bande passante 

• Filtre de Chebyshev 2: ondulation en bande coupée  

• La fréquence de coupure obtenue est légèrement décalée par rapport  à celle souhaitée. 

II.6. Conclusion 

On a donné dans ce chapitre des notions de base sur les filtres numériques et leurs 

classifications selon la réponse fréquentielle (passe bas, passe haut… etc.) et selon la réponse 

impulsionnelle ( RIF et RII), et on a présenté trois méthodes pour la synthèse  des filtre RIF           

( méthode de fenêtrage temporel, méthode d'échantillonnage fréquentiel et la méthode de Park et 

McClellan) et un algorithme de synthèse des filtres RII par les fonctions analogiques prototypes    

( Butterworth, Chebyshev1, Chebyshev2, Cauer) , en utilisant la transformation bilinéaire. Pour 

chaque type de filtres, et en prenant des divers Gabarits, on a élaboré un programme à base de 

Matlab qui permet la synthèse et le tracé des réponses fréquentielles pour chaque exemple donné. 
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Chapitre III: Approximation des filtres 

numériques par réduction d'ordre                                        

 

III.1. Introduction   

Dans ce chapitre nous allons traiter le problème de réductions d'ordre des filtres 

numériques, par les projections internes [14], en utilisant des méthodes temporelles  

(troncature équilibrée, Schur, l'approximation  Optimale de la norme de Hankel) et la méthode 

proposée dans le domaine fréquentiel (inter-grammien). 

Le principe de réduction d'ordre d'un système discret LTI est le suivant 

- Ayant  un système discret d'ordre (�), représenté dans l'espace d'état par 
�(� + 1) = 	�(�) + 
�(�), 

                                                   (�) = ��(�) + ��(�),                                                    (3.1) 
Où �(�) ∈ ℜ� est le vecteur d'état, �(�) ∈ ℜ est le signal d'entrée, (�) ∈ ℜ est le signal de 

sortie, et  	 ∈ ℜ�×� , 
 ∈ ℜ�×�, � ∈ ℜ�×�, � ∈ ℜ�×� sont les matrices d'état 

- Calculer un système d'ordre (� < �), représenté dans l'espace d'état par 
��(� + 1) = 	���(�) + 
��(�), 

                                                �(�) = ����(�) + ���(�),                                                 (3.2) 
Où ��(�) ∈ ℜ�est le vecteur d'état réduit, �(�) ∈ ℜ est le signal d'entrée, �(�) ∈ ℜ est le 

signal de sortie du système réduit, et 	� ∈ ℜ�×�, 
� ∈ ℜ�×�, �� ∈ ℜ�×�, �� ∈ ℜ�×� sont les 
matrices d'état du système d'ordre réduit. 

III.2. Méthode des réalisations équilibrées  

 Introduite par Moore, cette approche est basée sur une transformation d'état particulière 

dite "transformation d'équilibre" qui rend symétriques certaines propriétés du système [14], du 

point de vue entrées/sorties, dans le sens énergétique. La MRE repose sur la diagonalisation 

des grammiens de commandabilité ��  et l'observabilité ��, telles-que leurs transformées 

dans la base d'équilibre (Annexe B) soient égales à une matrice diagonale dite "matrice des 
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valeurs singulières". Le modèle d'ordre réduit est obtenu en éliminant les valeurs singulières 

(Annexe A) les plus faibles correspondant aux états qui contribuent faiblement dans la 

réponse impulsionnelle du système d'ordre complet. 

Hypothèses 

 On suppose que le système est représenté par un modèle linéaire, invariant dans le 

temps, minimal, strictement propre, asymptotiquement stable et représenté dans l'espace d'état 

par le système d'équation. 

III.2.1 Algorithme de la réduction d'ordre par la MRE  

Une fois la réalisation équilibrée construite (Annexe B), c'est-à-dire ; ayant obtenu les 

paramètres d'ordre � (	� , 
� , �� , �, �) [10], les éléments de la matrice � doivent être 
ordonnés en décroissant de façon à guider le choix de l'ordre. 

La réalisation du modèle simplifié s'effectue par élimination des valeurs singulière les plus 

faibles. Le modèle simplifié résultera de la troncature d'ordre "r" de la réalisation représentée 

dans la base d'équilibre. Le critère d'erreur utilisé est celui de la norme de Hankel. 

Procédure de la réduction d'ordre par la méthode des Réalisations Equilibrées  

Entrées- Ayant une réalisation d'ordre � (	� , 
� , �� , �, �). 
Etape 1 Choix de l'ordre � < � du modèle simplifié satisfaisant la norme de Hankel, définie 

par 

                                                      -∑ /01�02� ≫ -∑ /01�02�4�                                                 (3.3) 

Ou bien  

                                                          5� = 6∑ 789:8;<=>
6∑ 789<8;> ≪ 1                                                     (3.4) 

Avec � ≠ 0 et � ≠ � et /0 est la valeur singulière correspondant à l'état A. Pour plus 
d'efficacité, on définit une autre mesure d'erreur B telle-que  
                                                   C0 = |50 − 504�| ≤ B                                                            (3.5) 
Pour A = 1, � − 2HHHHHHHHHH où B est une erreur fixée à priori. 
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Etape 2: Partition de la matrice � (dite matrice des valeurs singulières) comme suit 

                                                       � = I�� 00 �JK                                                                 (3.6) 
Où �� = LAMN(/�, … , /�) [partie à conserver] 
�J = LAMN(/�4�, … , /�) [partie à éliminer] 

�  : ordre du modèle simplifié. 

Les éléments de � doivent  être ordonnés par ordre décroissant, c'est-à-dire; 
 /� ≥ /J ≥ ⋯ ≥ /� > 0. 
Etape 3: Introduction de la matrice � partitionnée dans les équations de Lyapunov, nous 
aurons 

I	��� 	��J	�J� 	�JJK I�� 00 �JK S	���T 	��JT	�J�T 	�JJT U − I�� 00 �JK + I
��
�JK [
��T  
�JT ] = 0                      (3.7) 
 I	��� 	��J	�J� 	�JJK I�� 00 �JK S	���T 	��JT	�J�T 	�JJT U − I�� 00 �JK + I�����JK [���T  ��JT ] = 0                      (3.8) 
 

Etape 4: Poser 

                                     (	� , 
� , �� , ��) = (	���, 
��, ���, ��)                                              (3.9) 
Sortie – La réalisation  (	� , 
� , �� , �) représente le modèle simplifié d'ordre �.  
Remarques  

La réalisation simplifiée  (	� , 
� , �� , �) correspond bien à la partie la plus commandable et la 

plus observable de la réalisation complète  (	, 
, �, �). 
Il est important de noter que la réduction d'ordre par l'approche MRE préserve les propriétés 

clés du modèle initial d'ordre complet, comme la minimalité et la stabilité. 
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III.3. Méthode de Schur pour troncature équilibrée   

Soit (A,B,C,D) une représentation d'état d'ordre " n", stable, et pas nécessairement minimal, il 

existe une transformation d'espace d'état inversible VWXY ∈ ℜ�×� [14], tel que le système 

transformé 

                             Z	WXY 
WXY�WXY �WXY[ = ZVWXY\� 	VWXY VWXY\� 
�VWXY � [                                              (3.10) 
La commandabilité et l'observabilité gramianes sont: 

                        ]�WXY = VWXY\� ]�(VWXY\� )T = LAMN(∑�, ∑J, 0,0) ∈ ℜ�×�                             (3.11) 
                          ]�WXY = VWXY� ]�VWXY = LAMN(∑�, 0, ∑^, 0) ∈ ℜ�×�                               (3.12) 
Où ∑�, ∑J, ∑^ sont des matrices diagonales positives et 

                                         ∑� = LAMN(/�, ⋯ , /_)                                                               (3.13) 
/� ≥ /J ≥ ⋯ ≥ /_ > /_4� = ⋯ = /� = 0 

Et /0 sont déterminé par  

                                              /0 ≔ (a0(]�]�))� J⁄                                                               (3.14) 

Où a0(]�]�) dénotent les "i" valeurs propres de ]�]� et ]�,]� sont déterminés par les 

équations de Lyapunov  

                                                  ]�	T + 	]� + 

T = 0   
                                                  ]�	 + 	T]� + �T� = 0                                                   (3.15) 
Pour obtenir l'ordre k  du model (k≤m), Moore avait proposé la réalisation 

(	WXY , 
WXY, �WXY , �WXY)  
                                                I	WXY 
WXY�WXY �WXYK = c	�� 	�J 
�	J� 	JJ 
J�� �J � d                                     (3.16) 
	�� ∈ ef×f, 	JJ ∈ e(�\f)×(�\f), on élimine les (� − �) états les moins commandable et 

observable pour obtenir le model réduit  

                                                gh(i) = ��(ji − 	��)\�
 � + �                                          (3.17) 
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Moore avait prouvé que le modèle est stable, minimal, et équilibré avec la commandabilité et 

l'observabilité gramians tous les deux égales à 

                                                            ∑kWXY = LAMN(/�, ⋯ , /f)                                                 (3.18) 
 

III.3.1. La procédure de la réduction d'ordre par Schur  

On présente une procédure générale pour calculer une réalisation du modèle réduit d'ordre 

''� ''  en utilisant  des bases arbitraires pour les espaces propres associés avec les grandes   
valeurs propres de ]�]� 
La procédure   

Soient : 	, 
, �, �, � 
Etape 1: calcul des matrices des espaces propres de ]�]�; lm,n0o, lY,n0o ∈ e�×f  associés par 
les valeurs propres /0J, ⋯ , /fJ. 
Etape 2: soit  

                                                   pn0o = lY,n0oT lY,n0o                                                            (3.19) 
Et calculer sa décomposition en valeurs singulières  

                                          qr,n0o∑r,n0olr,n0oT = pn0o                                                          (3.20) 
Etape 3:                     sY,n0o = lY,n0oqr,n0o∑r,n0o\� J⁄ ∈ e�×f                                                 (3.21) 
                                  sm,n0o = lm,n0oqr,n0o∑r,n0o\� J⁄ ∈ e�×f                                                  (3.22) 
Calcul la réalisation en espace d'état de gh(i) 
                                  I	t 
h�t �kK  =      SsY,n0oT 	sm,n0o sY,n0oT 
�sm,n0o � U                                             (3.23) 
  

(Fin de procédure)  
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Sortie  : construction de  la fonction transfert du modèle  d'ordre réduit   

                                     gh(i) = �t (ji − 	t)\�
h + �k                                                           (3.24) 
Obtenue par la procédure ci-dessus est exactement la même fonction de transfert obtenue  par 

l'application de la procédure de Moore de réduction d'ordre par une réalisation équilibrée de 

n'importe quelle réalisation minimale de g(i).  
La commandabilité et l'observabilité grammianes de la réalisation [	t, 
h, �t , �k,k] sont 
respectivement  

                                             ]u� =  sY,n0oT ]�sY,n0o ∈ ℜf×f 
                                             ]u� =  sm,n0oT ]�sm,n0o ∈ ℜf×f                                                 (3.25) 
Algorithme de Schur  

Cette méthode est basée sur  la décomposition de Schur de ]�]� pour calculer les bases 
orthonormales lm , lY [14]; l'utilisation des transformations orthogonales tend à promouvoir  

la stabilité numérique dans l'algorithme.  

Etape 1: Calcul de la commandabilité et l'observabilité grammiens ]� et ]� 
Etape 2: Calcul de la matrice orthogonale réelle l tel que l]�]�lT est  le triangle supérieur, 
c'est-à-dire mettre ]�]� sous la forme de Schur. 

Etape 3:  En utilisant les bases orthogonal, on calcule les transformations orthogonales réelles lX et lv ; l'ordre de la forme Schur ascendant et descendant sont respectivement     

                                            lXT]�]�lX = waX:0⋮0    ∗aX:z>   ⋯⋯  ∗∗⋯   ⋯  ⋯⋯⋯0    ∗∗⋯aX>
{ 

                                           lvT ]�]�lv = wav>0⋮0    ∗av|  ⋯⋯  ∗∗⋯   ⋯  ⋯⋯⋯0    ∗∗⋯av:
{                                   (3.26) 
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avec  

  } aX8| A = 1, ⋯ , �~ =   } av8| A = 1, ⋯ , �~ =  �/0J| A = 1, ⋯ , �� 
} aX8| A = � + 1, ⋯ , �~ =   } av8| A = � + 1, ⋯ , �~ =  �/0J| A = � + 1, ⋯ , �� 

Etape 4: partition lX et  lv  
         � − �              � 

                                                           lX = [lm.�_���| lY.n0o]                                               (3.27) 
                                                                          �            � − � 
                                                             lv = [lm.n0o| lY.�_���]                                            (3.28) 
Etape 5: Former la projection  

                                                       pn0o = lY,n0oT lm.n0o                                                        (3.29) 
Et calculer sa décomposition en valeurs singulière SVD (Annexe A) 

pn0o = qr.n0o �r.n0olr.n0o 
Etape 6: Former les matrices 

                                             sm.n0o = lm.n0oqr.n0o �r.n0o\�/J ∈ ℜ�×�                       
                                                   sY.n0o = lY.n0oqr.n0o �r.n0o\�/J ∈ ℜ�×�                                        (3.30) 

Remarques  

La réalisation d'état (	� , 
� , �� , ��) présente des grammiens de commandabilité et 

d'observabilité donnés respectivement par  

��,� = sY.nT ��sY.n ∈ ℜ�×�  
                                                    ��,� = sm.nT ��sm.n ∈ ℜ�×�                                              (3.31) 

- Les colonnes de lm.n0o et lm.�_��� forment respectivement les bases orthonormales pour les 

sous-espaces propres droite de (�� ��) associés respectivement aux plus grandes valeurs 
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propres [/�J, ⋯ , /�J] et aux faibles valeurs propres [/�4�J , ⋯ , /�J]. Les colonnes de lm.n0o et lm.�_��� donnent une décomposition analogue des sous-espaces propres gauche. 

- Notons que le modèle d'ordre réduit vérifie la borne de l'erreur de Hankel 

 

         ‖�(�) − ��(�)‖�� = sup�∈m‖�(��) − ��(��)‖J ≤ 2 ∑ /0�02�4�                           (3.32) 

 

Où �(�) et ��(�) sont les fonctions de transfert du modèle  AR initial d'ordre n et celle du 

modèle d'ordre réduit r, et ‖. ‖J est la norme spectrale matricielle. 

III.3.2. Algorithme de Schur modifié 

Dans ce paragraphe, nous allons examiner une procédure que celle proposée par Safonov 

et Chiang; au lieu de calculer les équation de Lyapunov pour ��  et ��, nous calculerons 
uniquement une seule matrice dite "matrice intergrammien"    notée ��� définie par  

                             ��� = � exp(	�) 
�B��(	T�)L�T��                                                  (3.33) 

��� est solution de l'équation de Lyapunov 
                                         ���	T + 	��� + 
� = 0                                                    (3.34) 
et l'on montre que  

                                                 ���J = ����                                                                 (3.35) 
Remarque 

��� enveloppe une information sur la commandabilité et l'observabilité du système et 

contrairement à �� et ��, il est invariant sous une transformation de similarité. 

Une autre propriété qui fait la différence avec l'algorithme précédent est que la forme de 

Schur réelle est calculée une seule fois (au lieu de deux) et l'algorithme SVD (Singular Values 

Decomposition) (voir Annexe A) demandée dans la procédure proposée par Safonov et 

Chiang est remplacée par la résolution de l'équation de Sylvester de deux matrices 

triangulaires supérieures. 

Ainsi, la matrice de transfert du modèle réduit g�(i) est calculée avec un volume de calcul 

plus réduit. 
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Procédure de Schur modifiée 

Entrées- Ayant (	, 
, �, �, �) 
Etapes 1- Calcul de la matrice ��� par résolution de l'équation de Lyapunov   
Etape 2- Mettre ��� sous la forme de Schur 

                                     �T���� = �� = S���� ���J0 ��JJU                                                       (3.36) 
Où les valeurs propres de ��� apparaissent en décroissance tout au long de la diagonale de �� . 

Les matrices ���� ∈ e�×� et ��JJ ∈ e(�\�)×(�\�) sont triangulaires supérieures. 
Etape 3-  calcul de la matrice X  par résolution de l'équation de Sylvester, donnée par 

                                            ����� − ���JJ + ���J = 0                                                       (3.37) 
Etape 4-  Diagonalisation de ��  par blocs, par la matrice  

                                                      Ij� �0 j�\�K                                                                      (3.38) 
Telle-que la matrice de transformation totale V diagonalise ��� en blocs où ���n0o ∈ e�×� tel 
que a����n0o� = a0 avec i=1,…,r et 

����_��� ∈ e(�\�)×(�\�) tel que a(����_���) = a0, i=r+1,…,n 

Etape 5- Partition de V et l\� , telles-que 
                                                    l = [ln0o  l�_���]                                                            (3.39) 
                                               l\� =  � = I �n0o��_���K                                                          (3.40) 
                                                      �l = Ij� 00 j�\�K                                                          (3.41) 
Etape 6-  Appliquer la transformation 

                                                          �(�) = l��(�)                                                             (3.42) 
au système et construire 
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                                              	� = l\�	l = S	��� 	��J	�J� 	�JJU                                                   (3.43) 
                                              
� = l\�
 = S
��
�JU                                                                 (3.44) 
                                             �� = �l = [��� ��J]                                                                   (3.45) 
Sorties-la réalisation simplifié d'ordre r donnée par (	� , 
�,�� , �)=(	���, 
��, ���, �) 
 

III.4. La méthode de l'approximation de  Hankel optimale  

Cette méthode est basée sur l'obtention d'un système LTI réduit stable [12], et la minimisation 

de l'erreur entre le système réduit et le système original.    

Algorithme : 

Entrées  Soit le système discret, commandable et observable (	, 
, �, �) et 	  Stable 
Objectif  Un système réduit (	� , 
� , �� , ��)  
 

Etape 1  Calculer les valeurs singulières de Hankel /� ≥ /J ≥ ⋯ ≥ /� de      
(	, 
, �, �) et supposer que  
                 /� > /�4� = /�4J = ⋯ = /�4� > /�4�4� ≥ ⋯ ≥ /� > 0                               (3.46) 
C.à.d.  /�4� a "�" multiplicités 

Etape 2  Transformer (	, 
, �, �) en parties équilibrées comme suit 

                                                      =IΣ� 00 ΣJK                                                                           (3.47) 
Où Σ� = LAMN(/�, … , /� , /�4�4�, … , /�) et ΣJ = /�4�j�.  
 

Etape 3  Partitionner (A, B, C, D) en utilisant la transformée gramiane   
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	 = I	�� 	�J	J� 	JJK ; 
 = I
�
JK ; � = [�� �J]                                                               
Poser                

                                              ¢ = Σ�J − /�4�J j                                                                     (3.48) 
¢ est non singulière  
Si £ > �, remplacer (	, 
, �, �) par (	T , 
T , �T , �T)  
Etape 4  Déterminer une matrice unitaire U satisfait 
J + �JTq = 0 
Etape 5 Soit �¤ = � − � la dimension du système d'espace d'état défini par 

	t =  ¢\�(/�4�J 	��T + Σ�	��Σ� − /�4���Tq
�T)                                                                  (3.49) 

h = ¢\�(Σ�
� + /�4���Tq)                                                                                               (3.50) 
�t = ��Σ� + /�4�q
�T                                                                                                          (3.51) 
�k = � − /�4�q                                                                                                                   (3.52) 

Le système défini par (	t, 
h , �t, �k ) est non stable 
Etape 6 Déterminer un sous système stable par choisir la base du système  (	t, 
h , �t, �k ) 
	t = S	t\ 00 	t4U ; 
h = S
h\
h4U ; �t = [�t\ �t4] 
	\ sont les valeurs propres dans la gauche du demi cercle unité, 	4 les valeurs propres dans 
la droite du demi cercle unité, 	\ est stable, 	4 anti-stable.  
Si £ > � remplacer (	t, 
h , �t, �k ) par (	tT , 
h T , �tT , �kT) 
Sorties  

	� = 	t\                                                                                                                               (3.53) 

� = 
h\                                                                                                                               (3.54) 
�� = �t\                                                                                                                                (3.55) 
�� = �k\                                                                                                                               (3.56) 
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L'erreur entre les deux fonctions fonction de transfert (système original et le système réduit) 

est  

                                          p� = /�4�                                                                                  (3.57)              
 

III.5. La méthode proposée: basée sur l'inter-grammien et description dans le domaine 

fréquentiel 

III.5.1. Introduction 

Nous présentons une nouvelle technique de réduction d'ordre des filtres numériques à 

Réponse Impulsionnelle Infinie RII. Cette technique est basée sur le calcul de la matrice inter-

grammien de la représentation d'état du filtre dans le domaine fréquentiel. La matrice 

intergrammien est calculée par résoudre une des équations de Lyapunov. Cette technique 

n'exige pas un système minimal, et l'ordre réduit peut être obtenu sans calculer la 

transformation équilibrée. Les bases orthonormales  sont calculées de façon à trouver la 

gauche et la droite des espaces propres associées aux valeurs propres de la matrice 

intergrammien, ces valeurs propres sont utilisées pour réduire l'ordre des modèles.  il est 

montré que la méthode proposée peut être utilisée pour transformer les filtres RIF à phase 

linéaire aux filtres RII d'ordre réduit. 

III.5.2. Préliminaires 

On considère le système discret d'ordre "�", linéaire, invariant dans le temps et 

asymptotiquement stable défini par 

                                                        �(� + 1) = 	�(�) + 
�(�), 
                                                       (�) = ��(�) + ��(�),                                              (3.58) 
Où 	 ∈ ℜ�×�, 
¥ℜ�×� et ℜ�×� . la commandabilité et l'observabilité grammienes sont définis 

comme suit 

�¦ = ∑ 	f

T(	T)f,§f2�    
                                                     �¨ = ∑ (	T)f�T�	f .§f2�                                                (3.59) 
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Ces grammiens satisfont les équations de Lyapunov : 

	�¦	T − �¦ + 

T = 0 
                                                      	T�¨	 − �¨ + �T� = 0                                             (3.60) 

Fernando et Nicholson ont démontré que l'information dans la commandabilité et 

l'observabilité grammienes sont essentiellement  contenue dans la matrice intergrammien 

définie par 

                                                 �¦¨ = ∑ 	f
�	f§f2�                                                          (3.61) 

On peut aussi calculer �¦¨ par résoudre l'équation de Lyapunov 
                                                 	�¦¨	 − �¦¨ + 
� = 0                                                  (3.62) 
III.5.3. La matrice inter-grammien dans le domaine fréquentiel  

Cette définition [1] est une extension pour la commandabilité et l'observabilité dans le 

domaine fréquentiel  

Définition  

La matrice intergrammien dans un domaine fréquentiel (��, �J) est définie par 
                           �© = �Jª � (B«�j − 	)\�
�(B\«�j − 	)\�L��|�>                                     (3.63) 

Dans le domaine fréquentiel (−¬, ¬), la matrice intergrammien est égale à la matrice inter-

grammiene dans le domaine temporel  

Théorème  

La matrice inter-grammiene dans le domaine fréquentiel �© satisfit l'équation de Lyapunov : 
                                    	�©	 − �© = −
� − 
�∗                                                      (3.64) 
Où (*) dénote  le conjugué d'un nombre complexe et  

                                   = �Jª � (j − B\«�	)\�L� − ∆�1ª j�|�>                                                 (3.65) 

Où ∆� = �J − ��radians/second 
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Démonstration (Annexe C) 

III.5.4. Algorithme  

Cet algorithme [1] de réduction d'ordre utilise les valeurs propres de la matrice inter-

grammien dans le domaine fréquentiel.  

•  On considère la transformation qui décompose la matrice intergrammien, �©  ou 
(���) en deux blocs, l'un avec des valeurs propres forts et l'autre avec des valeurs 
propres faibles comme suit: 

                                                      l\��©l = s = IsY 00 s¯K                                              (3.66) 
Où sY et s¯ sont des matrices de  dimensions respectivement (� × �) et [(� − �) × (� − �)] , 
 /0 = |a0(sY)|, i = 1,…,r  sont les valeurs propres fortes de �©, et /0 = |a0(s¯)|, i = 1,…,r + 

2,…, n sont les valeurs propres faible de �©. 
• Soient les matrices l et l\� sont partitionnés comme suit  

l = [lY l̄  ]  et l\� = IqYq¯K,                                                            (3.67) 
Où     IqYq¯K [lY l̄  ] = Ij� 00 j�\�K.                                                             (3.68) 

Les colonnes de lY et les lignes de qY traversent la droite et la gauche des espaces propres 
associés par a0(sY), c'est-à-dire les valeurs propres fortes de �©. 
• En appliquant la transformation, Eq. (3.67), sur le système original, on obtient  

                               IqYq¯K 	[lY l̄  ] = 	̅ = I	̅�� 	̅�J	̅J� 	̅JJK                                                  (3.69) 
                                         
H = IqYq¯K 
 = I
H�
HJK                                                               (3.70) 

                                               �̅ = �[lY l̄ ] = [��̅ �J̅] et �± = �                                        (3.71) 

Le modèle d'ordre réduit est défini par {	̅��, 
H�, ��̅, �±} et la fonction de transfert du modèle 

réduit est définie par  
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                                        ��(�) = �± + ��̅[�j� − 	̅��]\�
H�                                                (3.72) 
Procédure de l'algorithme  

Etape 1: soit la représentation d'état du filtre numérique original {	, 
, �, �}, déterminons 

l'intervalle de la fréquence (��, �J), dans lequel il est désiré d'approximer le filtre original par 

une seule représentation d'ordre réduit. Puis on calcule �© par résoudre l'équation de 
Lyapunov Eq.(3.64), ou bien par l'intégration numérique de (3.63). 

Etape 2: calcul de la forme de Schur réelle ordonné de �© 
                                         �T�©� = ��© = S���� ���J0 ��JJU                                                   (3.73) 
Où les valeurs propres de �© apparient  dans l'ordre descendant de la valeur absolue au long 
de la diagonale de  �©, ����, ��JJ sont respectivement des matrices de dimensions (� × �) et (� − �) × (� − �) 
Etape 3: calcul de la matrice ²¥e�×(�\�) par résoudre l'équation de Sylvester  
                                               �³��² − ²��JJ + ���J = 0                                                    (3.74) 
On note que, l'équation de Sylvester est calculée pour deux formes triangulaires supérieures,  ����et ��JJ sont dérivés de la forme réelle de Schur ordonnée.  

Etape 4: la matrice Ij� ²0 j�K  diagonalise ��©  en blocs dans (3.73) et la met  sous la forme de 

(3.66).  on partitionne � dans (3.73) comme suit  

   � = [�� �J], où ��¥ℜ�×�, donc lY = �� et qY = ��T − ²�JT 
Etape 5: La représentation de l'espace d'état du modèle d'ordre réduit est définie comme suit 

• 	̅�� = qY	 lY                                                                                                          (3.75) 
• 
H� = qY
                                                                                                                 (3.76) 
• ��̅ = �lY                                                                                                                  (3.77) 
• �± = �.                                                                                                                     (3.78) 

On remplace ces valeurs dans (3.73) pour obtenir la fonction de transfert du filtre numérique 

d'ordre réduit  ��(�). 



 

56 

 

III.5.5. Conclusion 

 Dans ce chapitre nous avons vu les différents algorithmes de réduction d'ordre des 

systèmes discrets dans le domaine temporel et le domaine fréquentiel. Pour illustrer 

l'efficacité de la technique proposée, nous ferons dans le prochain chapitre une comparaison 

entre des différentes méthodes dans le domaine temporel  (troncature équilibrée et 

l'approximation optimale de Hankel) et la méthode proposée (domaine fréquentiel) à travers 

des exemples de conceptions des filtres RII et RIF. 
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Chapitre IV: Simulations numériques et 

interprétations                                                      

 

IV.1. Introduction  

Ce chapitre est consacré à la partie simulation et interprétation des résultats. Nous 

avons élaboré un programme général à base du logiciel Matlab (MATLAB SIMULINK 

2009), qui permet à partir des divers filtres numériques d'ordre complet (RII, RIF), de calculer 

des modèles d'approximation d'ordre inférieur. 

Ce programme donne les réalisations des filtres initiales et d'ordre réduit, et permet de 

visualiser des réponses fréquentielles ainsi que le lieu de stabilité des filtres initiaux et d'ordre 

réduit.  

On donne pour cela trois exemples d'application, le premier concerne un filtre de 

Butterworth passe bas, le deuxième porte sur un filtre RII passe haut, et le dernier exemple 

concerne la réduction d'ordre d'un filtre RIF par Remez.    

IV.2. Exemple 1 

Soit le filtre numérique  RII prototype  de Butterworth  d'ordre �=12, satisfaisant le gabarit  

suivant:  

 ��(���)� = 
  1,                           0 ≤ � ≤ 0.45�
0,                          0.54� ≤ � ≤ � � 

Le minimum de l'atténuation dans la bande coupée est 25dB. 

L'ordre du filtre simplifié �  est déterminé par le critère de la norme de Hankel, se basant 

essentiellement sur la répartition des valeurs singulières de Hankel (Fig.4.1.). 

En appliquant la méthode proposée, la fonction de transfert du filtre réduit d'ordre � = 7 est 

donnée par 

��(�) =  0.0004 + 0.0064 ��� + 0.0205��� +  0.0986��! +  0.1319��# +  0.2688��$ + 0.1495��% + 0.1503��&

1 − 1.3812��� +  2.1480���  − 1.7489��! +  1.2116��#  − 0.5464��$ +  0.1698��%  − 0.0266��&  
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On remarque que le filtre réduit défini par 14 coefficients : 7 du numérateur et 7 du 

dénominateur, tandis que celui initial d'ordre complet  défini par 24 coefficients. Les valeurs 

singulières de Hankel du filtre d'ordre complet sont données par 

∑ = [0.9980, 0.9696, 0.8328, 0.5482, 0.2511, 0.0801, 0.0188, 0.0033, 0.0004, 0,  0, 0] 

La méthode proposée donne une meilleure approximation du filtre initial dans l'intervalle de 

fréquence[−0.55�, 0.55�]. 

Pour voir les performances de notre méthode, on calcule le filtre réduit par d'autres 

approches (la troncature équilibrée (MRE), l'approximation de la norme de Hankel optimale)  

On trace les spectres d'amplitude des réponses fréquentielles du filtre initial ainsi que ceux d'ordre 

réduit issues de différentes approches de réduction. 

 

           Fig.4.1. La répartition des valeurs singulières de Hankel 
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Fig.4.2. La réponse fréquentielle du filtre RII prototype de Butterworth initial et celui de réduit 

par la méthode proposée 

 

Fig.4.3. La réponse fréquentielle du filtre RII initial et les filtres RII réduits 
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Fig.4.4. Spectre d'amplitude des erreurs entre le filtre initial et les filtres réduits par les 

différentes méthodes de réduction d'ordre 

 

Fig.4.5. Lieu de stabilité du filtre réduit (méthode proposée) et du filtre initial  
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IV.3. Exemple 2 

On considère le filtre RII passe haut présenté par la fonction de transfert suivante: 

�(�) = #.&�+& ×�-./(��%0.12�$0./��-0.32�$0.4�%0.520.6)
��-.#7%0.12�.�-$�0./�-.-#��#$0.32-.!%7�&0.42-.-7#�$0.52-.-##7�0.6  

L'ordre de ce filtre est n=7, la méthode proposée donne une bonne approximation du filtre 

initial dans l'intervalle de fréquence [-0.35π, π] pour  l'ordre r=4 (selon les valeurs singulières 

de ce filtre (Fig.4.6.)). 

La matrice des valeurs singulières est donnée par  

∑ = [0.9768    0.8473    0.5412    0.2221    0.0579    0.0122] 

 

Fig.4.6. Répartition des valeurs singulières  
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��(�) = �-./(#.&�+&��&.!-&0.12&�.&!��7�.$+&0.32$%.�%%0.4)
��-.$!#�!0.12-.7!�&$0./2-.-!�&#%0.32-.�-���0.4   

 

 

 

Fig.4.7. les réponses fréquentielles du filtre RII initial et réduit par les différentes méthodes 

(BT, OHA et la méthode proposée)  

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

Pulsations normalisées

S
p
e
c
tr
e
 d
'a
m
p
lit
u
d
e

 

 
Filtre initial(n=7)

Filtre d'ordre reduit/balanced truncation (r=4)

Filtre d'ordre reduit/ Optimal Hankel norme approximation (r=4)

Filtre reduit par méthode proposée (r=4)



63 

 

Fig.4.8. Spectre d'amplitude des erreurs entre le filtre initial et les filtres réduits par les 

différentes méthodes de réduction d'ordre 

 

Fig.4.9. Lieu de stabilité du filtre réduit (méthode proposée) et du filtre initial 
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IV.4. Exemple 3 

Le filtre FIR d'ordre � = 45 à phase linéaire ayant le gabarit   suivant: 

��>���?� = @1,                  0 ≤ � ≤ 0.3�
0,               0.35� ≤ � ≤ �� 

L'atténuation maximale dans la bande passante Rp=1dB, l'atténuation dans la bande coupée 

Rs=25dB. 

Le vecteur  des valeurs singulières  

∑= [1.003,    1.001 ,   1.000,    0.999,    0.963,    0.900,    0.653,   0.329,    0.142,    0.062,    

0.035,    0.029,    0.028,    0.028,    0.028,    0.028,    0.028 ,   0.028,    0.028,    0.028,    0.028,    

0.028,    0.028,    0.028,   0.028,    0.028,    0.028,    0.028,    0.028,    0.028,    0.028,    0.028,   

0.028,    0.028,    0.028,    0.028,    0.028,   0.028,    0.028,    0.001,    0.001,    0.001,   0.001,    

0.000,    0.000] 

 

Fig.4.10. Répartition des valeurs singulières  
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L'ordre simplifié pour un choix de  � = 15 (Fig.4.10) 

En appilquant la méthode inter-grammien qui danne une bonne approximation dans 

l'intervalle de fréquence [−0.36�, 0.36�], la fonction de transfert  ��(�) du filtre réduit dont 

le numérateur et le dénominateur sont donnés comme suit  

Num = [0.0315,   -0.2935,    1.3221,  -3.8094,   7.8019 , -11.9064,  13.7281, -11.7169,  

             6.7292 ,  -1.4904,  -1.6218,  2.1966,  -1.4125,   0.5559, -0.1267,   0.0123] 

Den = 1.0e+002 × [0.0100 , -0.0949,   0.4398 ,  -1.3175,   2.8465,  -4.6904,   6.0806 ,                

          -6.3082, 5.2755,  -3.5542,  1.9126,  -0.8072,  0.2586,  -0.0594,  0.0088 , -0.0006 ] 

 

 

Fig.4.11. les réponses fréquentielles du filtre RIF initial et réduit par les différentes méthodes 

(la méthode proposée, OHA et BT) en dB 
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Fig.4.12. Spectre d'amplitude des erreurs entre le filtre initial et les filtres réduits par les 

différentes méthodes de réduction d'ordre 

Fig.4.13. Lieu de stabilité du filtre réduit (méthode proposée) 
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IV.5. Interprétation  

D'après les trois exemples de simulation faite sur divers types de filtres numériques, on site 

les points suivants: 

1- Les filtres d'ordre réduits sont tous de type RII [19], même si le filtre initial  est de type 

RIF (voir les fonctions de transfert des filtres réduit qui ont à la fois des pôles et zéros). 

2- Les filtres d'ordre réduits approximent fidèlement ceux d'ordre complet dans le domaine 

fréquentiel (voir les tracés des spectres d'amplitudes des différents filtres des exemples). 

3- Les filtres réduits obtenus  par notre approche sont tous stables (voir le lieu de stabilité). 

4- Avec le même ordre réduit, et plus de comparaison, nous avons synthétisé des 

approximants via d'autres méthodes de réduction (MRE, OHA). Cette comparaison permet de 

montrer que notre approche donne de meilleures performances que les autres approches dans 

une bande fréquentielle fixée.  

 

Conclusion  

 Dans ce chapitre ,on a présenté trois exemples de simulations pour illustrer l'efficacité 

de la méthode de réduction d'ordre des filtres RII en utilisant la matrice inter-grammien dans 

le domaine fréquentiel, et par l’étude de stabilité des filtres RII simplifiés, et la comparaison 

entre cette méthode proposée et d'autres approches de réduction, on conclue que notre 

méthode donne de meilleurs résultats pour un intervalle de fréquence fixé. 
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Conclusion générale 

 

 

Notre travail a porté essentiellement sur deux volets, le premier consiste à  l'analyse et 

la synthèse de tout types de filtres numériques à savoir les filtres à réponse impulsionnelle 

finie RIF, et les filtres à réponse fréquentielle infinie RII. 

Pour la synthèse des filtres RIF on a utilisé trois méthodes (méthode de fenêtrage temporel, 

méthode d'échantillonnage fréquentiel et la méthode de McClellan)et la synthèse des filtres 

RII prototype en utilisant la transformation bilinéaire. On a élaboré un programme du logiciel 

MATLAB qui permet à partir d'un gabarit spécifique de synthétiser le filtre désiré, de calculer 

les poêles et les zéros, et de tracer les réponses fréquentielles, on a donné aussi les avantage et 

les inconvénients que présente les filtres RII par rapport aux filtres RIF. 

On a noté, le faite que pour avoir un filtre RIF sélectif, il nous faut utiliser un ordre élevé, ce 

qui motive la réduction d'ordre de tels filtres. 

Dans le second volet, on a donné un état d'art sur les méthodes de réduction d'ordre qui 

existe dans la littérature, opérant dans l'espace d'état, telle que  (MRE, Schur, Approximation  

de Hankel Optimale), on note que ces approches opèrent dans le domaine temporel. Notre 

contribution réside dans l'étude d'une nouvelle approche qui opère dans le domaine 

fréquentiel, dite " méthode de réduction d'ordre  basée sur la matrice inter-grammien dans le 

domaine fréquentiel". 

Pour mettre en évidence les performances que donne notre méthode proposée, diverse 

simulations sont données pour plusieurs Type de filtres, une étude comparative vient renforcer 

l'efficacité de notre approche par rapport aux autres approche dans le domaine temporel, cela 

dans un intervalle de fréquence bien précis ,on note encore que les filtres réduits via notre 

approche sont de type RII, et toujours stables  ( voir les figures de Fig.4.1 au Fig.4.13).    
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Annexe  A 

 

Valeurs singulières et algorithme SVD 

 

Les valeurs singulières d'une matrice � ∈ ��,� de rang q , notées ��, sont les racines 

carrés non négatives des valeurs propres de �	�, ordonnées telles que : 

�
 ≥ �� ≥ ⋯ ≥ �� ≥ 0 

Si q<n nous aurons n-q valeurs singulières nulles, c'est-à-dire  

���
 = ���� = ⋯ = �� = 0 

Il existe deux matrices orthogonales ∈ ��,� , � ∈ ��,� et une matrice diagonale ∑ ∈ ��,� 
telles que  

           � = ���	 = � ��� 0
0 0� �	 ,                               (A.1) 

Et les  valeurs singulières  ��, i=1..q sont les racines carrées des q va leurs propres positives 

(non nulles) de �	�. 

U ET V sont les matrices orthogonales ayant pour colonnes les vecteurs propres de �	� et 
��	  respectivement. 

Cette décomposition est dite "Décomposition en valeurs singulières" SVD  de la matrice A 

Remarque  

Si � = ���	 est la décomposition en valeurs singulière de la matrice A, alors les 

décompositions  en valeurs propres de  �	� et ��	 sont données par 

                                  �	� = ���	 ���	 = ����	                          (A.2) 

                                  ��	 = ���	 ���	 = ����	                        (A.3) 

Notons  

����� = �
 (la plus grande valeur singulière de la matrice A) 
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���� = �� (la plus petite valeur singulière de la matrice A) 

Les valeurs singulières maximum et minimum d'une matrice A, notées respectivement �� et � , 
sont équivalentes en terme de norme spectrale à 

          ����� = ||�||�                                  (A.4) 

���� = �||��
||��
 � , det ��� ≠ 0 
0  �  , det��� = 0 %           (A.5) 

La valeur singulière minimale ���� donne une mesure de la tendance à la singularité de la 
matrice A. 

Propriétés des valeurs singulières 

1. ���� = & ' ‖)*‖
‖+‖ , , ∈ ��                                                      (A.6) 

2. ����� = &-, ‖)*‖
‖+‖ , , ∈ ��                                                      (A.7) 

3. ���� ≤ |/����| ≤ �����                                                          (A.8) 

      Où /��. � est la  è�2 valeur propre de (.)                                       

4.  si ��
 existe, ���� = 

34�)56�                                                   (A.9) 

6. ����� = 

3�)56�                                                                          (A.10) 

7. ���� + 8� ≤ ����� + ���8�                                                      (A.11) 

8. ����8� ≤ ��������8�                                                                (A.12) 

9. max [�����, �8�] ≤ ����8� ≤ √2max [�����, ���8�]               (A.13) 

10. max@-�,A@ ≤ ����� ≤ 'max@-�,A@, BCDE  , F                            (A.14) 

11. ∑ ��� = GE[�	�]��H
                                                                 (A.15) 
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Annexe B 

 

Algorithme de l'équilibre (systèmes numériques) 

Equilibre de systèmes  

L'équilibre des systèmes est l'étape fondamentale sur laquelle repose la MRE. Il consiste en la 

détermination d'une transformation non singulière T dont le calcul est essentiellement basé sur 

les grammiens de commandabilité et d'observabilité du système. 

Procédure de l'équilibre 

Entrées :Ayant la réalisation (�, �, �, �, �). 

Etape 1: Calcul des grammiens 	
 et 	�, solutions des équations de Lyapunov 

��	�� − 	� + ��� = 0,                                   (B.1) 

�	
�� − 	
 + ��� = 0                                    (B.2) 

Ces deux grammiens sont donnés par les quantités suivantes 

	� = ∑ �����(��)��
��� ,                                   (B.3) 

	� = ∑ (��)��
��� �����                                    (B.4) 

Remarque 

Si le système est asymptotiquement stable, les grammiens convergent pour un nombre 

fini de termes. 

Etape 2: Factorisation de Cholesky de la paire (	
, 	�) telle que      

            	� = ����
�                                               (B.5) 

           	
 = �
�

�                                                (B.6) 

Avec �� et �
 des matrices triangulaires inferieures  

Etape 3: Décomposition en valeurs singulières SVD (Annexe A) de la quantité 

            � = ��
� �
                                                 (B.7) 

telle que     

                     � = �� ��                                                (B.8) 
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où U et V sont des � × � –matrices orthogonales. 

� = � × �  -matrice diagonale (matrice des valeurs singulières du système) telle que 

  � = � , �!, ⋯ , �# avec �$ > �& pour ' > (. 

Etape 4: Obtention de la transformation d'équilibre T et de son inverse  )*  

 ) = �
��* /!                                                     (B.9) 

   )* = �* /!����
�                                                   (B.10) 

Etape 5: Construction de la réalisation équilibre 

�, =  )* �) =  �* /!����
���
��* /!             (B.11) 

                    �, = )* � = �* /!����
� �                   (B.12) 

                   �, = �) = ��
��* /!                            (B.13) 

Sorties: La réalisation équilibrée du système d'ordre complet (�, , �, , �, , �). 

Les grammiens d'observabilité et de commandabilité s'expriment dans la base d'équilibre 

par  

                 	�, =  )�	�) = �                                 (B.14) 

                	
, =  )* 	
)*� = �                              (B.15) 

De point de vue mathématique, � est aussi la solution des équations le Lyapunov  

                       �,��,
� − � + �,�,

� = 0                            (B.16) 

                                                 �,
���, − � + �,

��, = 0                            (B.17)            
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Annexe C 

 

 

Démonstration  

Ajouter et soustraire les termes  �������, ������� et ��� de l'équation (3.62) pour obtenir 

−
���� − �����
���� − �� + ���
���� − ����� 

                                +    
���� − �������� = ��                                                            (C.1)          

On multiplie la gauche de l'équation (3.66) par 
���� − ���
, la droite par 
���� − ���

, 

puis on applique l'intégrale 
�

�� � ����
��

 pour les deux cotés de l'équation, on obtient 

                                     �� = − ∆�
�� ��� + ����� + �����

∗                                               (C.2)                                 

Où  

                        �� = �
�� � (� − ����)�����

��
                                                                     (C.3)                       

On soustrait (3.67) de "LHS" de (3.64): 

� !− ∆�
�� ��� + ����� +  �����

∗" � − !− ∆�
�� ��� + ����� +  �����

∗"              

L'équation (3.69) peut être écrite sous la forme 

               − ∆�
�� #����� − ��� $ + ��#���� � − ���$ + #���� � − ���$��

∗                  (C.4)  

                          = − !�� − ∆�
�� �" �� − �� !��

∗ − ∆�
�� �"                                                      (C.5) 

                                    = −��� − ���∗ = %&'  de (3.64)                                                (C.6) 

 



 ملخص

من خ�ل ھذه المذكرة قدمنا تقنية جديدة لتبسيط المرشحات الرقمية ذات الرد الذبذبي ال�محدود باستعمال 

في المجال الترددي و 0براز فعالية ھذه التقنية قارنا بين طريقتين في                                مصفوفة

 المجال الزمني ھما التقارب المثالي لھنكل و البتر المتوازن و بين الطريقة المقترحة في المجال الترددي 

               مصفوفة     ا=نظمة  يطتبس     المرشحات الرقمية ذات الرد الذبذبي ال�محدود      المفاتيح 

المجال الترددي                            

 

Résumé 

Dans ce travail on a présenté une nouvelle technique de réduction d'ordre des filtres 

numériques à réponse impulsionnelle infinie RII,  basée sur le calcul de la matrice inter-

grammien dans le domaine fréquentiel de la réalisation de l'état du filtre d'ordre complet. Pour 

illustrer l'efficacité de cette nouvelle technique, on a fait une comparaison entre deux 

méthodes dans le domaine temporel tel que l'approximation  optimale de Hankel, la troncature 

équilibrée; et la méthode proposée dans le domaine fréquentiel. 

Mots clés: Filtre numérique RII; Réduction d'ordre; Inter-grammien; Domaine fréquentiel; 

Approximation des filtres numérique     

Abstract:  

In this work, a new and numerically efficient technique for the design of reduced-order IIR 

digital filters is presented. This technique is based on computing the cross-gramian matrix 

from the state-space representation of the full-order in the frequency domain. A comparison 

between the conventional time-domain methods such as balanced truncation (BT) and optimal 

Hankel-norm approximation (OHA); and the proposed frequency-domain model reduction 

technique is presented to illustrate the effectiveness of the proposed technique. 

Keywords: IIR digital filters; Frequency-domain cross-gramian; Model reduction; Filter 

approximation. 

cross grammian 

cross grammian 
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