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                                                               "ééUne rupture nõest pas une fin, 

                                                                    Mais le d®but dõune v®rit® cach®e. 

                                                                 Dans la mati¯re comme dans lõesprit, 

                                                                     Cõest par la fissure que passe la lumi¯reéé" 

                                                                                                                                  M.BOUDOUHéé2026 
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  ϣϠϼϝЧв ϸϝгϧКϜ бϦ ̪ϣЂϜϼϹЮϜ иϻк сТ ϣугЦϼ  ϣϮϻгзЮ ϣвϹЧϧв  ϸϜнгЮϜ сТ ϤϝЧЧЇϧЮϜ  ϣЇлЮϜ   ϣтϸϝгЮϜ мϒ/м ϣуЂϹзлЮϜ ϤϝКϝГЧжъϜ ϤϜϺ  ϬϺнгж пЯК ϸϝгϧКъϝϠ ЩЮϺм ̪

ϼнГЮϜ Ьϝϯв  гЮϜ ϽЊϝзЛЮϜ ϣЧтϽГϠ дϽϧЧгЮϜϢϸмϹϳ  ϣЧтϽАм ϣЛ̵ЂнгЮϜ    ϣКнгϯв  .ϤϝтнϧЃгЮϜ  сϠϝЃϲ ϭвϝжϽϠ ϻуУзϦм ϽтнГϦ бϦсТ  ϣϛуϠ    ϞыϦϝв  ЙугϮ ϭвϹт

нГϧЮϜ иϻктϤϜϽ  ϢϹК Ьы϶ ев йϧϳЊ ев ХЧϳϧЮϜ бϦ ϹЦм ̪.ϤϜϼϝϡϧ϶Ϝ    ϢϝЪϝϳв ϤϝуЯгК ϥЧ̵ϡ̳АϣугЦϼ    Ϥъϝϲ ϢϹК пЯКϣуЛϮϽв  ̪ЮϜ ϱϚϝУЋЮϜ Эϫв  рнϧϳϦ сϧ

ХϡЃв ХІ пЯК    .ϣузуϡЮϜ ФнЧЇЮϜ ЩЮϻЪм ̪ϣувϝЃгЮϜм ϣϡЪϽгЮϜ ϸϜнгЮϜм ̪ϤϝОϜϽТм ϣЯЏУв ̪ϣжϝϧвм ϣϠыЊ ϽϫЪцϜ ХАϝзгЮϜ ϟзϯϧϦ ФнЧЇЮϜ дϒ ϭϚϝϧзЮϜ ϤϽлДϒ

  ̪ϣжϝϧгЮϜ ̪ϣϠыЋЮϜ) ϣуЂϹзлЮϜм ϣуЫужϝЫугЮϜ ϤывϝЛгЯЮ ϾϼϝϡЮϜ ϽуϪϓϧЮϜ ϥз̵уϠ ϝгЪ ̪ϣувϝЃв ϽϫЪцϜ мϒ СЛЎцϜ ХАϝзгЮϜ сТ ϼϝЇϧжъϜ  ̪ϟϚϜнЇЯЮ ϣугϯϳЮϜ ϣϡЃзЮϜ

ЭЫІ    ϟуϦϽϦмϟϚϜнЇЮϜϢнЧЮϜ Ϥϝузϳзв пЯК (ïϣЦϝГЮϜм ϣϲϜϾшϜïм ϣϲϜϾшϜ  ϜϻЪЮϜ ϤϜϼϝЃвФнЧЇ.    АыгЮϜ пЯК ϣуϡтϽϯϦ ϣЯгϲ ϥтϽϮ̳ϒ ̪йЃУж ϥЦнЮϜ сТ

ІϝϡгЮϜ ϹЇЮϜ ϤϜϼϝϡϧ϶Ϝм ̪ϣлϮ ев ϣуϦнЋЮϜ ФнТ ϤϝϮнгЮϜ ϤϜϼϝϡϧ϶Ϝ Ьы϶ ев ϽгЛЯЮ ϣЮϜϹЪ ϢϸϝгЯЮ ϣуЫужϝЫугЮϜ ЉϚϝЋϷЮϜ ϼнГϦ ϣϡЦϜϽвм СуЊнϧЮ ев Ͻ

  ϣлϮ ев ϽЃЫЮϜ ШнЯЂ пЯК ϤϝзуЛЮϜ ϽгК ЭвϝЛв ϽуϪϓϦ бууЧϦ ЭϮϒоϽ϶ϒ.   .ϣуϡтϽϯϧЮϜ ϭϚϝϧзЮϜм ϼнГЮϜ Ьϝϯв ϬϺнгж ϭϚϝϧж еуϠ ϣжϼϝЧвм ХЧϳϦ ϣуЯгЛϠ ЩЮϺ ЙϡϦ̳ϒ

ЮϜ ϭϚϝϧзЮϜ еуϠ ̯ϜϹϮ ̯ϜϹуϮ ̯ϝЧТϜнϦ ϣжϼϝЧгЮϜ ϤϽлДϒϣугЦϽ ϢнЧЮϜ) ϣвϝЛЮϜ ϣϠϝϯϧЂъϜ онϧЃв пЯК ̭ϜнЂ ̪ϣуϡтϽϯϧЮϜмïФнЧЇЮϜ ϼϝЇϧжϜ онϧЃв пЯК мϒ (ϣϲϜϾшϜ 

ϼнГϧЮϜ ϼϝЃв) ̪ (  .ϣуϧзгЂшϜ пзϡЮϜм ϸϜнгЯЮ ЅлЮϜ ШнЯЃЮϜ ЭуЯϳϦ сТ ϼнГЮϜ Ьϝϯв ϬϺнгж ϣуЦнϪнвм Ϣ̭ϝУЪ ϹЪϕт ϝгв                                                                    

ϣуϲϝϧУгЮϜ ϤϝгЯЫЮϜ:  ̫ϣЛЂнгЮϜ ϢϸмϹϳгЮϜ ϽЊϝзЛЮϜ ϣЧтϽА ̫ϼнГЮϜ Ьϝϯв ϬϺϝгжЬϜмϸ   ϸϜнгЮϜ ̫ϣувϝЃгЮϜ ϸϜнгЮϜ ̫ϣϡЪϽгЮϜ ϸϜнгЮϜ ̫ϣузуϡЮϜ ФнЧЇЮϜ ̫ϤϝтнϧЃгЮϜ

ϣуϧзгЂцϜ.  

R®sume : 

Dans cette ®tude, nous adoptons une approche num®rique avanc®e pour la mod®lisation de la fissuration fragile dans les 

mat®riaux ¨ discontinuit® g®om®trique et/ou mat®rielle, bas®e sur le mod¯le ¨ champ de phase coupl® aux m®thodes 

XFEM et Level Set. Un code de calcul d®velopp® sous MATLABÈ int®grant lôensemble de ces d®veloppements a ®t® 

mis en place et valid®. Les simulations num®riques ont ®t® appliqu®es ¨ plusieurs cas repr®sentatifs, tels que des plaques 

entaill®es et perc®es, des milieux composites et poreux, ainsi que des fissures interfaciales. Les r®sultats ont montr® que 

les fissures ®vitent les inclusions les plus rigides et tenaces pour se propager dans les zones les plus fragiles ou poreuses, 

et ont mis en ®vidence lôinfluence des param¯tres m®caniques et g®om®triques (rigidit®, t®nacit®, fraction volumique, 

forme et arrangement des h®t®rog®n®it®s) sur les courbes effortïd®placement, ®nergieïd®placement ainsi que sur les 

trajectoires de fissuration. Parall¯lement, une campagne exp®rimentale a ®t® r®alis®e sur le mortier afin de caract®riser 

et de suivre lô®volution des propri®t®s m®caniques du mat®riau en fonction de lô©ge par essais ultrasonores, dôune part, 

et des essais de traction directe afin dô®valuer lôinfluence du param¯tre dô©ge des ®prouvettes sur le comportement ¨ la 

rupture, dôautre part. Cette d®marche a ®t® suivie par une validation des r®sultats obtenus par le mod¯le de champ de 

phase avec ceux issus de lôexp®rimentation. La comparaison a r®v®l® une tr¯s bonne concordance entre r®sultats 

num®riques et exp®rimentaux, aussi bien sur la r®ponse globale (forceïd®placement) que sur la propagation des fissures 

(chemin dô®volution), confirmant la robustesse et la pertinence du mod¯le de champ de phase pour lôanalyse du 

comportement fragile des mat®riaux et structures cimentaires. 

Mots-cl®s : Mod¯les de champ de phase ; XFEM ; Level Set ; fissures interfaciales ; Mat®riaux composites ; 

mat®riaux poreux ; mat®riaux cimentaires. 

Abstract: 

In this study, we adopt an advanced numerical approach for modeling brittle cracking in materials with geometric and/or 

material discontinuities, based on the phase-field model coupled with the XFEM and Level Set methods. A computational 

code developed in MATLABÈ integrating all these developments has been implemented and validated. Numerical 

simulations were applied to several representative cases, such as notched and perforated plates, composite and porous 

media, as well as interfacial cracks. The results showed that cracks tend to avoid the stiffest and toughest inclusions and 

propagate through the weakest or most porous regions. They also highlighted the influence of mechanical and 

geometrical parameters (stiffness, toughness, volume fraction, shape, and arrangement of heterogeneities) on the forceï

displacement and energyïdisplacement curves, as well as on crack propagation paths .In parallel, an experimental 

campaign was carried out on mortar in order to characterize and monitor the evolution of the materialôs mechanical 

properties as a function of age, using ultrasonic tests on the one hand, and direct tensile tests on the other hand, to 

evaluate the influence of specimen age on fracture behavior. This approach was followed by a validation of the results 

obtained from the phase-field model with those from the experiments. The comparison revealed very good agreement 

between numerical and experimental results, both in terms of the global response (forceïdisplacement) and crack 

propagation (evolution path), confirming the robustness and relevance of the phase-field model for analyzing the brittle 

behavior of cementitious materials and structures. 

Keywords: Phase-field models; XFEM; Level Set; interfacial cracks; composite materials; porous materials; 

cementitious materials. 
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Introduction G®n®rale 
1. Motivation  

Certaines des principales caract®ristiques des structures et des composants de machines 

modernes sont leur complexit® de conception toujours croissante et l'utilisation de nouveaux 

mat®riaux aux propri®t®s am®lior®es pour r®pondre aux exigences croissantes de s®curit®, de 

fiabilit® et de durabilit® tout en satisfaisant simultan®ment les exigences de haute efficacit® et 

de faible co¾t en mati¯re de fabrication, de maintenance et de contr¹le optimal. Dans ce 

contexte, le ph®nom¯ne de rupture fragile demeure lôun des probl¯mes les plus critiques : il peut 

provoquer des pertes ®conomiques consid®rables, voire des accidents mettant en jeu des vies 

humaines. Sa pr®diction et sa pr®vention restent donc sans doute encore une pr®occupation 

majeure, et ¨ ce titre, un domaine qui int®resse beaucoup dôing®nieurs et surtout de nombreux 

chercheurs. 

Les mat®riaux utilis®s dans les structures modernes et les composants de machines pr®sentent 

fr®quemment des h®t®rog®n®it®s mat®rielles (inclusions, interfaces) et g®om®triques (fissures, 

vides) qui influencent fortement leur comportement m®canique. Divers mat®riaux tels que le 

b®ton et les roches, les composites, les polym¯res, ou encore les mat®riaux issus de proc®d®s 

®mergents comme la fabrication additive, en sont des exemples typiques. Ces mat®riaux se 

caract®risent souvent par une r®sistance limit®e en traction et par une rupture soudaine et 

brutale. 

Leurs propri®t®s m®caniques d®pendent largement ¨ la fois des caract®ristiques intrins¯ques de 

chaque h®t®rog®n®it® et de leur topologie (taille, forme, orientation et distribution). La fragilit® 

est accentu®e par la pr®sence de ces h®t®rog®n®it®s, quôelles soient mat®rielles ou g®om®triques, 

car elles modifient profond®ment la trajectoire de fissuration et la t®nacit® globale du mat®riau. 

De plus, la plupart des processus complexes de rupture ð initiation, localisation, propagation, 

coalescence et ramification des fissures ð prennent naissance pr®cis®ment ¨ lô®chelle de ces 

h®t®rog®n®it®s. Lôanalyse de la fissuration dans une structure comportant de telles irr®gularit®s 

constitue donc un probl¯me ¨ la fois scientifiquement difficile et technologiquement int®ressant. 

La compr®hension et la pr®diction de lôinitiation et de la propagation des fissures dans ces 

mat®riaux fragiles repr®sentent ainsi un enjeu majeur, tant pour am®liorer la s®curit® et la 

durabilit® des structures que pour concevoir de nouveaux mat®riaux plus performants. 

Dans lôing®nierie moderne, les simulations num®riques font in®vitablement partie de la 

conception des composants et du d®veloppement des mat®riaux. Apr¯s une proc®dure de 

validation appropri®e, les simulations num®riques compl¯tent et remplacent progressivement 

des exp®riences souvent co¾teuses et chronophages, r®duisant le nombre de prototypes 

n®cessaires et am®liorant la maintenance pr®dictive, r®pondant ainsi directement aux exigences 

industrielles et environnementales susmentionn®es. Par cons®quent, lôanalyse num®rique de la 

rupture de mat®riaux pr®sentant des h®t®rog®n®it®s mat®rielles et g®om®triques, en tenant 

compte des propri®t®s de ces h®t®rog®n®it®s ainsi que de leur topologie (taille, forme, 

orientation et distribution), constitue un atout pr®cieux pour lô®valuation de lôint®grit® 

structurelle, de la fiabilit® et de la dur®e de vie des pi¯ces et des structures modernes. Cela 

pourrait conduire ¨ une description plus r®aliste du comportement de ces mat®riaux, ce qui 
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pourrait, ¨ son tour, contribuer au d®veloppement de mat®riaux dot®s de propri®t®s am®lior®es 

et permettre la production de structures plus efficaces, plus s¾res et moins ch¯res construites ¨ 

partir de mat®riaux h®t®rog¯nes et poreux. 

 

Figure I. 1. Exemple d'un mat®riau h®t®rog¯ne comportant des inclusions, utilis®s dans l'ing®nierie 

moderne. 

2. Objectifs de la th¯se : 

La mod®lisation de la rupture fragile est un probl¯me complexe, en particulier dans les 

structures pr®sentant des h®t®rog®n®it®s mat®rielles et g®om®triques. Les approches classiques, 

comme la th®orie de Griffith, supposent lôexistence de fissures pr®existantes et ne permettent 

pas de traiter de mani¯re r®aliste lôinitiation et la propagation des fissures dans ces types des 

structures h®t®rog¯nes. De m°me, les mod¯les coh®sifs ou les approches locales 

dôendommagement souffrent de probl¯mes de d®pendance au maillage. Afin dô®tablir une base 

th®orique solide avant dôaborder la mod®lisation par champ de phase, L'objectif de cette th¯se 

au premier lieu consiste ̈  ®tudier le taux de restitution dô®nergie (G), param¯tre fondamental 

de la m®canique de la rupture, ¨ travers ses trois formulations classiques : 

¶ La formulation ®nerg®tique globale, fond®e sur la variation de lô®nergie potentielle du 

syst¯me ; 

¶ La formulation m®canique, bas®e sur le facteur dôintensit® de contrainte ὑ; 

¶ La formulation locale, introduite par Rice (1968) sous la forme de lôint®grale ὐ. 

Ces trois approches sont compar®es num®riquement dans un cadre bidimensionnel (mode I 

dôouverture) afin de v®rifier leur coh®rence et de pr®parer la transition vers les mod¯les 

variationnels de rupture continue d®velopp®s ult®rieurement. 

Cependant, malgr® les avanc®es consid®rables apport®es par ces th®ories, elles pr®sentent 

plusieurs limitations majeures qui emp°chent leur utilisation comme mod¯le g®n®ral du 

ph®nom¯ne de rupture : 

 Probl¯me dôamor­age des fissures : incapacit® ¨ traiter la naissance dôune fissure dans un 

domaine initialement intact, d®pourvu de d®fauts g®om®triques ou structuraux. 

 Probl¯me de trajectoire spatiale : la th®orie de Griffith ne fournit quôune ®quation d®crivant 

lô®volution de la longueur de la fissure, sans indiquer sa direction de propagation, n®cessitant 

ainsi lôintroduction de crit¯res suppl®mentaires. 

 Probl¯me de trajectoire temporelle : ces approches ne permettent pas de mod®liser les 

®volutions brusques de la propagation ni de pr®dire la distance dôarr°t dôune fissure. 
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Ces insuffisances ont conduit au d®veloppement de mod¯les plus g®n®raux, capables de d®crire 

de mani¯re continue la transition entre zones intactes et zones endommag®es. 

Pour surmonter ces limitations, lôapproche de champ de phase (PFM) sôest impos®e comme une 

m®thodologie robuste et versatile, fond®e sur une formulation variationnelle de la rupture 

fragile. Elle introduit une longueur interne de r®gularisation qui stabilise la localisation de 

lôendommagement et permet de d®crire naturellement lôinitiation, la propagation, la bifurcation 

et la coalescence des fissures. Toutefois, son co¾t num®rique est un peu ®lev® et son application 

¨ des mat®riaux h®t®rog¯nes contenant des discontinuit®s initiales exige des d®veloppements 

sp®cifiques additionnels. 

Dans ce contexte, le deuxi¯me grand objectif de cette th¯se est de d®velopper et dôimpl®menter 

un cadre num®rique avanc® bas® sur lôapproche de champ de phase (PFM), coupl®e avec la 

m®thode des ®l®ments finis ®tendus (XFEM) et la m®thode de Level-Set. Ce couplage vise ¨ 

repr®senter implicitement des discontinuit®s initiales complexes telles que les fissures, 

inclusions, interfaces ou porosit®s, tout en r®duisant les contraintes li®es au remaillage dans les 

m®thodes conventionnelles. Il permet ®galement dôam®liorer lôefficacit® num®rique des 

sch®mas de minimisation altern®e utilis®s pour r®soudre le syst¯me coupl® d®placementï

endommagement. ê travers ce cadre num®rique coupl®, un troisi¯me objectif est dô®tudier le 

comportement de la rupture fragile dans diff®rents mat®riaux fragiles et h®t®rog¯nes. Cette 

®tude couvre les mat®riaux composites renforc®s par des fibres de formes et dôarrangements 

vari®s, les mat®riaux poreux pr®sentant des distributions de vides de g®om®trie multiple, les 

fissures interfaciales dans des bi-mat®riaux, ainsi que les mat®riaux cimentaires, en particulier 

le mortier, ®tudi®s ¨ la fois num®riquement et exp®rimentalement. 

Enfin, un quatri¯me objectif est dôassurer une validation exp®rimentale du cadre num®rique 

propos®. Pour cela, une campagne exp®rimentale a ®t® men®e sur des ®prouvettes de mortier 

soumises ¨ un essai de traction directe quasi-statique avec d®placement impos®. Les ®prouvettes 

de forme cubique rectangulaire, coul®es avec une fissure et un trou pr®d®fini, ont permis 

dôobserver et dôanalyser les courbes chargeïd®placement et les trajectoires de fissures, ainsi 

que dô®valuer lôinfluence de lô©ge du mat®riau sur le comportement ¨ la rupture. Lô®volution 

des propri®t®s m®caniques du mortier, telles que le module dô®lasticit® E et le coefficient de 

Poisson ɜ, a ®t® suivie en fonction de lô©ge ¨ lôaide dôessais ultrasonores non destructifs, tandis 

que lô®nergie de rupture a ®t® d®termin®e par essais de traction directe. Ces param¯tres ont servi 

¨ alimenter et calibrer le mod¯le num®rique de champ de phase, permettant ainsi de reproduire 

fid¯lement les ph®nom¯nes observ®s exp®rimentalement et de valider le cadre num®rique 

propos®. 

Ainsi, la th¯se d®veloppe une approche hybride et compl®mentaire, combinant lôapproche de 

champ de phase pour la pr®diction de lôinitiation et de la propagation des fissures, le couplage 

PFM /XFEM/Level-Set pour la prise en compte implicite des discontinuit®s initiales, et une 

validation exp®rimentale rigoureuse pour confirmer la pertinence et la robustesse du mod¯le 

num®rique. 

3. Contributions de la th¯se 

Les travaux r®alis®s dans le cadre de cette th¯se sôinscrivent dans la continuit® des recherches 

sur la mod®lisation num®rique de la fissuration fragile par la m®thode de champ de phase. Ils 



Introduction G®n®ral 

п 
 

apportent toutefois plusieurs contributions originales, ¨ la fois sur le plan m®thodologique, 

num®rique et exp®rimental : 

V D®veloppement m®thodologique : mise en place dôun cadre variationnel de champ de 

phase enrichi par le couplage avec XFEM et Level-Set, permettant de repr®senter 

implicitement des discontinuit®s initiales complexes (vides, inclusions, fissures 

interfaciales) sans recourir ¨ un remaillage co¾teux. 

V Avanc®es num®riques : impl®mentation dôun sch®ma de minimisation altern®e (staggered 

scheme) coupl® avec la m®thode des ®l®ments finis et enrichi par XFEM/Level-Set, 

garantissant une meilleure stabilit® num®rique et une plus grande efficacit® dans la 

simulation de fissures complexes. 

V £tudes param®triques : analyse num®rique de la fissuration fragile dans diff®rents 

contextes : 

- Mat®riaux isotropes homog¯nes, 

- Composites avec inclusions de formes et dôarrangements vari®s, 

- Mat®riaux poreux avec diff®rentes g®om®tries et distributions de vides, 

- Bi-mat®riaux pr®sentant des fissures interfaciales. 

V Validation exp®rimentale : ®tude exp®rimentale sur des ®prouvettes de mortier soumises 

¨ un essai de traction directe quasi-statique, incluant le suivi des propri®t®s m®caniques en 

fonction de lô©ge (module dôYoung, coefficient de Poisson), lôidentification de lô®nergie 

critique de rupture et lôobservation des trajectoires de fissures. 

V Confrontation num®riqueïexp®rimental : calibration du mod¯le de champ de phase ¨ 

partir des r®sultats exp®rimentaux et mise en ®vidence dôune bonne concordance entre 

simulations et essais, confirmant la pertinence et la robustesse du cadre num®rique 

propos®. 

 

4. Structure de la th¯se 

La th¯se est organis®e en cinq chapitres principaux. Le premier chapitre est consacr® ¨ lô®tat 

de lôart relatif ¨ la fissuration des mat®riaux fragiles, en mettant lôaccent sur les mat®riaux 

hétérogènes, poreux et bi-matériaux, ainsi que sur les mécanismes associés aux fissures 

interfaciales et au comportement du béton. Il présente également les principales approches de 

modélisation, avec un focus particulier sur la méthode de champ de phase. Le Chapitre 2 

introduit lô®tude fondamentale du taux de restitution dô®nergie (G), param¯tre cl® de la 

mécanique de la rupture, à travers trois approches complémentaires : la formulation énergétique 

globale bas®e sur la variation de lô®nergie potentielle du syst¯me, la formulation m®canique 

exprimant Ὃ en fonction du facteur dôintensit® de contrainte ὑ, et la formulation locale à partir 

de lôint®grale de contour ὐ proposée par Rice (1968). Après la présentation du cadre théorique, 

une impl®mentation num®rique bidimensionnelle (mode I dôouverture) est r®alis®e afin de 

comparer les résultats issus de ces trois méthodes. Une discussion critique met ensuite en 

évidence les limites de ces approches classiques, notamment leur incapacité à traiter 

lôamor­age, la direction et la progression des fissures, ouvrant ainsi la voie ¨ lôintroduction des 

modèles de champ de phase abordés dans le chapitre suivant. 

Le troisi¯me chapitre expose le cadre th®orique de lôapproche de champ de phase, en d®taillant 

les deux modèles de référence AT et AM, leurs fondements variationnels, leurs fonctions de 

d®gradation et de dissipation, ainsi que leurs conditions dôapplication. Le quatrième chapitre 

est consacr® ¨ lôimpl®mentation num®rique de lôapproche de champ de phase, o½ sont d®crits la 
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méthode des éléments finis, le schéma de minimisation alternée, ainsi que le couplage avec 

XFEM et la méthode Level-Set permettant de représenter implicitement des discontinuités 

initiales. Une attention particulière est accordée au développement du code de calcul, 

entièrement conçu dans le cadre de cette thèse. Le cinquième chapitre présente les résultats 

num®riques obtenus pour divers cas dô®tude, notamment les mat®riaux isotropes homog¯nes, 

les composites renforcés par inclusions, les matériaux poreux et les bi-matériaux avec fissures 

interfaciales ; une validation des simulations par comparaison avec des résultats analytiques ou 

issus de la litt®rature y est ®galement propos®e. Enfin, le sixi¯me chapitre porte sur lô®tude 

expérimentale menée sur le mortier, depuis la caract®risation m®canique en fonction de lô©ge 

jusquô¨ lôanalyse de lôinitiation et de la propagation des fissures sous un chargement de traction 

directe quasi-statique, avec confrontation et validation des résultats numériques. La thèse se 

conclut par une synthèse générale des contributions et des résultats obtenus, ainsi que par la 

pr®sentation de perspectives de recherche, notamment lôextension de lôapproche ¨ des 

problèmes tridimensionnels et multi-physiques. 
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1.1 Introduction : 

Ce chapitre a pour objectif de pr®senter un ®tat de lôart des travaux consacr®s ¨ la fissuration 

des mat®riaux fragiles et ¨ leur mod®lisation. Apr¯s un rappel sur le d®veloppement historique 

de la m®canique de la rupture et de lôendommagement, les principales approches num®riques 

de mod®lisation des fissures sont discut®es. Les sections suivantes sont consacr®es ¨ la 

mod®lisation num®rique de la fissuration dans les mat®riaux h®t®rog¯nes, poreux et bi-

mat®riaux, avant de pr®senter en d®tail les fondements et les d®veloppements des mod¯les de 

champ de phase, qui constituent le cadre th®orique de ce travail de recherche. 

1.2 D®veloppement historique de la m®canique de la rupture : 

La m®canique de la rupture sôest impos®e au d®but du XX si¯cle comme un cadre th®orique 

essentiel pour comprendre et pr®dire la d®faillance des mat®riaux fragiles. Les travaux pionniers 

de Griffith [1] , publi®s dans les ann®es 1920, ont marqu® une ®tape d®cisive en ®tablissant un 

lien quantitatif entre la contrainte de rupture et la taille des d®fauts pr®sents dans un mat®riau 

id®alement fragile. Sa th®orie, fond®e sur un raisonnement ®nerg®tique, stipule quôune fissure 

devient instable et se propage d¯s lors que la variation dô®nergie de d®formation ®lastique due 

¨ son extension exc¯de lô®nergie de surface n®cessaire ¨ la cr®ation de nouvelles surfaces de 

fissure. Cette approche a pos® les bases de la m®canique de la rupture en reliant les concepts de 

r®sistance et de micro d®fauts ¨ lô®chelle du mat®riau. 

Dans les ann®es 1950, Irwin [2,3] a consid®rablement ®largi la port®e du mod¯le de Griffith en 

introduisant le concept de taux de lib®ration dô®nergie ainsi que celui de facteur dôintensit® de 

contrainte (K). Ces d®veloppements ont conduit ¨ la d®finition de la t®nacit® ¨ la rupture (KIC), 

param¯tre critique caract®risant la capacit® dôun mat®riau ¨ r®sister ¨ la propagation dôune 

fissure. Ce formalisme a donn® naissance ¨ la m®canique de la rupture ®lastique lin®aire 

(LEFM), qui constitue encore aujourdôhui une r®f®rence incontournable pour lô®tude de la 

fissuration. La distinction entre mat®riaux fragiles et mat®riaux ductiles appara´t clairement 

dans ce cadre : alors que les premiers se rompent brutalement avec une plasticit® n®gligeable, 

les seconds peuvent dissiper une quantit® significative dô®nergie par d®formation plastique 

avant rupture. Ceci est repr®sent® sch®matiquement sur la figure 1.1, accompagn® de quelques 

exemples concrets 

Lôapplication des principes de la m®canique de la rupture a ensuite ®t® ®tendue au domaine de 

la fatigue. En 1961, Paris et al [4] ont propos® une loi empirique d®crivant la croissance 

progressive des fissures sous chargement cyclique, en reliant la vitesse de propagation au 

facteur dôintensit® de contrainte. Cette contribution a permis dôint®grer les ph®nom¯nes de 

fissuration de fatigue dans lôanalyse de la dur®e de vie des structures, ouvrant la voie ¨ de 

nombreuses applications industrielles. 

Enfin, les progr¯s rapides de lôinformatique et des m®thodes num®riques au cours de la seconde 

moiti® du XX si¯cle ont consid®rablement renforc® lôapplicabilit® de la m®canique de la 

rupture. La combinaison des th®ories classiques avec les outils num®riques a conduit au 

d®veloppement de la m®canique num®rique de la rupture, aujourdôhui largement utilis®e pour 

simuler et pr®dire la d®faillance des structures, tout en sôappuyant sur les concepts 

fondamentaux ®tablis par Griffith, Irwin et Paris. 
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Figure 1. 1. Rupture fragile et ductile : (a). Repr®sentation sch®matique de la contrainte-d®formation, (b). 

Et (c). Exemples r®els. 

1.3 D®veloppement historique de la m®canique dôendommagement :  

Lôapproche de lôendommagement sôest d®velopp®e au milieu du XX si¯cle comme une 

alternative aux mod¯les purement ®nerg®tiques de la m®canique de la rupture, afin de mieux 

repr®senter la d®gradation progressive des mat®riaux avant lôapparition dôune fissure franche. 

Les travaux fondateurs de Kachanov (1958) [5] ont introduit le concept de variable 

dôendommagement pour d®crire la perte de r®sistance dôun mat®riau soumis ¨ des sollicitations 

prolong®es, notamment dans le cadre du fluage. Cette variable interne, variant entre 0 (mat®riau 

intact) et 1 (mat®riau totalement endommag®), permet de repr®senter la diminution effective de 

la section portante et donc de relier lô®tat microscopique de d®gradation ¨ la r®ponse m®canique 

macroscopique. 

Ce concept a ®t® g®n®ralis® et formalis® dans les ann®es 1970 et 1980, notamment par Lemaitre 

et al [6], qui a int®gr® lôendommagement dans la thermodynamique des milieux continus. Ses 

travaux ont conduit ¨ la d®finition dôun cadre coh®rent pour lôendommagement isotrope, puis 

pour lôendommagement anisotrope, permettant de repr®senter aussi bien une d®gradation 

uniforme quôune d®gradation orient®e du mat®riau. Ces d®veloppements ont rendu possible 

lôutilisation de la m®canique de lôendommagement dans un large ®ventail dôapplications, allant 

de la plasticit® endommageable aux mat®riaux quasi-fragiles tels que le b®ton. 

Cependant, les mod¯les locaux dôendommagement pr®sentent une limite majeure : lorsquôils 

sont appliqu®s ¨ des probl¯mes de fissuration, ils conduisent ¨ une localisation des d®formations 

d®pendante du maillage. En dôautres termes, la zone dôendommagement tend ¨ se concentrer 

artificiellement dans une seule bande ®l®mentaire, ce qui fausse la pr®diction du comportement 

et emp°che une description r®aliste de la fissuration. 

Pour surmonter ces difficult®s, plusieurs strat®gies de r®gularisation ont ®t® d®velopp®es. Parmi 

elles, les mod¯les non locaux introduisent une d®pendance spatiale en reliant lôendommagement 

en un point donn® ¨ un domaine dôinfluence voisin, tandis que les mod¯les ¨ gradient ajoutent 

des termes suppl®mentaires dans la formulation ®nerg®tique pour contr¹ler la localisation. Ces 

approches, en introduisant une longueur interne caract®ristique, permettent dôobtenir des 

solutions bien pos®es et dôam®liorer la robustesse num®rique. Elles ont ®galement ouvert la voie 

aux d®veloppements ult®rieurs de la m®thode de champ de phase, qui peut °tre interpr®t®e 

comme une extension coh®rente de ces strat®gies de r®gularisation. 

(a) (b) 
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1.4 Mod¯les num®riques de lôendommagement et de la rupture : 

Les m®thodes num®riques de mod®lisation de lôendommagement et de la rupture sont le plus 

souvent incluses dans le cadre de la m®thode des ®l®ments finis (FEM). Il est bas® sur le concept 

de division du mod¯le physique en segments (®l®ments) plus petits avec une g®om®trie simple 

et un nombre fini de degr®s de libert®. Un tel mod¯le discret d'un objet constitu® du maillage 

d'®l®ments finis peut alors °tre d®crit par un probl¯me de valeurs limites r®sultant en un syst¯me 

d'®quations alg®briques et facilement r®solu. 

Ces m®thodes num®riques de mod®lisation de lôendommagement et de la rupture peuvent 

g®n®ralement °tre divis®es en approches de formulation discr¯tes et diffuses, ou continues, en 

fonction de leur description de la rupture. 

1.4.1 Approches discr¯tes de mod®lisation des fissures : 

Les approches discrètes de modélisation considèrent la fissure comme une discontinuité 

g®om®trique nette ¨ lôint®rieur du domaine. Parmi elles, la méthode de la zone cohésive 

(Cohesive Zone Model, CZM) figure parmi les plus utilisées pour décrire la propagation des 

fissures. Introduite initialement par Barenblatt 1962 [7] et Dugdale ,1960 [8], elle visait à 

traiter la singularité des contraintes au voisinage du front de fissure et à représenter les 

ph®nom¯nes non lin®aires localis®s en amont dôune fissure pr®existante. Sa mise en îuvre 

repose sur lôutilisation dô®l®ments dôinterface ou de contact généralisés, définissant une bande 

étroite en avant du front de fissure appelée zone cohésive Park et al ,2011, Zhou et al, 2004 

[9,10]. Dans cette région, le matériau obéit à une loi constitutive non linéaire reliant la traction 

coh®sive au d®placement dôouverture des l¯vres de fissure. La traction cro´t jusquô¨ atteindre 

une valeur maximale, puis d®cro´t progressivement jusquô¨ annulation, traduisant la séparation 

compl¯te des surfaces. Cette approche pr®sente lôavantage de supprimer la singularit® de 

contrainte ¨ la pointe de fissure en limitant lôintensit® maximale des contraintes ¨ la r®sistance 

cohésive du matériau, tout en maintenant une condition de continuité entre les deux lèvres. 

Malgré ces atouts, la formulation standard de la CZM intégrée aux éléments finis présente une 

forte dépendance vis-à-vis du maillage. La fissure se propageant généralement le long des arêtes 

des éléments, la précision des résultats est influencée par la taille et lôorientation de la 

discrétisation, comme le soulignent Chandra et al.2002 [11] . Une analyse exhaustive des 

avantages et limites de la CZM a été proposée par Elices et al.2002 [12]. Pour pallier ces 

difficultés et permettre la représentation de fissures de trajectoires arbitraires, des techniques 

de remaillage adaptatif ont été développées A. Tradegard et al .1998, A.R. Ingraffea et al. 

1985 [13,14] , ainsi que des m®thodes dôenrichissement de la FEM, au premier rang desquelles 

la méthode des éléments finis étendus (XFEM) N. Moes et al 1999, J. Dolbow et al 2000 

[15,16] . 

La XFEM constitue une avanc®e majeure puisquôelle autorise la mod®lisation de fissures 

indépendamment de la topologie du maillage. Le champ de déplacement y est enrichi par des 

fonctions de type Heaviside, permettant de reproduire la discontinuit® dôouverture le long de la 

surface de fissure, et par des fonctions asymptotiques spécifiques destinées à capturer la 

singularité des contraintes en pointe de fissure. Ce formalisme offre une description précise du 

comportement des contraintes au voisinage du front de fissure et une grande capacité prédictive 

pour les trajectoires de propagation complexes, comme le montrent les travaux de Moës et 

al.2002 [17]. Toutefois, son utilisation requiert des critères supplémentaires relatifs à 

lôinitiation, ¨ la propagation et ¨ la direction de croissance des fissures. De plus, le suivi 
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numérique des discontinuités demeure un défi, en particulier pour des configurations 

tridimensionnelles, o½ la complexit® de mise en îuvre peut devenir importante. 

En parallèle, le développement de méthodes sans maillage a permis dôexplorer de nouvelles 

voies pour la simulation des fissures. La méthode Element-Free Galerkin (EFG), proposée par 

Belytschko et al.1994,1995.[18,19], a été largement utilisée pour traiter des problèmes de 

propagation de fissures en r®gime lin®aire ou non lin®aire. Ces approches offrent lôavantage 

dô®viter le remaillage et de g®rer plus naturellement lô®volution des fissures. N®anmoins, elles 

présentent encore plusieurs limitations par rapport ¨ la FEM : difficult® dôint®gration num®rique 

de la forme faible, complexit® dans lôimposition des conditions aux limites essentielles, risques 

dôinstabilit®s num®riques et co¾t de calcul ®lev®, comme rapport® par Babuġka et al.2003 [20] 

et Qian et Zhou.2011 [21] . 

1.4.2 Approches de mod®lisation diffuse des fissures : 

Les approches diffuses de modélisation, également connues sous le nom de modèles 

dôendommagement continu ou mod¯les ¨ fissure ®tal®e (smeared crack models), ne représentent 

pas explicitement la géométrie des fissures. Au lieu de cela, elles introduisent un paramètre 

dôendommagement défini au niveau des points matériels, qui évolue progressivement et 

contr¹le la rigidit® effective du mat®riau. La lib®ration dô®nergie et la perte de raideur associ®es 

¨ lôapparition et ¨ la propagation des fissures sont ainsi intégrées directement dans la loi 

constitutive du matériau (voir de Borst .2018 [22] pour une revue détaillée). 

Dans de nombreux mod¯les classiques, lôendommagement est formul® dans le cadre du continu 

local standard, où le comportement mécanique est déterminé uniquement par les lois 

constitutives locales, sans interaction avec les points voisins. Or, lôaugmentation progressive 

du param¯tre dôendommagement dans ces mod¯les induit un fort comportement adoucissant, 

entra´nant une localisation intense des d®formations et de lôendommagement, comme observ® 

par Aifantis et al .1992 [23]. Cette localisation excessive se traduit par une perte dôellipticit® 

des équations différentielles gouvernantes, ce qui conduit à des solutions numériques instables 

et souvent dépourvues de sens physique (de Borst et al. 1993 [24] ). Dans le cadre de la FEM, 

ce ph®nom¯ne se manifeste par une forte d®pendance des r®sultats ¨ la taille et ¨ lôorientation 

du maillage, comme lôont montr® Bazant et Belytschko 1985 [25] . 

Afin de pallier ces limitations, plusieurs stratégies régularisées ont été proposées. Parmi elles, 

les approches non locales Bazant et al.1988.[26] et les mod¯les dôendommagement enrichis 

par un gradient R.H.J. Peerlings et al. 1996 [27] introduisent des variables dô®tat non locales, 

d®pendantes de leurs ®quivalents locaux par lôinterm®diaire dôun param¯tre de longueur interne. 

Ces modèles permettent non seulement de stabiliser la localisation, mais également de capturer 

certains effets dô®chelle, impossibles à reproduire avec les formulations locales classiques. Des 

variantes reposant sur la même idée incluent le crack band model proposé par Baģant et al 

1983 [28], les modèles micro polaires Y.D. Li et al .2009 [29], et plus tard la théorie micro 

morphe S.Forest .2009 [30] . 

N®anmoins, les approches non locales pr®sentent aussi leurs propres limites. Lôune des 

principales difficult®s est li®e ¨ lôélargissement excessif de la zone endommagée 

perpendiculairement à la direction de propagation des fissures, un effet relevé notamment par 

A.Simone et al.2004 [31]. Plusieurs travaux ont tenté de contourner ce problème en 

introduisant une d®pendance de lô®chelle de longueur vis-à-vis du niveau de déformation, 

comme dans les travaux de M.G.D. Geers et al.1998 [32] et Pijaudier-Cabot et al.2004 [33]. 
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Toutefois, ces hypothèses restent discutables car elles ne reposent pas toujours sur une 

justification microstructurale solide (Poh et Sun.2017 [34]). Plus r®cemment, lôintroduction 

dôune formulation de continuum non local améliorée a permis dôatt®nuer ce ph®nom¯ne, 

comme proposé par Putar et al.2017 [35] . 

  

(a)                     (b) 

Figure 1. 2.Type de Mod®lisation de fissures : (a). Discr¯te ; (b). Diffusive. 

1.5 Mod®lisation num®rique des mat®riaux h®t®rog¯nes : 

Les avanc®es rapides des technologies informatiques ont favoris® lô®mergence de m®thodes 

numériques combinant les acquis de la mécanique des matériaux et ceux de la science des 

mat®riaux. Si lôhypoth¯se de lôhomog®n®it® macroscopique reste souvent acceptable dans de 

nombreuses applications dôing®nierie, lôessor des mat®riaux avanc®s utilis®s dans les structures 

modernes impose de prendre en compte les hétérogénéités microstructurales et leur influence 

sur la r®ponse constitutive ¨ lô®chelle macroscopique. 

Les progrès parallèles des techniques expérimentales ont également permis une meilleure 

caractérisation de ces hétérogénéités et une intégration plus réaliste dans les simulations 

num®riques. ê titre dôexemple, la microtomographie aux rayons X L.Salvo et al.2003 [36] 

est désormais capable de fournir, de manière routinière, des représentations tridimensionnelles 

précises de la microstructure de nombreux matériaux, et ce à différentes échelles, grâce à des 

m®thodes dôimagerie 3D de haute r®solution D.A.H. Hanaor et al. 2016, K. Akutagwa et al. 

2008, C. Sandino et al.2014, A. du Plessis et al.2019 [37,38,39,40] . 

Une première approche consiste à recourir aux simulations numériques directes (DNS), où 

les hétérogénéités microstructurales sont représentées de manière explicite dans le modèle 

macroscopique. Bien quôextr°mement co¾teuse en termes de calcul, notamment pour des 

transitions dô®chelles importantes n®cessitant des maillages tr¯s fins, cette stratégie demeure la 

plus fidèle pour prédire la rupture des matériaux hétérogènes. En alternative, afin de réduire la 

charge computationnelle, des méthodes multi-échelles ont été développées, permettant un 

transfert dôinformations entre les diff®rentes ®chelles de manière appropriée. Une synthèse 

d®taill®e de ces m®thodes, de leur ®volution et de leurs domaines dôapplication, est propos®e 

dans T.J. Massart et al.2010, V.P. Nguyen et al.2011, M.G.D. Geers et al.2017 [41,42,43]. 

Parmi ces approches, la plus répandue est la m®thode dôhomog®n®isation num®rique, fondée 

sur lôéchantillon représentatif de volume (RVE), considéré comme statistiquement 

représentatif du comportement macroscopique du matériau, selon la définition donnée par R. 

Hill.1963 [44]. Lôhomogénéisation de premier ordre est devenue une référence en I. Temizer 

et al.2007, C. McVeigh et al.2006, Z. Yuan et al.2008 [45,46,47] , avec de nombreuses 

applications menées dans le cadre de matériaux élastiques ou élasto-plastiques à écrouissage. 

Ces méthodes ont été progressivement étendues à la thermo-mécanique couplée (Ozdemir et 
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al.2008 [48,49]) et à des schémas de second ordre intégrant les gradients de déformation 

macroscopiques (Kaczmarczyk et al.2008 [50], Lesiļar et al.2014,2017 [51,52]). 

Cependant, la mod®lisation de lôendommagement et de la rupture demeure un défi majeur 

pour ces approches, car il sôagit intrins¯quement de ph®nom¯nes multi-échelles : les fissures 

macroscopiques résultent de cascades de mécanismes initiés au niveau microstructural J. 

Lemaitre.2012, S. Murakami 2012 [53,54] . Comme souligné par Budarapu et al.2019 [55], 

les m®thodes dôhomog®n®isation computationnelle rencontrent encore dôimportantes 

limitations lorsquôil sôagit de repr®senter fid¯lement ces ph®nom¯nes. Certains travaux ont 

introduit des schémas continusïcontinus de second ordre F. Puta et al.2019, V.G. 

Kouznetsova et al.2004 [56,57], utilisant des mod¯les dôendommagement diffus aux deux 

échelles. Ces approches permettent de décrire des zones de localisation modérées, mais elles 

sôav¯rent insuffisantes pour traiter des ph®nom¯nes de localisation plus marqu®s, tels que la 

coalescence des endommagements ductiles dans un RVE T.J. Massart et al.2010 [41]. 

Dôautres propositions reposent sur des m®thodes discrètesïcontinues T. Belytschko et 

al.2008, T. Hettich et al.2008, V.P. Nguyen et al.2012 [58,59,60], où la fissuration est 

mod®lis®e de mani¯re explicite ¨ lô®chelle macroscopique. Si elles permettent de mieux 

repr®senter les localisations brutales, elles sôaccompagnent cependant dôune complexit® 

numérique accrue et de difficultés spécifiques, absentes des schémas CH classiques. 

Un autre problème fondamental réside dans la validité même du concept de RVE : lors de 

lôapparition de ph®nom¯nes localis®s, le volume ®l®mentaire perd sa repr®sentativit® statistique. 

Des approches alternatives dôhomog®n®isation ont ®t® propos®es afin de pallier cette limite, 

notamment pour les matériaux quasi-fragiles Nguyen et al.2010,2011,2012 [60,61,62]. 

Parallèlement à ces avancées, plusieurs travaux récents ont apporté des contributions 

importantes à la modélisation numérique des matériaux hétérogènes en tenant compte plus 

finement des effets microstructuraux et des phénomènes interfaciaux. Par exemple, Kired et 

al.2019[63] ont ®tudi® lôinfluence des nano-vides et des nano-fissures sur les propriétés 

®lastiques dôun milieu h¹te ¨ lôaide de la m®thode XFEM combin®e ¨ la fonction level-set et à 

lô®nergie de surface libre, montrant ainsi lôimportance de ces d®fauts ¨ lô®chelle nanométrique 

sur le comportement global du matériau. Dans la même perspective, Hachi et al. 2020 [64] ont 

d®velopp® une approche tridimensionnelle dôhomog®n®isation de mat®riaux nanocomposites et 

nanoporeux en intégrant les effets de surface, en combinant les méthodes FEM/XFEM avec la 

technique level-set. Leurs résultats soulignent le rôle déterminant des interfaces et de la 

morphologie des inclusions dans la réponse mécanique macroscopique. Enfin, les travaux de 

Hachi et al. 2024 [65] ont proposé une méthodologie numérique avancée visant à améliorer la 

compréhension des comportements multi-échelles des matériaux hétérogènes, en mettant 

lôaccent sur les interactions complexes entre microstructure, endommagement et r®ponse 

globale. 

Dans le prolongement de ces travaux, une contribution originale a été apportée dans le cadre de 

cette th¯se ¨ travers lô®tude publi®e dans M. BOUDOUH et al.2024 [66], où nous avons adopté 

une approche numérique dédiée à la modélisation de la rupture dans les matériaux hétérogènes 

en utilisant lôint®grale de contour J. Lôobjectif principal de cette ®tude est de mieux comprendre 

et prédire le comportement en rupture de matériaux complexes, dont la réponse mécanique est 

fortement influenc®e par la distribution et lôinteraction de diff®rentes phases microstructurales. 

En résumé, les méthodes multi-échelles ont démontré leur efficacité lorsque les phénomènes de 

lissage constitutif dominent et quôaucun adoucissement marqu® nôappara´t. En revanche, leur 
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application à la fissuration des matériaux hétérogènes reste encore un défi. En particulier, 

dans les matériaux hautement hétérogènes, les processus de rupture microstructuraux 

impliquent souvent des mécanismes complexes de nucléation, de propagation et de coalescence 

de fissures. Le d®veloppement dôoutils numériques généralisés, capables de décrire ces 

processus de manière cohérente et sans recourir à des critères ad hoc, demeure un enjeu 

scientifique et technologique majeur. Dans ce cadre, lô®laboration de modèles 

dôendommagement et de rupture int®grant explicitement les topologies microstructurales 

réelles constitue une piste prometteuse pour améliorer la prédiction des phénomènes de 

fissuration. Côest dans cette perspective que sôinscrivent les travaux pr®sent®s dans cette th¯se. 

1.6 Mod®lisation num®rique des mat®riaux poreux : 

Contrairement aux mat®riaux homog¯nes, les mat®riaux poreux (ou cellulaires) pr®sentent un 

ensemble de d®fis sp®cifiques en mati¯re de mod®lisation de la rupture. Dans certains cas, leur 

comportement en fissuration peut °tre d®crit par la m®canique de la rupture ®lastique lin®aire 

(LEFM) M.Ashby et al.1997 [67]. Toutefois, dans de nombreuses situations, cette th®orie 

sôav¯re insuffisante [68,69,70,71,72,73,74,75] . Par exemple, lôinitiation dôune fissure dans un 

mat®riau poreux peut appara´tre loin de la pointe dôune fissure pr®existante S. Chen et al.2018 

[76]. De m°me, les trajectoires de fissures observ®es dans les mat®riaux cellulaires diff¯rent 

nettement de celles rencontr®es dans les mat®riaux homog¯nes PM.Noury et al.1998 [77] . Des 

observations exp®rimentales mettent notamment en ®vidence des d®viations de fissures 

(kinking) dans les mat®riaux poreux soumis ¨ des chargements en ouverture pure, un 

comportement absent dans les mat®riaux homog¯nes. 

Cette diff®rence fondamentale sôexplique par lôinfluence d®terminante de la microstructure 

sur les m®canismes dôinitiation et de propagation des fissures L.A. Carlsson et 

al.2014,2019,2020, A. Gustafsson et al.2019.[78,79,80,81]. Dans un mat®riau homog¯ne, le 

champ de contraintes singulier en pointe de fissure gouverne principalement la croissance. En 

revanche, dans un mat®riau poreux, la pr®sence de pores, de d®fauts ou de configurations 

d®favorables de la porosit® modifie radicalement ce champ local. ê proximit® de ces zones 

intrins¯quement faibles, les contraintes locales peuvent atteindre, voire d®passer, celles 

pr®sentes au voisinage imm®diat de la pointe de fissure I.J. Gibson et al.1997 [67]. Ainsi, la 

propagation des fissures dans les mat®riaux poreux r®sulte dôune comp®tition entre les 

contraintes concentr®es au niveau des d®fauts microstructuraux et celles g®n®r®es en pointe de 

fissure S.chen et al.2019, P.Isaksson et al.2009, J.P. Berry et al.1962, S. Chen et al.2018 

[74,75,76,82]. 

Par ailleurs, les pores peuvent exercer un effet de blindage (shielding), r®duisant lôintensit® du 

champ de contraintes ¨ la pointe de fissure et conf®rant au mat®riau une t®nacit® apparente 

accrue R.Hªgglund et al. 2006 [73]. La trajectoire de fissure est elle aussi influenc®e par les 

h®t®rog®n®it®s microstructurales : les parois ou "ponts" reliant les pores peuvent se rompre et 

donner naissance ¨ des microfissures connectant des cavit®s voisines (voir Figure 1.7). Ces 

microfissures peuvent ensuite coalescer pour former une fissure plus large, parfois proche, 

parfois ®loign®e dôune fissure d®j¨ existante, g®n®rant ainsi de nouvelles concentrations de 

contraintes qui redirigent le chemin de fissuration EE.Saenz et al. 2013, L.vergani et al. 2014, 

AGustafsson et al. 2020 [83,84,85] . 

En d®finitive, dans les mat®riaux poreux, la trajectoire de fissuration est gouvern®e en premier 

lieu par la morphologie et lôarrangement de la microstructure poreuse, davantage que par lô®tat 
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de chargement global EE.Saenz et al. 2013, J.Vignollet et al. 2014, B.He et al. 2020 

[83,86,87]. N®anmoins, cette tendance sôatt®nue lorsque la densit® relative du mat®riau 

augmente : ¨ mesure que la porosit® diminue, le mat®riau tend ¨ se rapprocher dôun continuum 

homog¯ne, et son comportement en rupture se rapproche alors de celui des mat®riaux 

classiques. 

                                                    

Figure 1. 3.Les microfissures se forment aux points faibles de la structure poreuse. Un trac® de fissure 

possible est indiqu® par une ligne pointill®e, due ¨ la concentration de microfissures. 

1.7 Mod®lisation num®rique des fissures interfaciales : 

Lôun des enjeux majeurs de la mod®lisation num®rique consiste ¨ pr®dire la r®sistance et la 

rupture des mat®riaux en tenant compte des m®canismes dôendommagement et de fissuration 

interfaciale. Dans les mat®riaux complexes tels que le b®ton ou les composites cimentaires, la 

fissuration peut provenir ¨ la fois de ruptures internes de la matrice et de dommages localis®s 

au niveau des interfaces, ces deux ph®nom¯nes pouvant interagir. Ainsi, plusieurs travaux ont 

montr® que la r®sistance du b®ton est fortement influenc®e par les propri®t®s m®caniques des 

interfaces mortierïgranulat A.Godman et al. 1989, O. Buyukozturk 1995 [88,89] . De m°me, 

dans les composites ¨ matrice c®ramique, lôinteraction entre une fissure matricielle et une 

interface a ®t® largement ®tudi®e J. Lamon N et al.2000 [90] . Dans le cas des composites 

m®talliques renforc®s par des fibres fragiles, lôattention a port® sur les m®canismes de 

fissuration des fibres et de d®coh®sion interfaciale V. Tvergaard 1993 [91]. 

Pour analyser ces ph®nom¯nes, un large ®ventail de m®thodes num®riques a ®t® d®velopp®. 

Certaines approches consistent ¨ mod®liser des interphases minces aux propri®t®s graduelles 

[40], tandis que dôautres sôappuient sur les mod¯les de zone coh®sive (CZM), largement utilis®s 

en raison de leur grande flexibilit®. Introduit par Barenblatt 1959 [92] et Dugdale 1960 [93] 

pour traiter la singularit® de contrainte en pointe de fissure, ce concept repose sur lôid®e que 

lôensemble des non-lin®arit®s est concentr® dans une zone coh®sive situ®e en avant de la fissure 

principale, correspondant ¨ la zone physique de processus de rupture du mat®riau. Ces lois 

coh®sives ont ®t® progressivement int®gr®es dans la m®thode des ®l®ments finis, notamment ¨ 

travers les travaux de Needleman 1987 [94]  et de Tvergaard et Hutchinson 1993 [95]. Elles 

ont ®galement ®t® impl®ment®es sous forme dô®l®ments coh®sifs sp®cifiques dans les 

contributions de Camacho et Ortiz [96], Xu et Needleman 1994[97]. Dans un contexte 

Fissure travers le vide  
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dynamique, des extensions similaires ont ®t® propos®es par Zhou et Molinari 2004 [98] . Une 

revue d®taill®e de ces techniques est pr®sent®e par Chandra et al.2002 [99]. 

La simulation des endommagements interfaciales et de leur interaction avec les fissures 

matricielles reste n®anmoins un d®fi majeur, notamment dans le cas de structures complexes 

reconstruites ¨ partir de mod¯les voxelis®s. En effet, dans ces maillages r®guliers, les interfaces 

ne sont pas repr®sent®es de mani¯re explicite et les normales locales ne sont pas d®finies. De 

plus, lôextr°me h®t®rog®n®it® de mat®riaux tels que le b®ton favorise la formation de r®seaux de 

fissures complexes, pouvant sôinitier, se propager et interagir, que ce soit ¨ partir des interfaces 

vers la matrice ou inversement. La repr®sentation de tels r®seaux demeure probl®matique pour 

les algorithmes de maillage : les techniques classiques de remaillage, couramment utilis®es pour 

suivre lô®volution des fissures, sôadaptent mal aux maillages voxelis®s r®guliers o½ la 

conservation dôune topologie fixe est pr®f®rable pour des raisons de robustesse num®rique et 

dôefficacit® en calcul parall¯le. 

En compl®ment des ®l®ments coh®sifs, la m®thode des ®l®ments finis ®tendus (XFEM) N. Mo±s 

et al. 1999, N. Sukumar et al. 2000 [100,101] a permis de d®passer certaines limites li®es ¨ la 

repr®sentation explicite des fissures interfaciales. En enrichissant les fonctions de forme de la 

FEM par des degr®s de libert® suppl®mentaires, XFEM autorise la mod®lisation de fissures 

arbitraires ind®pendamment du maillage. Toutefois, cette m®thode rencontre des limites, 

notamment pour la nucl®ation des fissures, qui exige la construction de fonctions Level-Set 

d®crivant la g®om®trie des fissures. Cette ®tape devient particuli¯rement lourde lorsque 

plusieurs fissures interagissent. Pour r®pondre ¨ ces difficult®s, une m®thode apparent®e, dite 

m®thode Level-Set ®paissie (Thick Level-Set, TLS) P.E. Bernard et al.2012, F. Cazes et 

al.2015 [102,103], a ®t® propos®e. Elle repose sur lôutilisation dôune fonction Level-Set s®parant 

les zones intactes des zones endommag®es. Dans ce cadre, la fissure ®merge naturellement de 

la progression du front dôendommagement, permettant ainsi de d®crire de fa­on coh®rente les 

ph®nom¯nes dôinitiation et dôinteraction de fissures interfaciales. 

1.8 Mod¯les ¨ champ de phase :  

L'approche de mod®lisation du champ de phase a gagn® en popularit® au cours de la derni¯re 

d®cennie. Le cadre du champ de phase est g®n®ralement associ® ¨ la mod®lisation des syst¯mes 

constitu®s de diff®rentes phases divis®es par des interfaces nettes. Il int¯gre un param¯tre d'ordre 

a une variable continue diff®renciant les phases physiques d'un syst¯me donn® par une transition 

en douceur. Dans le cas de la mod®lisation des fractures, les ®tats de mat®riaux bris®s et non 

bris®s sont s®par®s. La discontinuit® nette des fissures est ainsi approxim®e par une bande 

diffusive dont la largeur est r®gul®e par un param¯tre d'®chelle de longueur. Par cons®quent, la 

m®thode de fracture du champ de phase peut °tre class®e comme une m®thode de mod®lisation 

des fissures diffusives. Il est int®ressant de noter que le cadre du champ de phase a ®t® d®velopp® 

ind®pendamment par la communaut® des physiciens et des m®caniciens avec des approches et 

des points de d®part consid®rablement diff®rents pour d®river les ®quations d'®volution du 

champ de phase. La communaut® des physiciens a d®velopp® des mod¯les de fracture 

dynamique V. Hakim et al.2009, H. Henry et al.2004 [104,105] en utilisant la th®orie de 

Ginzburg-Landau 1965 [106]  d®riv®e ¨ l'origine pour les ph®nom¯nes de transition de phase 

®lectromagn®tique du second ordre. D'autre part, les mod¯les de fractures ¨ champ de phase sur 

lesquels se concentre cette th¯se proviennent de l'approche variationnelle de la rupture fragile 

propos®e par Francfort et Marigo 1998 [107] . Elle a ®t® propos®e comme une extension de la 

th®orie de la rupture bas®e sur l'®nergie de Griffith et reformul®e comme le probl¯me de 
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minimisation de l'®nergie. La fonctionnelle ®nerg®tique est alors apparent®e au potentiel utilis® 

dans la segmentation d'image pr®sent®e par Mumford et Shah 1989 [108] . Elle a ensuite ®t® 

r®gularis®e par Bourdin et al.2000,2008 [109,110] , sur la base de la th®orie de la ũ-

convergence d'Ambrosio et Tortorelli 1990 [111] , en la reformulant comme un syst¯me 

d'®quations aux d®riv®es partielles qui d®terminent compl¯tement l'®volution de la fissure, 

permettant ainsi une mise en îuvre num®rique efficace. Les mod¯les r®gularis®s ressemblent 

®troitement aux mod¯les de lôendommagement par gradient avec des diff®rences claires dans le 

choix de l'®nergie libre et de la fonction de dissipation, comme discut® par de Borst et 

Verhoosel 2016 [112] . 

L'une des raisons de la popularit® de l'approche par champ de phase pour la rupture est sa 

capacit® ¨ r®soudre des processus des ruptures complexes (par exemple, la nucl®ation de 

fissures en l'absence de singularit® de contrainte, la propagation de fissures, la fusion, le vrillage 

ou la ramification), sans introduire de crit¯res ad hoc. De plus, son approximation lisse de la 

topologie de la fissure sur un maillage d'®l®ments finis fixe contourne le probl¯me complexe de 

suivi de la surface des fissures. Cela simplifie consid®rablement la mise en îuvre des ®l®ments 

finis, en particulier dans les environnements 3D. 

Un nombre consid®rable de formulations de la rupture fragile ¨ champ de phase a ®t® r®cemment 

d®velopp® pour les mod¯les quasi-statiques C. Miehe et al.2010, C. Kuhn et al.2015, M.J. 

Borden et al.2014, S. Teichtmeister et al.2017 [113,114,115,116,117]  et dynamiques M.J. 

Borden et al.2012, M. Hofacker et al.2012, C. Steinke et al.2016 [118,119,120] . Un excellent 

aper­u des mod¯les de fractures fragiles ¨ champ de phase est fait par Ambati et al.2015 [121]. 

De plus, le cadre a ®t® ®tendu pour traiter la fracture ductile dans C. Miehe et al.2016, M.J. 

Borden et al.2016, M. Ambati et al.2015, R. Alessi et al.2015, F. Aldakheel et al.2018, M. 

Dittmann et al.2018 [122,123,124,125,126,127] par diff®rentes formulations avec divers 

avantages et inconv®nients, bien r®sum®s par Alessi et al.2017 [128] . De plus, il a ®t® ®tendu 

aux probl¯mes multiphysiques li®s ¨ la rupture thermom®canique dans C. Miehe et al.2015, P. 

Sicsic et al.2014, M. Dittmann et al.2020 [129,130,131] , ¨ la fracture hydraulique M.F. 

Wheeler et al.2014, K.C. Li et al.2019 [132,133], ¨ la fracture ®lectrom®canique C. Miehe et 

al.2010 [134] , ¨ la fracture dans les milieux poreux T. Cajuhi et al.2018, T. Wu et al.2016,M. 

Kr¿ger et al.2020, C. Miehe et al .2016 [135,136,137,138] ou dans les mat®riaux de type sol 

D. Kienle et al.2019 [139] , et bien d'autres, montrant le grand potentiel de cette m®thode. Un 

r®sum® des approches de pointe en champ de phase pour la fracture a ®t® compil® dans le 

num®ro sp®cial M.A. Keip et al.2016 [140] et plus r®cemment dans un chapitre de livre de de 

Lorenzis et Gerasimov 2020 [141] . 

La majorit® des formulations de champ de phase r®pertori®es ont ®t® soigneusement v®rifi®es 

par des essais num®riques de r®f®rence disponibles et des donn®es exp®rimentales qualitatives 

comparant les trajectoires de fissures pr®dites et observ®es. En revanche, les formulations de 

rupture fragile du champ de phase ont ®t® valid®es quantitativement sur un mat®riau en pl©tre 

par Nguyen et al.2016 [142], et sur un mat®riau en polym®thacrylate de m®thyle (PMMA) par 

Pham et al.2017 [143], tandis que Zhou et al.2018[144] ont utilis® des donn®es exp®rimentales 

quantitatives sur des essais de rupture de roches disponibles dans la litt®rature. En outre, une 

validation exp®rimentale quantitative a ®t® effectu®e sur des mat®riaux fragiles anisotropes par 

Bleyer et Alessi 2018 [145] , qui ont utilis® des composites renforc®s par des fibres, tandis que 

la formulation de la rupture ductile a ®t® valid®e par Ambati et al.2016 [146] . Une validation 

appropri®e des algorithmes de champ de phase reste une question ouverte et est n®cessaire pour 
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que les approches de la rupture par champ de phase deviennent un outil r®ellement fiable pour 

la simulation de la propagation des fissures dans les composants structurels r®els. 

La m®thode du champ de phase a ®t® appliqu®e ¨ l'analyse de la rupture fragile dans des 

g®om®tries microstructurales h®t®rog¯nes obtenues ¨ partir de la microtomographie ¨ rayons X 

du b®ton par Nguyen et al [147]. De m°me, un mod¯le de rupture ¨ champ de phase a ®t® utilis® 

sur la g®om®trie microstructurale h®t®rog¯ne simplifi®e obtenue par microtomographie de la 

fonte nodulaire dans les travaux de K. Seles et al.2018,2019 [148,149]. Des mod¯les de rupture 

fragile ¨ champ de phase ont ®galement ®t® utilis®s sur la microstructure al®atoire du graphite 

de qualit® nucl®aire H-451 dans P. Chakraborty et al.2016 [150] , et du dioxyde d'uranium 

(UO2) dans P. Chakraborty et al.2016 [151] , o½ les propri®t®s des mat®riaux ont ®t® calibr®es 

¨ partir des simulations de rupture bas®es sur la dynamique mol®culaire. Un mod¯le de champ 

de phase ¨ micro-®chelle pour la rupture dans les milieux poro®lastiques a ®t® propos® par F. 

Aldakheel 2020 [152] pour mod®liser la rupture du b®ton sur une g®om®trie scann®e par micro-

CT. D'autre part, Patil et al.2018 [153] ont inclus des h®t®rog®n®it®s uniformes dans des 

exemples de r®f®rence num®riques standard. Par cons®quent, les mod¯les de rupture ¨ champ 

de phase se sont av®r®s tr¯s appropri®s pour mod®liser des processus de rupture complexes dans 

des microstructures h®t®rog¯nes. 

Le cadre de fracture en champ de phase a ®t® tr¯s r®cemment ®tendu aux probl¯mes de 

propagation de fissures de fatigue. Contrairement aux mod¯les de fatigue utilisant des donn®es 

empiriques ou des param¯tres sans interpr®tation physique claire G. Zi et al.2004, Z.S. 

Hosseini et al.2018, R. Branco et al.2015 [154,155,156], la m®thode de fracture en champ de 

phase ®tendue est capable de reproduire les principales caract®ristiques de la rupture par fatigue 

avec des param¯tres d'entr®e bas®s sur la fracture. Boldrini et al.2016 [157]  ont pr®sent® un 

mod¯le de champ de phase couplant le comportement de la fracture avec le probl¯me thermique 

et de fatigue, o½ le comportement de fatigue est introduit via un param¯tre scalaire 

suppl®mentaire. D'autre part, Caputo et Fabrizio 2015 [158]  ainsi qu'Amendola et al.2016 

[159]  ont adopt® le mod¯le de fracture en champ de phase avec le formalisme de Ginzburg-

Landau, o½ la d®gradation du mat®riau sous chargement cyclique est introduite en incorporant 

un potentiel de fatigue. D'autre part, une approche plus intuitive a ®t® tr¯s r®cemment propos®e 

par Alessi et al.2018 [160] , Carrara et al.2020 [161] et Seiler et al.2020 [162] , o½ non 

seulement la rigidit® est d®grad®e en raison de l'®volution du champ de phase, mais aussi 

l'®nergie de rupture en raison de l'historique de la d®formation ou de la contrainte. Les mod¯les 

pr®sent®s montrent clairement le potentiel de la m®thode du champ de phase pour reproduire 

les principales caract®ristiques de la rupture par fatigue, y compris la nucl®ation des fissures, 

les phases de propagation stables et instables, tout en r®cup®rant naturellement la loi de Paris et 

la courbe de Wºhler. Les mod¯les sont d®velopp®s sous l'hypoth¯se d'un comportement 

®lastique du mat®riau, qui correspond au r®gime de fatigue dit ¨ haut cycle. £tant donn® que la 

rupture par fatigue est l'une des causes critiques de la d®faillance des structures d'ing®nierie et 

que sa pr®diction num®rique repr®sente toujours un grand d®fi, on s'attend ¨ ce que des mod¯les 

de fatigue par champ de phase encore plus avanc®s avec une validation exp®rimentale 

approfondie ®mergent bient¹t. Cependant, ¨ l'heure actuelle, il manque encore un cadre g®n®ral 

capable de reproduire la fracture monotone ainsi que les caract®ristiques de la fatigue ¨ bas et 

haut cycle. Cette th¯se traite d'un tel cadre. 

Certains d®fis dans le traitement informatique de la m®thode de fracture par champ de phase 

dans le cadre des ®l®ments finis existent toujours et sont r®cemment devenus un sujet de 
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recherche intensive, offrant de grandes perspectives et des solutions innovantes. ê savoir, la 

non-convexit® de la fonctionnelle d'®nergie libre sous-jacente par rapport au champ de phase et 

au champ de d®placement ; l'irr®versibilit® du param¯tre de champ de phase de la fissure ; et la 

taille du param¯tre de r®gularisation de l'®chelle de longueur n®cessitant souvent des maillages 

extr°mement fins dans la zone de propagation de la fissure. 

La non-convexit® de la fonctionnelle d'®nergie libre sous-jacente constitue un probl¯me majeur 

dans le traitement dit monolithique de la formulation variationnelle. De tels algorithmes 

monolithiques tentent de r®soudre ce syst¯me coupl® en calculant les inconnues, c'est-̈-dire le 

d®placement et le champ de phase de la fissure, simultan®ment. Cependant, en raison du 

manque de convexit®, des minima locaux existent (repr®sent®s sch®matiquement sur la Figure 

1.8), cr®ant ainsi des probl¯mes de convergence ®vidents. En cons®quence, les algorithmes 

monolithiques purs sont instables dans l'®volution dite brutale des fissures ainsi que dans le 

r®gime de chargement post-pic. Seuls quelques travaux ont ®t® publi®s en utilisant le traitement 

enti¯rement monolithique du probl¯me de fracture du champ de phase. N®anmoins, certaines 

am®liorations de la robustesse de l'approche monolithique ont ®t® ®tudi®es r®cemment. ê cette 

fin, une proc®dure de longueur d'arc bas®e sur la dissipation pour le syst¯me r®solu 

monolithiquement a ®t® pr®sent®e par Verhoosel et al.2009 [163] , un solveur monolithique 

assist® par recherche de ligne modifi® a ®t® propos® par Gerasimov et de Lorenzis 2016 [164], 

un sch®ma de Newton modifi® avec modification jacobienne a ®t® utilis® par T.Wick 2017[165] 

. De plus, Heister et al.2015 [166] ont propos® la lin®arisation de la partie ®lastique de l'®nergie 

totale en rempla­ant le param¯tre de champ de phase inconnu par sa valeur extrapol®e connue 

et fixe afin d'obtenir une fonctionnelle d'®nergie convexe. Une approche l®g¯rement diff®rente 

pour aborder le probl¯me de non-convexit® a ®t® pr®sent®e par Kopanicakova et Krause 2020 

[167] o½ une m®thode de r®gion de confiance multiniveau r®cursive est utilis®e. 

 

Figure 1. 4.Repr®sentation sch®matique de la fonctionnelle d'®nergie libre non convexe. 

D'autre part, un rem¯de tr¯s courant au probl¯me de non-convexit® est l'utilisation d'une 

strat®gie de r®solution ®chelonn®e (®galement appel®e minimisation altern®e). Elle est bas®e sur 

l'observation que, bien que la fonctionnelle d'®nergie libre soit g®n®ralement non convexe, elle 

est convexe par rapport au d®placement ou ¨ la variable de champ de phase si l'autre est 

maintenue constante [109]. Ainsi, en utilisant le principe de division d'op®rateur, la formulation 

faible est d®coupl®e, ce qui donne un syst¯me ¨ deux ®quations ¨ r®soudre de mani¯re it®rative. 
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En raison de sa robustesse prouv®e, cette proc®dure de r®solution est tr¯s populaire. Le sch®ma 

de r®solution ®chelonn®e propos® dans Miehe et al.2010 [114]  est bas® sur une seule proc®dure 

d'it®ration ®chelonn®e. En raison de sa simplicit® de mise en îuvre et de sa robustesse prouv®e, 

il est largement utilis® dans les travaux de M. Hofacker et al.2012, G. Molnar et al.2017, G.W. 

Liu et al.2016, C. Hesch et al.2014 [119,168,169,170] . Cependant, il n®cessite de petits 

incr®ments de chargement afin de fournir une solution pr®cise, ce qui le rend assez co¾teux en 

termes de calcul pour les probl¯mes plus complexes. En revanche, l'utilisation d'un plus grand 

nombre d'it®rations par incr®ment permet d'utiliser des incr®ments de chargement plus 

importants, tandis que l'efficacit® et le taux de convergence d®pendent du crit¯re d'arr°t. Duda 

et al.2015 [171]  et Bourdin et al.2008 [110]  ont utilis® le crit¯re d'ex®cution du sch®ma it®ratif 

jusqu'¨ ce que les variables de solution successives soient suffisamment proches les unes des 

autres. Dans Ambati et al.2015 [121] , la question du taux de convergence a ®t® abord®e au 

moyen d'un crit¯re d'arr°t bas® sur un changement normalis® de l'®nergie du syst¯me. D'autre 

part, le taux de convergence it®ratif lent typique de la strat®gie de solution ®chelonn®e a ®t® 

surmont® en utilisant la minimisation alternative sur relax®e avec des m®thodes de type Newton 

dans Farrell et Maurini 2017 [172] .  

L'application de l'irr®versibilit® du processus de fracture, c'est-̈-dire la pr®vention de la 

cicatrisation des fissures, dans les mod¯les de fractures ¨ champ de phase est obtenue par 

l'introduction de la contrainte d'irr®versibilit® sur le param¯tre de champ de phase de la fissure. 

Cela fait de la formulation un probl¯me de minimisation contraint. Une mani¯re directe 

d'introduire l'irr®versibilit® consiste ¨ imposer la monotonie du param¯tre de champ de phase 

par le biais des conditions d'in®galit® variationnelle H. Amor et al.2009, A. Mesgarnejad et 

al.2015, J.J. Marigo et al.2016 [173,174,175]. Cependant, cela s'accompagne d'un co¾t de 

calcul suppl®mentaire. Une autre fa­on est d'appliquer des conditions d'®galit® variationnelle 

beaucoup plus simples et moins co¾teuses en termes de calcul qui ont ®t® class®es comme 

relax®es, p®nalis®es et implicites dans Gerasimov et De Lorenzis 2019 [176], o½ un excellent 

aper­u du probl¯me d'irr®versibilit® dans les mod¯les de fractures ¨ champ de phase est 

®galement donn®. Ce que l'on appelle l'®galit® variationnelle relax®e impose en fait 

l'irr®versibilit® uniquement sur la fissure compl¯tement d®velopp®e, tout en permettant ¨ la zone 

de transition de cicatriser B.Bourdin et al.2000,2008, T. Gerasimov et al.2016 [109,110,164]. 

Les approches p®nalis®es, comme le mot lui-m°me l'indique, int¯grent l'irr®versibilit® gr©ce ¨ 

l'utilisation de fonctions de p®nalit® M.F. Wheeler et al.2014, T. Wick et al.2017, T. Heister 

et al.2015, T. Gerasimov et al.2019 [132,165,166,176]. D'autre part, une application implicite 

de la contrainte a ®t® propos®e par Miehe et al.2010 [114] en introduisant le champ d'historique 

des d®formations. Cette approche est particuli¯rement attrayante en raison de son efficacit® car 

son seul co¾t de calcul est une comparaison en virgule flottante. Elle a ®t® utilis®e dans la 

majorit® des travaux sur le th¯me de la fracture par champ de phase ainsi que dans cette th¯se. 

Cependant, elle viole la nature variationnelle compl¯te de l'approche. 

Les maillages fins n®cessaires pour r®soudre les petites ®chelles de longueur de r®gularisation 

dans le cadre des ®l®ments finis sont l'un des aspects du co¾t de calcul ®lev® des mod¯les de 

fractures en champ de phase. Alors qu'il est assez facile de mod®liser le processus de fracture 

dont le sch®ma final est connu ¨ l'avance en utilisant les maillages pr®-raffin®s de mani¯re 

appropri®e, l'utilisation de maillages uniformes fixes entra´nerait g®n®ralement des co¾ts de 

calcul trop ®lev®s. ê cette fin, l'adaptabilit® du maillage gr©ce aux strat®gies de raffinement 

contr¹l®es par erreur est pr®sent®e dans les travaux de R.U. Patil et al.2018, T. Wick et al.2017, 

S. Burke et al.2010 [153,165,177] , tandis que les proc®dures motiv®es physiquement pour 
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l'adaptabilit® du maillage ont ®t® propos®es dans les travaux de T. Heister et al.2015, S. 

Nagaraja et al.2019, N. Noii et al.2020 [166,178,179]. De plus, une parall®lisation 

informatique est un autre rem¯de au co¾t de calcul des mod¯les de fractures en champ de phase, 

pr®sent® dans Liu et al.2016 [169] et Mesgarnejad et al.2015 [174] . Le probl¯me de la 

parall®lisation informatique est ®galement abord® dans cette th¯se. Du point de vue du co¾t de 

calcul, on peut voir qu'il y a encore beaucoup de place pour l'am®lioration des mod¯les de 

fractures en champ de phase. 

Enfin, la plupart des impl®mentations de fractures en champ de phase r®pertori®es sont 

d®velopp®es dans les programmes d'®l®ments finis (EF) open source ou en tant qu'algorithmes 

autonomes. Seuls quelques auteurs ont partag® ouvertement les codes sources, limitant ainsi 

consid®rablement les applications potentielles en dehors de la communaut® des fractures en 

champ de phase et son utilisation dans des probl¯mes pratiques. ê la connaissance de l'auteur, 

les codes sources partag®s pour les mod¯les de fractures en champ de phase sont mis ¨ 

disposition par B.Bourdin et al.2008 li® ¨ [110], P. Farrell et al.2017 li® ¨  [172] et T. Heister 

et al.2015 li® ¨ [166], dans les programmes EF mef90 [180], FEniCS M.S. Alnaes et al.2015 

[181] et deal.II, W. Bangerth et al.2016 [182] , respectivement. D'autre part, l'impl®mentation 

des mod¯les de fractures en champ de phase dans les progiciels EF commerciaux les plus 

couramment utilis®s semble essentielle pour promouvoir la m®thodologie aupr¯s des 

ing®nieurs, des chercheurs et des ®tudiants. La premi¯re impl®mentation de ce type dans le 

logiciel d'®l®ments finis commercial ABAQUS [183]  a ®t® r®alis®e par Msekh et al.2015 [184]  

en utilisant un ®l®ment fini utilisateur avec un degr® de libert® nodal suppl®mentaire (DOF) 

d®crivant la variable de champ de phase et en r®solvant le syst¯me de mani¯re monolithique. 

La strat®gie monolithique a ®galement ®t® utilis®e dans Pillai et al.2018 [185], mais les codes 

sources n'ont pas ®t® fournis. L'algorithme d®cal® a ®t® impl®ment® dans Molnar et Gravouil 

2017 [168] en s®parant les DOF de d®placement et de champ de phase en deux types d'®l®ments 

utilisateur dispos®s en couches avec l'ajout d'une troisi¯me couche utilis®e pour la visualisation. 

De m°me, l'algorithme d®cal® a ®galement ®t® impl®ment® dans G.W. Liu et al.2016, S. 

Bhowmick et al.2018 [169,186], mais malheureusement, les codes sources n'ont pas ®t® 

fournis. Les impl®mentations d'algorithmes d®cal®s mentionn®es dans les travaux de G. Molnar 

et al.2017, G.W. Liu et al.2016, S. Bhowmick et al.2018 [168], [169], [186] .sont bas®es sur 

le sch®ma de solution ¨ it®ration unique C. Miehe et al. 2010 [114]. La premi¯re 

impl®mentation commerciale du logiciel du sch®ma it®ratif de phase-champ d®cal® avec un 

crit¯re d'arr°t a ®t® propos®e dans le travail de K.Seleġ et al.2019 [187], o½ un syst¯me ¨ trois 

couches a ®t® introduit dans le logiciel ABAQUS, pr®sentant une efficacit® et une pr®cision de 

calcul sans influence sur la s®lection de la taille de l'incr®ment de chargement. R®cemment, un 

mod¯le de fracture ductile de champ de phase a ®t® impl®ment® dans le logiciel ABAQUS dans 

Fang et al.2019 [188] en utilisant un sch®ma de solution it®ratif d®cal®. De plus, une strat®gie 

it®rative d®cal®e a ®t® utilis®e dans Zhang et al.2018 [189], o½ un mod¯le de champ de phase 

pour la fracture coh®sive a ®t® impl®ment® dans ABAQUS. 

Enfin, Wu et al.2020 [190]ont propos® l'utilisation de la m®thode Broyden-Fletcher Goldfarb-

Shanno (BFGS) dans l'impl®mentation monolithique d'ABAQUS offrant une robustesse et une 

meilleure efficacit® par rapport aux impl®mentations d®cal®es. Un aper­u complet et des 

comparaisons des impl®mentations d'ABAQUS ont ®t® r®cemment r®alis®s dans Wu et Huang 

2020 [191].  
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1.9 D®veloppement historique des essais exp®rimentaux sur le b®ton : 

Le b®ton joue un r¹le essentiel dans les structures de g®nie civil en raison de sa r®sistance 

exceptionnelle en compression et de sa remarquable durabilit® sous diverses conditions 

environnementales. Malgr® ces avantages, qui en font un mat®riau largement privil®gi® par les 

ing®nieurs et les architectes, le b®ton pr®sente deux inconv®nients majeurs susceptibles 

dôaffecter ses performances globales : sa r®sistance relativement faible en traction et sa fragilit® 

intrins¯que. Ces propri®t®s conduisent ¨ lôapparition de fissures, qui constituent lôun des 

principaux m®canismes de rupture observ®s dans presque tous les mat®riaux cimentaires 

fragiles  [192,193]. 

En 1961, Kaplan [194] a men® une s®rie dôessais exp®rimentaux de rupture sur des poutres en 

b®ton, en appliquant la th®orie de Griffith [195] afin de mieux comprendre le comportement 

complexe des fissures et des ruptures dans les mat®riaux solides. Ce travail a marqu® 

lôintroduction syst®matique et le d®veloppement de la m®canique de la rupture et de la 

m®canique de lôendommagement, offrant un cadre rigoureux pour lôanalyse des propri®t®s non 

lin®aires des mat®riaux ¨ base de b®ton. 

Bruhwiler et al. [196] ont r®alis® une s®rie dôessais de fendage en coin sur des ®prouvettes de 

b®ton comportant des fissures pr®d®finies. Ils ont observ® que les valeurs de la t®nacit® ¨ la 

rupture restaient inchang®es par la taille des fissures, d®montrant que le comportement de 

rupture du b®ton demeurait coh®rent malgr® les variations des dimensions des fissures. 

Zhang et al. [197] ont ®valu® la t®nacit® du b®ton ¨ travers des essais de fendage en coin et ont 

appliqu® plusieurs techniques analytiques, notamment la m®thode simplifi®e de la fonction de 

Green, la m®thode simplifi®e de la force coh®sive ®quivalente, la m®thode de la fonction de 

pond®ration ¨ quatre termes et la m®thode dôint®gration de Gauss-Chebyshev. Leurs r®sultats 

ont r®v®l® une forte concordance entre les donn®es obtenues lors des essais de fendage en coin 

et celles issues des quatre approches analytiques. Xu et al. [198] ont d®velopp® une m®thode 

num®rique permettant de d®duire la courbe contrainteïd®formation du b®ton, en int®grant la 

zone de processus de fissuration observ®e lors des essais de flexion en trois points. 

Landis et al.1999 [199] a ®tudi® les relations entre la rupture micro et macro dans le b®ton ¨ 

lôaide de lô®mission acoustique (AE) et a constat® que lôactivit® AE augmente brusquement d¯s 

lôapparition des microfissures, et que la distribution spatiale des sources AE permet de pr®dire 

la trajectoire finale de la macro fissure. Afin dôobtenir davantage dôinformations sur lôinitiation 

et la propagation des fissures, Dai et al. [200], Alam et al.2014 [201], Rouchier et al.2013 

[202], Verbruggen et al.2014 [203] et Sharma et al.2021 [204] ont men® une ®tude 

approfondie sur la zone de processus de fissuration (FPZ) dans le b®ton en combinant la 

corr®lation dôimages num®riques (DIC) et lô®mission acoustique (AE). Ils ont montr® que lôAE 

permettait de d®tecter et de localiser lôinitiation des microfissures ¨ lôint®rieur du volume de 

lô®prouvette, tandis que la DIC fournissait des mesures de d®formation et de d®placement sur 

toute la surface, permettant un suivi pr®cis de lô®volution de la FPZ. 

Zhang et al. [205] ont men® une ®tude approfondie visant ¨ capturer lôinitiation des fissures en 

utilisant la technique dô®mission acoustique (AE) comme principal outil dôanalyse, notamment 

lors dôessais de flexion en trois points sur des ®prouvettes de b®ton comportant des fissures 

pr®d®finies. Fang et al. [206] ont ®valu® les caract®ristiques de performance li®es ¨ la r®sistance 
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pr®coce ¨ la fissuration du b®ton, en se concentrant sur des m®langes contenant des composants 

min®raux ternaires, ¨ lôaide dôune machine dôessai de contrainte thermique. 

Guan et al. [207] ont r®alis® une s®rie dôessais de fendage en coin sur des ®prouvettes de b®ton 

massif et ont mis en ®vidence une corr®lation significative entre lô©ge du b®ton et ses propri®t®s 

m®caniques, notant en particulier que la t®nacit® et lô®nergie de fracture augmentaient avec le 

vieillissement du mat®riau. [208,209] ont ®galement effectu® des essais de fendage en coin sur 

des ®prouvettes de b®ton massif pr®sentant des fissures pr®d®finies, et ont observ® que les 

®prouvettes coul®es durant les mois dô®t® pr®sentaient des valeurs dô®nergie de rupture plus 

®lev®es que celles coul®es en hiver. Par ailleurs, Xu et al. [210] ont conduit un examen d®taill® 

et ont constat® que la t®nacit® et lô®nergie de rupture ®taient largement ind®pendantes de la 

variation de la longueur de la fissure pr®d®finie. En parall¯le, Wittmann et al. [211] ont 

effectu® des ®valuations rigoureuses afin de d®terminer les param¯tres de fracture du b®ton ¨ 

lôaide dôessais de traction, tandis que Chen et al. [212] ont ®tudi® les propri®t®s en traction du 

b®ton ¨ des taux de d®formation ®lev®s en utilisant la technique de la barre de Hopkinson en 

compression divis®e. 

En raison des difficult®s et de la complexit® associ®es ¨ la r®alisation dôessais exp®rimentaux 

directs de traction sur les mat®riaux ¨ base de b®ton, les chercheurs se tournent souvent vers des 

m®thodes indirectes comme alternatives pratiques pour ®tudier efficacement le comportement 

en traction du b®ton (Zheng et al., Mesbah et al. [213,214]). Parmi les diff®rentes m®thodes 

dôessais indirects introduites dans le domaine, on trouve lôessai br®silien sur disque d®velopp® 

par Rocco et al. [215], les essais de flexion quatre points de Wu S et al. [198], ainsi que lôessai 

de flexion trois points de Lok T et al. [216]. De plus, les recherches men®es par Lok T et al. 

Et Ruiz G et al. [216,217] ont port® sur des essais de traction par fendage utilisant la barre de 

Hopkinson en compression divis®e (SHPB). 

Un nombre consid®rable de travaux de recherche sôest concentr® sur la r®ponse en traction du 

b®ton ¨ lôaide dôessais de traction directe, malgr® les difficult®s exp®rimentales inh®rentes ¨ ce 

type dôessais. Van Mier et Van Vliet.2002 [218] ont propos® une revue compl¯te des 

techniques dôessais de traction directe, identifiant des probl¯mes critiques tels que 

lôexcentricit®, la flexion secondaire et le d®salignement des plateaux, et ont d®montr® la 

n®cessit® de syst¯mes servo- command®s pour obtenir des mesures fiables de la r®sistance en 

traction et de lô®nergie de rupture. 

Plus t¹t, Reinhardt et Cornelissen.1986 [219] ont r®alis® des essais de traction uni axiale ¨ 

d®formation impos®e, sous chargements statiques et cycliques, sur des b®tons l®gers et 

ordinaires. Leurs r®sultats ont mis en ®vidence lôimportance du comportement dôadoucissement 

post-pic et ont fourni des donn®es essentielles pour le d®veloppement de mod¯les constitutifs 

sous chargements monotones et cycliques. 

Plus r®cemment, Nouailletas et al. 2015 [220] ont effectu® des essais de traction-compression 

cycliques sur des ®prouvettes entaill®es, combinant des capteurs de d®placement traditionnels 

avec la corr®lation dôimages num®riques (CIN). Leurs r®sultats ont r®v®l® que la fermeture des 

fissures sous compression restaurait partiellement la rigidit®, tandis que les interactions de 

frottement le long des faces de fissure contribuaient de mani¯re significative ¨ la d®formation 

in®lastique et ¨ la dissipation dô®nergie. 
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Pour pallier les limites exp®rimentales persistantes, plusieurs protocoles dôessais am®lior®s ont 

®t® introduits. Alhussainy et al. 2019 [221] ont propos® une g®om®trie dô®prouvette innovante 

int®grant une section r®duite et des dispositifs de serrage universels, garantissant une rupture 

syst®matique en trav®e m®diane sans glissement, permettant ainsi une caract®risation 

reproductible contrainteïd®formation. Dans une ®tude connexe, Alhussainy et al. 2016 [222] 

ont examin® le comportement en traction directe du b®ton autopla­ant (SCC) ¨ lôaide de mors 

m®talliques sp®cialement con­us. Leurs exp®riences ont confirm® une initiation de fissure 

syst®matique au centre de lô®prouvette et ont montr® que les valeurs de r®sistance en traction 

directe ®taient syst®matiquement inf®rieures ¨ celles obtenues par des m®thodes indirectes telles 

que les essais br®siliens ou de flexion. 

La réponse mécanique du béton est gouvernée non seulement par son hétérogénéité intrinsèque 

ð résultant de la distribution des granulats, des propriétés de la matrice cimentaire et des zones 

de transition interfaciales ð, mais aussi par sa configuration géométrique. La présence de 

défauts initiaux (fissures, vides, entailles) ou de discontinuités géométriques (réductions de 

section, excentricités) modifie la distribution des contraintes et la rigidité apparente, influençant 

ainsi lôinitiation, la propagation des fissures et la résistance globale. De plus, lô©ge du mat®riau 

constitue un param¯tre d®terminant, car lô®volution progressive des propri®t®s m®caniques 

impacte directement la performance structurelle sous charge. Cette complexit® met en ®vidence 

la n®cessit® de caract®riser avec pr®cision les param¯tres m®caniques qui gouvernent la rigidit® 

et la capacit® de d®formation du b®ton. Dans ce contexte, lôestimation des param¯tres 

m®caniques tels que le module de Young et le coefficient de Poisson a fait lôobjet de nombreuses 

recherches mobilisant ¨ la fois des approches destructives et non destructives. Les m®thodes 

destructives, reposant sur des essais de compression ou de flexion, restent la voie traditionnelle 

pour d®terminer le module statique %. Par exemple, Wang et Sun 2022 [223] ont montr® que 

lôessai de flexion trois points est sensible aux conditions exp®rimentales et ¨ la g®om®trie, tandis 

que Korolev et al. 2021 [224] ont mis en ®vidence des diff®rences entre modules obtenus en 

compression et en flexion, proposant des coefficients correctifs pour le dimensionnement. 

Najibi et al. 2015 [225], travaillant sur des calcaires de r®servoir, ont ®galement ®tabli des 

relations empiriques entre r®sistances m®caniques et propri®t®s ®lastiques statiques. Bien que 

ces approches constituent des r®f®rences fiables, elles impliquent la destruction des ®chantillons 

et limitent leur emploi dans le suivi en continu ou in situ. Pour pallier cette limite, plusieurs 

auteurs se sont tourn®s vers des m®thodes non destructives, en particulier lôultrason. Boumiz et 

al. 1996 [226] ont montr® d¯s les ann®es 1990 que les vitesses dôondes P et S refl¯tent le degr® 

dôhydratation et la microstructure, et Martin et al. 2000 [227]  ont confirm® leur pertinence 

pour la d®termination des propri®t®s ®lastiques sous chargements hydrostatiques ®lev®s. Plus 

r®cemment, Carette et Staquet 2015 [228] ont d®montr® que le suivi du processus de prise 

peut °tre r®alis® efficacement par ultrasons, et Haach et al. 1996 [226] ont ®tabli une forte 

corr®lation entre module dynamique et r®sistance en compression sur b®tons ¨ haute r®sistance 

initiale. Au-del¨ de la distinction entre essais destructifs et non destructifs, plusieurs ®tudes ont 

cherch® ¨ ®tablir des passerelles entre modules statiques et dynamiques. Najibi et al. 2015 [225]  

ont propos® des corr®lations lin®aires et non lin®aires entre % et % , tandis que Kotsanis et al. 
[229] ont ®tudi® cette relation sur des roches prasinites en montrant lôinfluence de lô®tat 

microstructural. Korolev et al. 2021 [224] ont confirm® lôexistence dô®carts syst®matiques 

entre valeurs statiques et dynamiques sur b®tons, et Van Den Abeele et al. 2009 [230]  ont mis 

en ®vidence, gr©ce ¨ des approches acoustiques lin®aires et non lin®aires, que lô®volution de la 

rigidit® peut °tre suivie en continu pendant lôhydratation. Lôensemble de ces travaux met en 

®vidence la compl®mentarit® des m®thodes : les essais statiques fournissent des r®f®rences 
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indispensables, tandis que les approches ultrasonores permettent un suivi non destructif et 

ouvrent la voie ¨ des corr®lations robustes entre modules dynamiques et statiques. 

1.10 Conclusion : 

Ce chapitre a permis de retracer les principales ®tapes du d®veloppement de la m®canique de la 

rupture et de lôendommagement, en mettant en ®vidence les apports th®oriques, exp®rimentaux 

et num®riques. Les fondements pos®s par Griffith et Irwin ont ouvert la voie ¨ des mod¯les de 

plus en plus sophistiqu®s, capables dôint®grer les effets de lôh®t®rog®n®it® et de la microstructure 

des mat®riaux. 

Les essais exp®rimentaux, depuis les premiers travaux de Kaplan jusquôaux approches r®centes 

bas®es sur la corr®lation dôimages num®riques et lô®mission acoustique, ont largement contribu® 

¨ la caract®risation des m®canismes de fissuration du b®ton. Cependant, leur mise en îuvre 

reste co¾teuse et leur reproductibilit® parfois limit®e. 

En parall¯le, les m®thodes num®riques avanc®es (homog®n®isation computationnelle, XFEM, 

champ de phase, mod¯les coh®sifs) ont consid®rablement enrichi les outils de simulation. Elles 

offrent un cadre puissant pour reproduire la complexit® de la fissuration, mais se heurtent encore 

¨ des difficult®s li®es aux co¾ts de calcul, ¨ la repr®sentativit® microstructurale et ¨ la validation 

exp®rimentale. 

En d®finitive, lô®tat de lôart met en ®vidence la n®cessit® dôune approche int®gr®e combinant 

exp®rimentation et mod®lisation num®rique, afin de d®velopper des mod¯les fiables et pr®dictifs 

pour lô®tude du comportement en fissuration du b®ton. Cette perspective constitue la base et la 

motivation du travail pr®sent® dans cette th¯se. 
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2.1 Introduction  

Lô®tude de la rupture dans les solides repose sur la quantification pr®cise de lô®nergie n®cessaire 

¨ la propagation dôune fissure. Le concept fondamental de taux de restitution dô®nergie, 

introduit par Griffith (1921), constitue la base de la m®canique de la rupture moderne. Ce 

param¯tre, not® ', repr®sente la quantit® dô®nergie potentielle lib®r®e par unit® de surface de 
fissure nouvellement cr®®e. Dans le cas dôun mat®riau fragile soumis ¨ un mode dôouverture 

pur (mode I), la fissure se propage lorsque ' atteint la t®nacit® du mat®riau '. Au fil du temps, 
plusieurs formulations ®quivalentes du taux de restitution dô®nergie ont ®t® d®velopp®es pour 

faciliter son ®valuation th®orique et num®rique. La premi¯re repose sur une approche 

®nerg®tique globale, fond®e sur la variation de lô®nergie potentielle totale du syst¯me lors de la 

croissance de la fissure. La seconde, dite m®canique locale, exprime G en fonction du facteur 

dôintensit® de contrainte + , caract®ristique de lô®tat de contrainte singulier en pointe de fissure. 

Enfin, la troisi¯me formulation, propos®e par Rice (1968), d®finit une int®grale de contour *, 
offrant une m®thode locale et robuste, particuli¯rement adapt®e ¨ lôimpl®mentation num®rique 

par ®l®ments finis.  

Ce chapitre sôattache ¨ pr®senter ces trois formulations dans le cas du mode I de fissuration, ¨ 

d®crire leur impl®mentation num®rique dans un mod¯le bidimensionnel, puis ¨ comparer leurs 

r®sultats sur des exemples de r®f®rence. Enfin, une analyse critique mettra en ®vidence les 

limites intrins¯ques de ces approches classiques en mati¯re de suivi de la propagation et du 

chemin de fissure, motivant le recours ¨ une approche plus g®n®rale et plus robuste. 

2.2 Formulation ®nerg®tique globale du taux de restitution dô®nergie : 

La premi¯re approche pour d®terminer le taux de restitution dô®nergie repose sur une vision 

®nerg®tique globale du syst¯me fissur®. Elle consid¯re la fissure comme une discontinuit® 

interne capable de modifier lô®nergie potentielle totale du solide soumis ¨ un chargement 

m®canique. 

Introduite initialement par Griffith (1921) pour les mat®riaux fragiles, cette approche sôappuie 

sur un principe dô®quilibre ®nerg®tique : la fissure se propage lorsque la diminution de lô®nergie 

potentielle ®lastique du syst¯me devient ®gale ¨ lô®nergie n®cessaire pour cr®er de nouvelles 

surfaces de rupture. 

Soit un solide ®lastique contenant une fissure de longueur Á, soumis ¨ des conditions de 
chargement impos®es (force ou d®placement), comme illustr® ¨ la Figure 2.1. Lô®nergie 

potentielle totale ɩ Á du syst¯me sô®crit : 

                                                 ɩ Á ɩ Á × Á       (2.1) 

O½ : 

ɩ Á , est lô®nergie ®lastique de d®formation emmagasin®e dans le solide, × Á , est le 
travail des effort ext®rieures appliqu®es. 

Lorsque la fissure sôallonge dôune quantit® infinit®simale ÄÁ, lô®nergie potentielle varie selon : 

                                               Äɩ Á ÄÁ ÄÁ      (2.2) 
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Le taux de restitution dô®nergie 'est alors d®fini comme la quantit® dô®nergie potentielle 
rel©ch®e par unit® dôextension de la fissure : 

                                           '        (2.3) 

Autrement dit, ' repr®sente la variation dô®nergie disponible pour lôextension de la fissure. 

La condition de propagation selon Griffith sô®crit alors : 

                                                                   ' '        (2.4) 

O½ ' est la t®nacit® critique du mat®riau (ou ®nergie de rupture unitaire) ; Á  d®signe la longueur 
de la fissure (ou demi-longueur dans le cas dôune fissure centrale sym®trique) ; une variation 

ÄÁ correspond ¨ un accroissement infinit®simal de cette longueur, côest-̈-dire ¨ une extension 

de la fissure. 

Cette approche globale est particuli¯rement adapt®e pour lô®tude de fissures simples dans des 

milieux homog¯nes. Dans un essai de traction plane par exemple, lô®nergie potentielle ®lastique 

d®cro´t ¨ mesure que la fissure sôallonge, traduisant une lib®ration progressive dô®nergie. 

Lorsque cette ®nergie lib®r®e devient ®gale ¨ lô®nergie de surface n®cessaire pour cr®er de 

nouvelles surfaces de fissure, la propagation sôamorce. Toutefois, cette formulation reste 

globale : elle ne fournit pas dôinformation sur la distribution locale des contraintes ni sur la 

direction de propagation de la fissure.  

2.3 Formulation m®canique du taux de restitution dô®nergie en fonction du 

facteur dôintensit® de contrainte (ἕἓ) : 

La deuxi¯me approche pour lô®valuation du taux de restitution dô®nergie repose sur une 

formulation locale fond®e sur la th®orie de la m®canique lin®aire de la rupture ®lastique 

(LEFM). Cette approche, introduite par Irwin (1957), ®tablit un lien direct entre le taux de 

restitution dô®nergie ' et lôintensit® du champ de contrainte au voisinage du front de fissure, 

repr®sent®e par le facteur dôintensit® de contrainte +. Elle permet ainsi de relier la description 
®nerg®tique de Griffith ¨ une mesure locale des singularit®s m®caniques induites par la pr®sence 

dôune fissure. 

2.3.1 Champ de contraintes en pointe de fissure : 

Dans le cadre de lô®lasticit® lin®aire, la pr®sence dôune fissure cr®e une singularit® de contrainte 

au voisinage de son extr®mit®. En coordonn®es polaires locales Òȟʃcentr®es sur le front de 
fissure, le champ de contrainte sôexprime, pour le mode I (ouverture), par la relation : 

                                                ʎ Òȟʃ
Ѝ

Æʃ *Òȟʃ     (2.5) 

Où +  est le facteur dôintensit® de contrainte associé au mode I ; Æʃ est une fonction connue 

décrivant la répartition angulaire des contraintes ; Ò est la distance à la pointe de fissure ; *Òȟʃ 

est un terme régulier représentant la partie non singulière du champ ; Ò représente la distance 

radiale mesurée à partir de la pointe de fissure, tandis que ʃ indique lôangle form® par rapport 
¨ lôaxe de propagation de la fissure. (Voir la figure 2.1). 

Cette expression traduit le comportement asymptotique du champ de contraintes au voisinage 

de la pointe de fissure : la singularité varie en 
Ѝ

. Ainsi, lorsque ÒO π, on sôapproche de la 
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pointe de fissure o½ les contraintes deviennent singuli¯res (tendent vers lôinfini), tandis que 

lorsque Ò augmente, on sô®loigne de cette zone singuli¯re vers une r®gion o½ le champ de 
contrainte redevient régulier. 

Ainsi, le facteur + quantifie directement la sévérité de cette singularité ð plus + est élevé, 

plus la concentration de contrainte est importante, et donc plus la fissure est susceptible de se 

propager. 

2.3.2 Lien entre ἑ et ἕἓ : 

Irwin a montr® quôil existe une relation directe entre le taux de restitution dô®nergie ' et le 
facteur dôintensit® de contrainte +, d®pendant uniquement des propri®t®s m®caniques du 
mat®riau. 

Pour une fissure en mode I, cette relation sô®crit : 

                                                                          '        ςȢφ 

Avec : 

                                               %
%ȟ            en contrainte plane

ȟ         en deformation plane
    (2.7) 

O½ % , est le module dôYoung du mat®riau, ג , est le coefficient de Poisson. 

Ainsi, le critère de Griffith peut être reformulé en termes de contrainte locale : 

la propagation de la fissure se produit lorsque le facteur dôintensit® de contrainte atteint une 

valeur critique + , appelée ténacité à la rupture : 

                                                            + +  ᵾ ' '       (2.8) 

Cette relation simple et robuste constitue un pont fondamental entre les approches ®nerg®tique 

et m®canique de la rupture. Elle permet dôestimer rapidement le seuil de propagation ¨ partir 

des contraintes locales, tout en offrant une interpr®tation physique claire du param¯tre +, 
directement li® ¨ la s®v®rit® de la singularit® en pointe de fissure. 
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Figure 2. 1. Au voisinage de la fissure.  

2.4 Formulation locale du taux de restitution dô®nergie : lôint®grale de 

Rice (J-int®grale) : 

Lôapproche ®nerg®tique de Griffith et la formulation m®canique dôIrwin reposent sur des 

consid®rations globales ou analytiques, applicables ¨ des g®om®tries simples et ¨ des fissures 

de trajectoire connue. Toutefois, pour les structures r®elles pr®sentant des g®om®tries 

complexes, des h®t®rog®n®it®s de mat®riau ou des conditions de chargement variables, ces 

formulations deviennent difficiles ¨ exploiter. 

Afin de pallier ces limitations, Rice (1968) a introduit une approche locale et purement 

®nerg®tique, fond®e sur une int®grale de contour not®e *, qui mesure le taux de restitution 
dô®nergie ¨ partir des champs m®caniques calcul®s localement autour de la fissure. Cette 

formulation sôint¯gre naturellement dans le cadre des calculs par ®l®ments finis, ce qui en fait 

un outil puissant pour la simulation num®rique de la rupture. 

2.4.1 D®finition et formulation g®n®rale : 

Soit un domaine ɱ contenant une fissure, et ɜ un contour ferm® entourant la pointe de fissure, 
mais ne la coupant pas. (Voir la figure 2.2). 

Lôint®grale de Rice est d®finie, pour un mat®riau ®lastique, comme : 

                                     * ᷿7ÄÙ4
 

ÄÓ᷿ 7Î 4 ÄÓ
 

     (2.9) 

O½, sous forme tensorielle ®quivalente : 

                                                        * ᷿ 7Î ʎÎ ÄÓ
 

              (2.10) 

O½                                          7 ʎȢʀ ʎȢʀ ʎ ȢςȢʀ               (2.11) 

 

Ø 

Ù 

ςÁ Ò 
ʃ 

ʎ 

ʎ  

ʐ  
Pointe de la 

fissure 
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Figure 2. 2. Lôint®gral J. 

ὡ , est la densit® dô®nergie de d®formation (ou ®nergie ®lastique par unit® de volume), ό est le 
champ de d®placement, „ et ‐ sont les champs de contrainte et de d®formation, ὲ est le 

vecteur normal au contour ῲ, Ὠί  est un ®l®ment diff®rentiel le long du contour. 

Cette int®grale exprime le flux dô®nergie ®lastique traversant une surface fictive entourant la 

pointe de fissure. 

Sous certaines hypoth¯ses (mat®riau ®lastique, absence de dissipation volumique, champ quasi-

statique), Rice a d®montr® que lôint®grale J est ind®pendante du chemin dôint®gration. 

Autrement dit, quel que soit le contour ɜ choisi autour de la fissure, la valeur de * reste constante. 

Pour un comportement ®lastique lin®aire et une fissure soumise ¨ un mode I dôouverture, Rice 

a montr® que : 

                                                                         * '                 (2.12) 

2.5 Impl®mentation num®rique du calcul du taux de restitution dô®nergie 

(ἑȟἕἓ ȟἔ) : 

Lô®valuation num®rique du taux de restitution dô®nergie constitue une ®tape essentielle dans 

lô®tude de la rupture des mat®riaux fragiles. 

Dans cette section, trois approches compl®mentaires sont mises en îuvre et compar®es : 

(1) lôapproche ®nerg®tique globale de Griffith, 

(2) la formulation m®canique locale fond®e sur le facteur dôintensit® de contrainte +, 

(3) lôint®grale de contour de Rice (*-int®grale). 

Ces trois m®thodes ont ®t® impl®ment®es dans un m°me cadre num®rique, reposant sur la 

m®thode des ®l®ments finis (FEM) appliqu®e ¨ des structures bidimensionnelles fissur®es en 

mode I (ouverture pure). 

2.5.1 Cadre g®n®ral de mod®lisation par ®l®ments finis : 

Le calcul est r®alis® sur une plaque bidimensionnelle entaill®e soumise ¨ une traction uniaxiale 

comme illustr® dans la Figure 2.1. Les conditions aux limites imposent un d®placement Õ

ὲ 

ὲ 

ὲᴆ 

Ὠὼ 
Ὠώ 

ᴁὲᴆᴁ ρ 
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ɝÕ sur les deux bord sup®rieur et inf®rieur, tandis que les bords lat®raux sont libres. 

La fissure initiale, de longueur Á, est plac®e au centre de la plaque.  

Le probl¯me m®canique sô®crit sous la forme variationnelle classique : 

                                                          ʎɿʀÄɱ ᷿ÔȅɿÕÄɜ              (2.13) 

Avec ʎ # ʀ, o½ #  est le tenseur dô®lasticit® du mat®riau, Ô les tractions impos®es, et 

ɿÕla variation virtuelle du champ de d®placement. 

Le champ de d®placement Õest approch® par interpolation nodale : 

                                                             5ØȟÙ В . ØȟÙÕЏɴ               (2.14) 

et le tenseur des d®formations associ® sô®crit : 

                                                                   ʀÕ .ɳ Õ               (2.15) 

O½ . sont les fonctions de forme et Õ les d®placements nodaux inconnus. 

Lôassemblage des ®quations dô®quilibre conduit au syst¯me matriciel global : 

                                                                     + 5 &               (2.16) 

Dont la r®solution fournit les champs de d®placements, puis les contraintes et d®formations 

n®cessaires au calcul des trois formulations de '. 

2.5.2 Calcul du taux de restitution dô®nergie par les trois approches : 

2.5.2.1 Approche ®nerg®tique globale (Griffith) : 

Lôapproche globale repose sur la variation de lô®nergie potentielle totale du syst¯me. 

Lô®nergie lib®r®e par unit® dôaire de fissure cr®®e est donn®e par : 

                                                      '                  (2.17) 

 

Dans un calcul par ®l®ments finis, cette d®riv®e est ®valu®e num®riquement par diff®rences 

finies : 

                                                          '                         (2.18) 

Cette approche est simple ¨ mettre en îuvre, mais d®pend de la d®finition g®om®trique de la 

fissure et ne permet pas une localisation fine du champ dô®nergie. 

Dans un domaine bidimensionnel ɋ d®compos® en des ®l®ments triangulaires dôaire 4, 
lô®nergie potentielle ®lastique sô®crit sous forme ®l®mentaire comme suit :  

ɩ В ᷿ ʀÕ ᴇ ʀÕ
 

Ä4 В ᷿ .ɳ  Õ ᴇ ɳ. ÕÄ4
 

В ᷿ " Õ ᴇ " ÕÄ4
 

         (2.19) 

Lô®quation (2.19) devient : 
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                                                    ɩ В ᷿  Õ +  ÕÄ4
 

                (2.20) 

Avec                                               + ᷿ " ᴇ "Ä4
 

               (2.21) 

O½ ᴇ est le tenseur de rigidit® (matrice de Hooke plane). 

La forme discr®tis®e du travail des forces ext®rieur est donn® par : 

           7 В ᷿ . Õ  .ἢÂ Ä4
 

В ᷿ . Õ  Ä4
 

В ᷿  .ἢ Æ Äɜ
 

     (2.22) 

O½ ɜ  la portion de bord de lô®l®ment 4 soumise ¨ traction. 

En n®gligeant les forces volumiques (Â π), lô®quation (2.22) devient :      

                                                7 В ᷿ .ἢ Õ  Ä4
 

В ᷿  .ἢ Æ Äɜ
 

              (2.23) 

Si une ar°te de longueur porte une traction Æ constante, 

Pour une traction Æ constante sur lôar°te ÉÊ de longueur , , on distribue Æ ̈  chacun des deux 

nîuds de lôar°te ; en notation compl¯te sur les 6 composantes de lô®l®ment : 
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Ụ
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Ụ
Ụ
ợ
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Æ
Æ

π
πỨ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

.                                                 (2.23) 

Le travail ext®rieur sô®crit donc sous la forme :                          

                                                7 В ᷿ .ἢ Õ  Ä4
 

               (2.24) 

Lô®nergie Potentiel total du syst¯me sô®crit donc : 

                             ɩ В ᷿  Õ +  ÕÄ4
 

В ᷿ .ἢ Õ  Ä4
 

   

 (2.25) 

En rempla­ant la forme discr¯te de ɩ dans lô®quation (2.18), on obtient : 

' В ᷿  Õ  +  Õ Ä4
 

В ᷿ . Õ  Ä4
 

В ᷿  Õ  +  Õ Ä4
 

В ᷿ . Õ  Ä4
 

     (2.26) 
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2.5.2.2 Approche m®canique locale (Irwin ï facteur dôintensit® de contrainte) : 

Le facteur dôintensit® de contrainte  + peut °tre estim® ¨ partir des contraintes ou des 
d®placements pr¯s du front de fissure. 

Une m®thode classique consiste ¨ utiliser la formule du d®placement dôouverture de fissure 

(COD) : 

                                                        + ʎЍʌȢÁȢÆ                             (2.27) 

Dans le cadre de la m®thode des ®l®ments finis, le facteur dôintensit® de contrainte peut °tre 

formul® sous forme nodale, en exprimant la contrainte ʎ en fonction du champ de d®placement 
interpol®. 

Peut alors °tre reformul®e, ¨ lô®chelle discr¯te, comme une sommation sur les ®l®ments du 

maillage triangulaire : 

                                         + В ᷿ ʎ ØЍʌÁÆ Ä4
 

                         (2.28) 

 

O½ : ʎ ὀ ᴇ "Õ est le champ de contrainte dans lô®l®ment 4, obtenu ¨ partir du tenseur 
de rigidit® ᴇ, " est la matrice de d®formation, Õ est le vecteur des d®placements nodaux de 
lô®l®ment. 

En substituant ʎ ὀ ᴇ"Õ dans lô®quation (2.28), on obtient la forme nodale explicite : 

                                      + В ᷿ ᴇ"Õ ЍʌÁÆ Ä4
 

               (2.29) 

 

Cette formulation relie directement le facteur dôintensit® de contrainte au champ de 

d®placement nodal issu de la r®solution par ®l®ments finis. 

Elle permet une int®gration ®l®mentaire du champ singulier en fonction des param¯tres 

g®om®triques Áȟ×et des propri®t®s m®caniques du mat®riau. 

Cette approche fournit une ®valuation locale pr®cise de lôintensit® du champ singulier, mais elle 

requiert un maillage tr¯s raffin® autour de la pointe de fissure afin de capturer correctement la 

variation rapide des contraintes. 
 

2.5.2.3 Approche locale num®rique (Int®grale J de Rice) : 

Pour des raisons de mise en îuvre num®rique, il est souvent pr®f®rable de transformer 

lôint®grale de contour en int®grale de domaine (ou volumique) gr©ce au th®or¯me de Green. 

En introduisant une fonction indicatrice ÑØȟÙ, valant 1 sur la fissure et 0 ailleurs, on obtient : 

                                       * ᷿ ů ů 7 ŭ Ä!                 (2.30) 

O½ : Õ est le champ de d®placement r®el (solution FEM) ; ʎ est contrainte r®elle, ʎ

# ʀavec ʀ ЋÕ ЋÕ  ; Õ , ʎ  sont champs auxiliaires (analytique), choisis ici 

comme le champ pur du mode I (souvent pour + ρ) ; 7  est la densit® dô®nergie 

dôinteraction. On prend classiquement : 

7   ʎ ʀ   ʎ ʀȟ 

O½ ʀ ЋÕ ЋÕ  ; ÑØȟÙ est fonction lisse de fen°trage / pond®ration valant 1 

au voisinage imm®diat de la pointe et 0 hors dôun domaine !;  est sa d®riv®e spatiale ;ɿ est 

le symbole de Kronecker (s®lection de la composante Ø) ; ! est le domaine 2D dôint®gration 
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(anneau autour de la pointe de fissure) ; Ä! est lô®l®ment dôaire en 2D ; dans la forme volumique 

on int¯gre sur !. 

Remarque : la forme volumique ci-dessus est ®quivalente ¨ la forme de contour classique et est 

ind®pendante du chemin si les hypoth¯ses (®lasticit®, quasi-statique, pas de dissipation 

volumique) sont respect®es. 

Dans le cas dôun mode I (ouverture), les champs analytiques pr¯s de la pointe de fissure sont 

connus (issus de la LEFM) : 

                                                Õ ÃÏÓ ρ ÓÉÎ ÓÉÎ                (2.31) 

                                                 Õ ÓÉÎ ς ÃÏÓ ÃÏÓ                (2.32) 

                                                  ʎ
Ѝ
ÃÏÓ ρ ÓÉÎ ÓÉÎ                              (2.33) 

                                                   ʎ
Ѝ
ÃÏÓ ρ ÓÉÎ ÓÉÎ                              (2.34) 

                                                       ʎ
Ѝ
ÓÉÎ ÃÏÓ ÃÏÓ Ȣ                (2.35) 

Dans le cadre dôune discr®tisation en ®l®ments finis triangulaires lin®aires 4, lôexpression 
(2.30) sô®crit sous forme ®l®mentaire : 

                 * В ᴇ"Õ ů  Õ" ᴇ "Õ ɿ Ä4   (2.36) 

2.6 R®sultats et discussion : 

2.6.1 Probl¯me de structure carr®e fissur®e en traction : 

Le cas dô®tude consid®r® concerne une plaque carr®e bidimensionnelle soumise ¨ un essai de 

traction uniaxiale. La g®om®trie est repr®sent®e ¨ la figure 2.3. La plaque pr®sente une fissure 

horizontale unique, initi®e au milieu du bord vertical gauche, de longueur initiale Á. 

La longueur de la fissure est param®tr®e dans lôintervalle Áɴ πȢυ mȟπȢχ m, afin dô®tudier 

lôinfluence de lôallongement de la fissure sur le taux de restitution dô®nergie ', le facteur 
dôintensit® de contrainte +et lôint®grale de Rice *. 

Les conditions aux limites imposent un ®tat de traction uniforme : la contrainte normale ʎ

Ôest appliqu®e sur les bords horizontaux sup®rieur et inf®rieur de la plaque, orient®e selon la 

direction Ù.Les bords verticaux sont laiss®s libres de tout chargement, de sorte que la fissure se 
d®veloppe sous un mode dôouverture pur (mode I). 

Les propri®t®s du mat®riau sont : module de Young %  ςȟπφρπ 0Á, coefficient de 

Poisson ʉ  πȟσ, masse volumique ɦ  χ ψυπ ËÇȾÍύ, avec une charge ὸ comprise entre 0 
et 20 MPa.  
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Figure 2. 3.Plaque carr®e fissur®e. 

Lôint®grale de Rice a ®t® ®valu®e selon trois configurations distinctes de contours dôint®gration 

autour de la pointe de fissure : 

1. Contour 1 : un cercle centr® ¨ la pointe de fissure, de rayon ®gal ¨ la moiti® de sa 

longueur (Ò πȢυÁ) ; 

2. Contour 2 : un cercle de rayon Ò πȢχÁ; 

3. Contour 3 : un contour englobant la zone ext®rieure du domaine, excluant la surface 

fissur®e. 

Ces diff®rentes approches permettent de v®rifier la stabilit® num®rique et la propri®t® 

dôind®pendance du chemin dôint®gration du *-int®gral. 

Le maillage est constitu® dô®l®ments triangulaires lin®aires (4) avec une taille maximale 

dô®l®ment È πȢπρ. 

La figure 2 illustre le champ de contrainte de von Mises et la d®formation de la plaque lorsque 

la longueur de la fissure est Á πȢφ m. 

 

Figure 2. 4.Contrainte de Von Mises et d®formation de la plaque lorsque la longueur de la fissure est de 0,6 

m. 

On observe une concentration marqu®e des contraintes ¨ lôextr®mit® de la fissure, 

caract®ristique du mode dôouverture pur (mode I). 

La solution analytique pour le facteur d'intensit® de contrainte est : 

                                                         + ʎЍʌȢÁȢÆ                                            (2.37) 
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O½ ů = 20 MPa et f est un facteur de correction. 

                                 Æ
Ȣ Ȣ Ȣ

                            (2.38) 

Lôexpression de lô®quation (2.37) est ®tablie sous lôhypoth¯se que la plaque est suffisamment 

longue, sa hauteur ®tant significativement sup®rieure ¨ sa largeur. 

Lôanalyse du champ de contrainte (voir figure 2.4) confirme que cette hypoth¯se est bien 

v®rifi®e pour la configuration ®tudi®e. 

Les contours dôint®gration utilis®s pour le calcul de lôint®grale de Rice sont illustr®s ¨ la figure 

2.5 pour deux longueurs de fissure, Á πȢυ met Á πȢχ m. Ces contours successifs permettent 

de v®rifier la stabilit® num®rique et lôind®pendance de la valeur du *-int®gral vis-̈-vis du chemin 

dôint®gration. 

  

(a) (b) 
CƛƎǳǊŜ нΦ рΦ όŀύ [Ŝǎ ŎƻƴǘƻǳǊǎ ǳǝƭƛǎŞǎ ǇƻǳǊ ƭϥƛƴǘŞƎǊŀǝƻƴ ƭƻǊǎǉǳŜ ŀ Ґ лΣр Ƴ Τ όōύ [Ŝǎ ŎƻƴǘƻǳǊǎ ǳǝƭƛǎŞǎ ǇƻǳǊ 

ƭϥƛƴǘŞƎǊŀǝƻƴ ƭƻǊǎǉǳŜ ŀ Ґ лΣт ƳΦ 

La figure 2.6 compare les valeurs du taux de restitution dô®nergie obtenues par les trois 

approches. 

 

Figure 2. 6 . Int®grale J compar®e aux taux de lib®ration dô®nergie calcul®s ¨ lôaide dôune diff®renciation 

num®rique. 

On observe tout dôabord une superposition quasi parfaite des courbes issues des trois m®thodes, 

traduisant une excellente coh®rence entre les formulations th®oriques et les impl®mentations 

num®riques. 
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Lô®volution de ' avec la longueur de fissure Á suit une loi croissante non lin®aire, indiquant que 
la lib®ration dô®nergie devient de plus en plus importante ¨ mesure que la fissure sôallonge. 

Ce comportement est attendu, car lôallongement de la fissure augmente la surface 

potentiellement lib®ratrice dô®nergie et, par cons®quent, la probabilit® de propagation instable. 

Lôint®grale * pr®sente des valeurs pratiquement identiques ¨ celles obtenues par diff®rentiation 
num®rique de lô®nergie potentielle globale, ce qui confirme la stabilit® num®rique et la pr®cision 

de la formulation locale. 

Cette concordance entre les trois approches d®montre la fiabilit® du mod¯le ®l®ments finis 

d®velopp® et confirme que, dans le cas lin®aire ®lastique et pour des fissures de trajectoire 

connue, les approches de Griffith, dôIrwin et de Rice sont rigoureusement ®quivalentes du point 

de vue ®nerg®tique. 

2.6.2 Probl¯me de structure carr®e fissur®e contient deux inclusions en 

traction : 

La structure est identique ¨ l'exemple pr®c®dent, ¨ l'exception de l'ajout de deux vides de r = 

0,05, plac®s sym®triquement par rapport ¨ la fissure. La structure soumise ¨ un essai de traction 

simple (figure 2.7) pr®sente les m°mes propri®t®s m®caniques que l'exemple pr®c®dent. 

  

(a) (b) 
Figure 2. 7. Plaque carr®e fissur®e avec deux inclusions. 

Deux simulations sont r®alis®es pour ce probl¯me. Pour chaque simulation, les propri®t®s 

m®caniques de la structure d'inclusion sont diff®rentes. 

i)-Simulation 01 : Les propri®t®s m®caniques de la structure sont le module de Young % 

 φωρπ0Á, le coefficient de Poisson ʉ  πȟσσ, la masse volumique ʍ  ς χσπ ËÇȾÍύ avec 

une charge Ô comprise entre π ÅÔ ςπ -0Á. 

Les propri®t®s mat®rielles des inclusions sont : module de Young %  ςȢπφρπ0Á, 

coefficient de Poisson ʉ  πȟσ et masse volumique ʍ  χ ψυπ ËÇȾÍύ. 

ii)-Simulation 02 : Les propri®t®s mat®rielles de la structure sont : module de Young % 

 ςȢπφρπ0Á, coefficient de Poisson ʉ  πȟσ et masse volumique ʍ  χ ψυπ ËÇȾÍύ avec 

une charge Ô comprise entre π ÅÔ ςπ -0Á. 

Les propri®t®s m®caniques des inclusions sont : module de Young %  φωρπ0Á, 

coefficient de Poisson ʉ  πȟσσ et masse volumique ʍ  ς χσπ ËÇȾÍύ. 
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Les r®sultats obtenus ¨ la figure 2.8 illustrent la d®formation de chaque structure et les 

concentrations de contraintes de von Mises. 

Les Figures 2.8 et 2.9 illustrent respectivement les champs de contraintes équivalentes de Von 

Mises et les déformations de la plaque pour les deux simulations. 

 

 

(a) (b) 
Figure 2. 8 . R®sultats de la Simulation 01 : (a) Contrainte de Von Mises lorsque la longueur de la fissure 

est de 0,6 m ; (b) d®formation de la plaque lorsque la longueur de la fissure est de 0,6 m. 

 
 

(a) (b) 
Figure 2. 9 . R®sultats de la Simulation 02 : (a) Contrainte de Von Mises lorsque la longueur de la fissure 

est de 0,6 m ; (b) d®formation de la plaque lorsque la longueur de la fissure est de 0,6 m. 

Dans le cas de la Simulation 01 (inclusions rigides), on observe une concentration importante 

des contraintes ¨ la pointe de la fissure et ¨ lôinterface inclusionïmatrice. Cette amplification 

traduit une augmentation du taux de restitution dô®nergie et favorise la propagation de la fissure 

dans la direction reliant les deux inclusions. 

ê lôinverse, pour la Simulation 02 (inclusions souples), les champs de contraintes sont 

significativement att®nu®s autour des inclusions, qui jouent un r¹le de zones de dissipation 

dô®nergie, retardant ainsi la propagation de la fissure. 
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(a) (b) 
Figure 2. 10 . Int®grale J compar®e aux taux de lib®ration dô®nergie calcul®s ¨ lôaide dôune diff®renciation 

num®rique :(a). R®sultats de la Simulation 01 ; (b). R®sultats de la Simulation 02. 

La Figure 2.10 compare les valeurs num®riques de lôint®grale * aux taux de restitution dô®nergie 
' obtenus par différentiation numérique. 

On observe tout dôabord une superposition quasi parfaite des courbes issues des trois m®thodes, 

traduisant une excellente coh®rence entre les formulations th®oriques et les impl®mentations 

num®riques. 

On constate cependant que, pour la Simulation 01, les valeurs de * sont syst®matiquement 
sup®rieures ¨ celles de la Simulation 02, traduisant un niveau dô®nergie de rupture plus ®lev® et 

donc une propagation plus rapide de la fissure dans le cas des inclusions rigides. 

Ces résultats mettent clairement en évidence que le contraste de rigidité entre la matrice et les 

inclusions influence fortement le champ énergétique local et la cinétique de propagation de la 

fissure. 

2.7 Discussion Critique des trois approches :   

Les r®sultats obtenus ¨ partir des trois formulations du taux de restitution dô®nergie ð 

énergétique (Griffith), mécanique locale (Irwin) et intégrale de contour (Rice) ð ont permis de 

mettre en ®vidence leurs performances respectives dans le calcul de lô®nergie libérée au cours 

de la fissuration. 

Cependant, malgr® les avanc®es consid®rables apport®es par ces th®ories, elles pr®sentent 

plusieurs limitations majeures qui emp°chent leur utilisation comme mod¯le g®n®ral du 

ph®nom¯ne de rupture : 

¶ Probl¯me dôamor­age des fissures :  

Ces approches n®cessitent la pr®sence initiale dôune fissure g®om®triquement d®finie pour que 

les champs m®caniques puissent °tre ®valu®s. Elles sont donc incapables de pr®dire lôinitiation 

dôune fissure dans un mat®riau homog¯ne intact, sans d®fauts pr®existants. 

Autrement dit, elles ne permettent pas de mod®liser la transition spontan®e entre lô®tat sain et 

lô®tat fissur®, ce qui limite leur port®e pr®dictive. 

¶  Probl¯me de trajectoire spatiale :  
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La th®orie ®nerg®tique de Griffith ne fournit quôune relation scalaire reliant lô®nergie lib®r®e ' 

¨ la longueur de la fissure Á. Elle ne donne aucune information sur la direction de propagation 
du front de fissure dans un champ de contraintes complexe. 

Dans la pratique, la trajectoire doit °tre impos®e a priori ou d®termin®e ¨ lôaide de crit¯res 

suppl®mentaires (crit¯re dôorientation maximale de ', crit¯re de la contrainte principale, etc.), 
ce qui r®duit le caract¯re g®n®ral du mod¯le. 

¶  Probl¯me de trajectoire temporelle :  

Ces formulations d®crivent des ®tats quasi-statiques dô®quilibre mais nôint¯grent pas 

explicitement la dimension temporelle de la propagation. Elles ne permettent donc pas de 

reproduire des ph®nom¯nes transitoires ou dynamiques, tels que les instabilit®s soudaines de 

fissuration, les sauts de propagation ou les vitesses critiques de rupture. La distance dôarr°t de 

la fissure et la cin®tique de croissance restent ainsi impossibles ¨ pr®dire sans hypoth¯ses 

empiriques suppl®mentaires. 

Ces insuffisances ont conduit au d®veloppement de mod¯les plus g®n®raux, fond®s sur une 

description continue et unifi®e de la rupture. 

Parmi eux, lôapproche de champ de phase sôest impos®e comme une alternative prometteuse. 

Elle permet de repr®senter lôamor­age, la croissance et la coalescence des fissures sans 

n®cessiter de suivi g®om®trique explicite du front. 

Cette m®thode repose sur une formulation variationnelle de lô®nergie totale, reliant de mani¯re 

naturelle la m®canique de lôendommagement ¨ la thermodynamique de la rupture fragile. 

2.8 Conclusion : 

Dans ce chapitre, trois formulations classiques du taux de restitution dô®nergie ont ®t® 

pr®sent®es, analys®es et compar®es : 

¶ Lôapproche ®nerg®tique globale de Griffith, fond®e sur la variation de lô®nergie 

potentielle du syst¯me fissur®, 

¶ La formulation m®canique locale dôIrwin, reliant le taux dô®nergie lib®r®e au facteur 

dôintensit® de contrainte +, 

¶ Lôint®grale de contour de Rice (J-int®grale), offrant une m®thode locale robuste et 

adapt®e aux calculs par ®l®ments finis. 

Lô®valuation num®rique de ces trois approches a montr® une bonne concordance entre les 

r®sultats analytiques et ceux obtenus par simulation, notamment pour les configurations de 

fissures simples. Cependant, les analyses critiques men®es ont mis en ®vidence plusieurs limites 

majeures : 

lôimpossibilit® de traiter lôamor­age des fissures, lôabsence dôinformation sur la direction de 

propagation, et la difficult® ¨ mod®liser les ph®nom¯nes dynamiques ou instables de rupture. 

Ces insuffisances justifient le recours ¨ des approches plus g®n®rales et plus flexibles. 

Côest dans cette perspective que sôinscrit lôapproche de champ de phase, pr®sent®e au chapitre 

suivant. 

Cette m®thode, fond®e sur une formulation variationnelle unifi®e de la rupture fragile, permet 
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de d®crire naturellement lôinitiation, la propagation et la coalescence des fissures sans n®cessiter 

de suivi g®om®trique explicite. 

Elle constitue ainsi une transition coh®rente entre les mod¯les classiques de la m®canique 

lin®aire de la rupture et les formulations modernes de lôendommagement continu. 
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3 Chapitre 3 : Le cadre th®orique du 

mod¯le ¨ champ de Phase. 
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3.1 Introduction : 

Le cadre du champ de phase a ®t® introduit pour la premi¯re fois par Fix (1983)[231] et Langer 

(1986) pour la mod®lisation des transitions de phase dans les mat®riaux, puis ®tendu aux 

probl¯mes de discontinuit® libre par Ambrosio et Tortorelli (1990) [232], qui ont travaill® sur 

la segmentation d'images. Son application sp®cifique ¨ la propagation de fissures dans les 

solides est beaucoup plus r®cente et r®sulte de travaux ind®pendants de chercheurs issus des 

domaines de la physique (Aranson et al., 2000 [233]; Karma et al., 2001[234]) et de la 

m®canique appliqu®e (Bourdin et al., 2000). Nous adaptons cette derni¯re perspective dans cette 

®tude. Dans ce contexte, nous commen­ons par un bref aper­u de la th®orie relative ¨ la 

formulation du champ de phase pour la rupture fragile, ainsi qu'une discussion des 

d®veloppements significatifs dans ce domaine afin de contextualiser le pr®sent travail. 

3.2 De Griffith vers Francort et marigo : 

Griffith (1921) [195] est consid®r® comme le premier ¨ avoir formellement ®nonc® les 

principes thermodynamiques r®gissant la propagation des fractures dans les mat®riaux fragiles, 

principes qui sont devenus le fondement de la m®canique moderne de la rupture ®lastique 

lin®aire. Selon la th®orie de Griffith, une fissure existante se propage lorsque le taux de 

lib®ration d'®nergie ' associ® ¨ l'extension de la fissure d®passe une valeur critique ®gale ¨ la 

t®nacit® ¨ la rupture du mat®riau, ' . Ceci peut °tre exprim® par l'ensemble de conditions de 
Kuhn-Tucker suivant (Negri et Ortner, 2008) : 

                                                                 ' ' π                                                               (3.1) 

                                                                      π                                                                   (3.2) 

                                                                ' ' π                                                          (3.3) 

O½  d®signe le taux d'augmentation de la longueur de la fissure. La premi¯re in®galit® exclut 

le cas de fissuration instable o½ ' ', tandis que la seconde est une contrainte d'irr®versibilit® 
qui emp°che la cicatrisation non physique des fractures. Enfin, la condition (3.3) implique que 

' doit °tre ®gal ¨ ' lorsque la fissure s'agrandit, et inversement qu'une fissure ne peut s'®tendre 

lorsque ' ' . Une lacune importante de la th®orie de Griffith est son incapacit® ¨ prendre en 
compte la nucl®ation des fissures ou ¨ pr®dire la ramification des fractures. Afin de surmonter 

cette limitation, Francfort et Marigo (1998) [235] ont d®velopp® une extension du cadre 

conceptuel sous la forme d'une th®orie variationnelle de la rupture, fond®e sur un paradigme de 

minimisation de l'®nergie, selon lequel la rupture dans un domaine ®lastique lin®aire ɱ  

contenant un ensemble de points de fissure ɜ (voir la figure 3.1.(a)) est conceptualis®e comme 

une comp®tition entre l'®nergie de surface ɩ n®cessaire ¨ la propagation des fissures et l'®nergie 

®lastique ɩ stock®e dans le mat®riau. Lô®nergie potentielle totale dôun corps ®lastique lin®aire 

ɱ contenant un ensemble de fissures est alors exprim®e sous la forme : 

                                     ɩ Õȟɜ ɩ Õȟɜ ɩ Õȟɜ 7 Õ   (3.4) 

O½                                           ɩ Õȟɜ ᷿7 ʀÕȟɜÄɱ
 

    (3.5) 

                                                    ɩ ɜ ᷿'( ɜÄɜ
 

     (3.6) 

                                             7 Õ ᷿ÆȢÕ Äɱ
 

᷿ ÔȢÕ Äɜ
 

    (3.7) 
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        ɩ Õȟɜ ᷿7 ʀÕȟɜÄɱ
 

᷿ÆȢÕ Äɱ
 

᷿ ÔȢÕ Äɜ
 

᷿'( ɜÄɜ
 

        (3.8)          

O½   ʀÕ  ἆɳÕ Õἆᶯ est le tenseur sym®trique des petites d®formations,  Ô  ʎ  Î , ʎ et 

nô®tant respectivement le tenseur des contraintes et la normale ext®rieure ¨ la fronti¯re ЋЏÕ , (  est 

la mesure de Hausdorff ¨ (n - 1) dimensions donnant la surface associ®e ¨ ɜ, ɰ ʀÕ est la 

densit® de lô®nergie ®lastique. 

La formulation (3.8) est limit®e au cas dôun chargement en d®placement impos® (conditions de 

Dirichlet). Dans cette configuration, le terme de travail ext®rieur 7 Õ est nul, puisque la 
sollicitation est introduite directement par les conditions aux limites. En revanche, lorsquôun 

chargement en force (conditions de Neumann) est consid®r®, ce terme doit °tre explicitement 

pris en compte, ce qui peut induire une perte de convexit® de la fonctionnelle et entra´ner des 

difficult®s de convergence num®rique vers un minimum global dans le sch®ma de minimisation 

altern®e. 

La fonction de lô®nergie totale est exprim®e par : 

                                      ɩ Õȟɜ ᷿ɰ ʀÕȟ
 

ɜÄɱ ᷿'( ɜÄɜ
 

   (3.9) 

Lô®quation (3.9) constitue la fonctionnelle variationnelle de la rupture, introduite par Francfort 

et Marigo (1998) comme une reformulation du crit¯re ®nerg®tique de GriffithΣ souvent d®sign®e 

sous le terme de ç Griffith revisit® è. Lôid®e centrale de cette th®orie est que, pour des conditions 

aux limites donn®es, les champs de d®placement u ainsi que lô®volution du r®seau de fissures ũ 

peuvent °tre obtenus par une minimisation globale de cette fonctionnelle soumise ¨ la condition 

d'irr®versibilit® : 

                                                                     ɜ Ўṗɜ                                                        (3.10) 

                                                      ɩÕȟɜ ÍÉÎ
Ўṗ

ɩÕȟɜ                                            (3.11)           

Contrairement ¨ la th®orie classique de Griffith, qui impose uniquement la stationnarit® de 

lô®quation (3.2), lôapproche variationnelle nôimpose pas que ɜ se limite ¨ une fissure unique. 

Ainsi, un corps initialement sans d®faut ɜ π peut nucl®er une fissure si la configuration 

correspondante pr®sente une ®nergie totale plus faible que celle sans fissure. De m°me, la 

propagation dôune fissure est autoris®e d̄s lors quôelle diminue lô®nergie potentielle du systm̄e 

par rapport  ̈une simple extension. Les directions de propagation sont naturellement obtenues 

comme celles conduisant ¨ une augmentation minimale de (3.9), de sorte qu'en th®orie, le cadre 

de minimisation de l'®nergie est capable de g®rer l'initiation et la propagation des fissures sans 

qu'il soit n®cessaire d'introduire des crit¯res suppl®mentaires. 

Dans le cas d'une rupture fragile, l'®nergie de la rupture ' peut °tre interpr®t®e comme le taux 
de restitution d'®nergie critique de Griffith. Le d®fi que repr®sente la r®solution directe de 

l'int®grale des surfaces provient du fait que les nouvelles surfaces ɜÔ ne sont pas famili¯res ¨ 
premi¯re vue. ê l'inverse, les m®thodes de discr®tisation classiques ne parviennent pas ¨ 

produire une r®solution satisfaisante. 
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Figure 3. 1. A solid body ♦ with the crack set ũ: (a). conventional sharp crack and (b). diffuse crack bands 

in phase-field.                                                                                                    

3.3 Lôapproche de champ de phase : 

La principale difficult® de la minimisation directe de la fonctionnelle de Griffith r®side dans le 

fait que le champ de d®placement Ἵ est g®n®ralement discontinu sur le long de lôensemble des 

fissures  . Ainsi, lô®quation (3.9) implique la pr®sence dôensembles de discontinuit®s dont les 

localisations sont a priori inconnues et qui ne coµncident pas, en g®n®ral, avec la discr®tisation 

pr®d®finie du domaine utilis®e dans les calculs num®riques. Afin de surmonter cette difficult®, 

Bourdin et al. (2000) [236] ont propos® une strat®gie consistant ¨ minimiser une approximation 

r®gularis®e de la fonctionnelle de Griffith, dans laquelle les ensembles de sauts sont liss®s de 

mani¯re ¨ garantir la continuit® de u sur lôensemble du domaine.  Cette d®marche sôinspire 

directement des travaux d'Ambrosio et Tortorelli ,1990) [232] qui ont r®solu un probl¯me 

similaire dans la segmentation d'images impliquant la fonction de Mumford et Shah (1989) 

[237]. 

Dans ce cadre, un param¯tre scalaire suppl®mentaire, appel® champ de phase de fissure  , est 
introduit afin dôinterpoler entre les zones fissur®es et intactes. Un param¯tre de longueur interne 

– est associ® pour contr¹ler le degr® de r®gularisation. La validit® de cette approche repose sur 

le fait que lôapproximation r®gularis®e converge vers la fonctionnelle originale lorsque –  tend 

vers z®ro –O π, au sens de la condition de ɜ ÃÏÎÖÅÒÇÅÎÃÅ (Braides, 2002 [238]). Bien 

quôune ®quation suppl®mentaire d®crivant lô®volution du champ de phase doive d®sormais °tre 

r®solue simultan®ment ¨ lô®quation de lô®lasticit® lin®aire, lôavantage majeur de cette m®thode 

est quôelle permet dôobtenir des solutions num®riques ¨ lôaide dôalgorithmes classiques 

dô®l®ments finis, puisque le champ de d®placement Õ et le champ de phase ɻ restent tous deux 
des champs continus.  

D'un point de vue m®canique, cette r®gularisation consiste ¨ approcher les mod¯les de rupture 

par un mod¯les de champ de phase en introduisant un param¯tre de champ de phase  ØȟÔ ɴ

 πȟρ  . Ce proc®d® consiste essentiellement ¨ remplacer la surface abrupte du champ de 
d®placement (la fissure) par des zones de petite taille o½ le gradient de d®placement est 

important (zones endommag®es), dont la taille est contr¹l®e par un petit param¯tre – et dont les 

propri®t®s sont fonction dôune variable dôendommagement ɻ ØȟÔ ɴ πȟρ  (voir la figure 
3.1.(b)). 

ὀ  
ὀ  
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3.3.1 Energie de surface ▼  : 

Lô®nergie de surface repr®sente le co¾t ®nerg®tique n®cessaire ¨ la cr®ation de nouvelles surfaces 

de fissures. Dans le cadre du mod¯le de champ de phase, cette contribution, traditionnellement 

formul®e comme une int®grale sur la surface de fissure, est reformul®e sous la forme dôune 

int®grale volumique. Cette transformation repose sur lôintroduction dôun param¯tre 

dôendommagement continu ɻ, fonction du champ et de son gradient spatial, permettant ainsi de 
diffuser la discontinuit® de la fissure et de rendre la formulation compatible avec une r®solution 

num®rique par ®l®ments finis. 

Comme la fissure est mod®lis®e comme une r®gion endommag®e, une fonction de d®croissance 

exponentielle est introduite pour approximer la topologie non lisse de la fissure. En une 

dimension, pour d®signer une fissure situ®e ¨ x = 0, une forme particuli¯re du champ de phase 

du second ordre est [6,14]: 

                                                                ɻ Ø ÅØÐ
ȿØȿ

ς
                         (3.12) 

Dans l'®quation (3.11), ɻ Ø  ɴπȟρ , 0 indiquant l'®tat sain du mat®riau et 1 un ®tat totalement 
endommag®. L'®quation (3.12) est la solution de l'®quation diff®rentielle ordinaire homog¯ne 

[14,31,35]: 

                                          ɻ ᴂᴂØ
ς
ɻ Ø π     dand ɱ              (3.13) 

Lô®quation diff®rentielle (3.13) soumis ¨ des conditions aux limites de type Dirichlet : 

                                       

ɻ π ρ     ȟɻᴂ π π
ÌÉÍ
ᴼ
ɻ Ø ÌÉÍ

ᴼ
ɻ Ø π  ÅÔȟ

 ÌÉÍ
ᴼ
ɻ ᴂØ ÌÉÍ

ᴼ
ɻ ᴂØ π

                                  (3.14) 

L'®quation (3.13) est la forme forte associ®e au probl¯me variationnel : 

                                                     ɻ Ø !ÒÇÉÎÆ )ɻ              (3.15) 

O½                 )ɻ ᷿ɻ ςʂ ' ɳɻ Äɱ
 

Џ
    O½    Äɱ ɜÄØ                                

En cons®quence, nous d®finissons ɜ ɻ  pour l'approche du champ de phase du second ordre 

comme suit : 

                                    ɜЉɻ 
ς
 )ɻ

τ
᷿ɻ ςʂ  ɳɻ Äɱ
 

Џ
            (3.16) 

Les coefficients de ɻ Ø et ses d®riv®s dans l'®quation (3.13) sont choisis de telle sorte que : 

                                              ᷿ ' ɜ ɻ ÄØ ᷿'ɜ 
 

'            (3.17) 

Par cons®quent, pour le champ de phase du second ordre, 

                                      ɩ ᷿'Äɜ
τ

 
᷿ɻ ʂ ɳɻ Äɱ
 

Џ
              (3.18) 

Comme dans Bourdin et al [24,25], nous approximons l'®nergie de rupture par : 

                                              ɩ ᷿' ʂ ɳɻ Äɱ
 

Џ
               (3.19) 
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O½ ʂ  est un param¯tre du mod¯le qui contr¹le la largeur de l'approximation lisse de la fissure, 

' est la t®nacit® ¨ la rupture (®nergie n®cessaire pour cr®er une unit® de surface fissur®e). 

La fonction (3.12) est a ®t® ®crit de mani¯re diff®rente comme suit : 

 

                      Ø

ừ
ỬỬ
Ừ

ỬỬ
ứ ÅØÐ

ȿȿ
ςσω                                   σȢςπ

ρ
ȿȿ

Ѝ
ςτπ                                   σȢςρ

ρ
ȿȿ

 ÅØÐ
ȿȿ

ςτρ                                    σȢςς

         

Il convient de noter que la fonction (3.20) employ®e par Miehe et al. (2010c) [239] correspond 

¨ la solution obtenue de la minimisation de la fonctionnelle de Bourdin et al. (2000) [236] en 

une seule dimension. ê l'inverse, la fonction (3.21) repr®sente une fonction de support 

compacte entra´nant un probl¯me d'in®galit® variationnelle (Pham et al., 2011) [240] , tandis 

que la fonction (3.22) est obtenue par la solution d'une ®quation dominante du 4¯me ordre et a 

®t® introduite par Borden et al. (2012) [241] pour assouplir les exigences de taille de maillage 

È par rapport ¨ la longueur caract®ristique  ʂ tout en tirant parti de m®thodes num®riques 
capables de repr®senter efficacement des solutions continues en C1. La figure 3.2 fournit une 

comparaison des quatre fonctions mentionn®es ci-dessus, illustrant que la diffusion des fissures, 

pour une valeur donn®e de ʂ, est d®pend de la forme sp®cifique de ɻ Ø. 

  

(a) (b) 
Figure 3. 2.R®gularisations de champ de phase d'une fissure aigu± en x = a ; (a). Diverses fonctions 

candidates ; (b). Diverses valeurs de Ɫ . 

La figure 3.2 montre une comparaison des quatre fonctions mentionn®es ci-dessus. On peut 

observer que pour une valeur donn®e de ʂ , la diffusion des fissures d®pend en outre de la forme 

sp®cifique de ɻ Ø. 

3.3.2  Energie ®lastique affect® par lôendommagement ἭἽȟ  : 

Pour d®crire la perte progressive de rigidit® du mat®riau dans la zone endommag®e, 

correspondant ¨ lôapproximation diffuse de la surface de rupture dans le cadre du champ de 

phase, nous adoptons la formulation isotrope propos®e par Bourdin et al. [236,242,243]. Celle-



Chapitre 03 : Le cadre th®orique du mod¯le  ̈champ de Phase.  

пу 
 

ci permet de repr®senter la d®gradation de lô®nergie de d®formation et, par cons®quent, celle de 

la rigidit® au cours de la propagation de fissures. 

Lô®nergie ®lastique d®grad®e est alors d®finie comme : 

                                         ɩ Õȟɻ ᷿ Çɻ Ë ɰ ʀÕ Äɱ
 

            (3.23) 

O½           ɰ ʀÕ ʎȡʀÕ ʀȡᴇȡʀ ʀ# ʀ  lʀʀ ʈʀʀ           (3.24)           

A partir du potentiel du mod¯le de champ de phase, la contrainte peut °tre calcul®e par : 

                                                      ʎÕȟɻ Çɻ                (3.25) 

ɰ ʀÕ  Indique la fonction de densit® d'®nergie ®lastique, ᴇ , ʀ et ʎ les tenseurs d'®lasticit®, 

de d®formation et de contrainte, respectivement. ʇ et ʈ sont les coefficients de Lame. 

L'ensemble du processus d'initiation et de propagation des fissures est r®gi par un probl¯me de 

minimisation de la fonctionnelle ®nerg®tique r®gularis®e. Elle est param®tr®e par ʂ et d®finie 
par l'®quation suivante : 

             ɩ 5ȟɻ  ᷿ Çɻ  Ë ʀÕȡᴇȡʀÕ Äɱ ᷿'
 ʖ ʂ ɳɻɳɻ Äɱ

 

Џ
 

 

ЏȾ
(2.26) 

O½ 

Çɻ : est la fonction de d®gradation de la rigidit® est une fonction continue d®croissante et ne 

s'annulant seulement qu'en 1 c'est-̈-dire aux endroits o½ il y aura fissuration. 

 ʖ ɻ : est la fonction de dissipation local est une fonction croissante qui s'annule ¨  ɻ π .                         

Ë : est un param¯tre de r®gularisation doit °tre tr¯s petit devant ʂ 

3.3.3  La fonction de d®gradation Ἧ♪  : 

Dans les modèles de champ de phase, la fonction de dégradation Çɻ joue un rôle fondamental 
en établissant le lien entre le champ de phase de la fissure et les champs mécaniques. Elle 
influence directement la variation de lô®nergie stock®e en r®ponse aux ®volutions du champ de 

phase. Plus précisément, dans la relation constitutive ʎ Çɻ Ë ᴇȡʀ du tenseur des 

contraintes de Cauchy ʎ , elle traduit la transition progressive entre un matériau intact ɻ π 
et un matériau entièrement endommagé ɻ ρ, modélisant ainsi la perte de rigidité due à 
lôendommagement. Pour assurer la coh®rence physique du mod¯le, Çɻ doit être une fonction 
monotone décroissante, satisfaisant les conditions aux limites Çɻ π ρ et Çɻ ρ π, 
ce qui garantit une r®duction graduelle de la rigidit® ¨ mesure que lôendommagement progresse. 
Rappelons que la variable ɻɴ πȟρ caract®rise lô®tat local du mat®riau :  
 

                       Çɻ

 ρȟ$ÕÒÃÉÓÓÅÍÅÎÔ  ïÌÁÓÔÉÃÉÔï ÐÏÓÉÔÉÖÅȢ

πȟ2ÕÐÔÕÒÅ ÔÏÔÁÌÅ ÄÅ ÌÁ ÓÔÒÕÃÔÕÒÅ ïÌÁÓÔÉÃÉÔï ÎÕÌÌÅȢ
ρȟ!ÄÏÕÃÉÓÓÅÍÅÎÔ  ïÌÁÓÔÉÃÉÔï ÎÉÇÁÔÉÖÅȢ

                 (3.27) 

Le tableau 3.1 pr®sente les principales propositions des fonctions de d®gradation de la rigidit® 

Çɻ associ®es ¨ leurs auteurs quôon peut trouver dans la litt®rature. 
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Auteur  La fonction de dégradation de la rigidité Ἧ♪ 

Bourdin et al. 2000 [236] ρ  ɻ             

 

Karma et al. 2001 [234] σρ  ɻ ςρ  ɻ        
 

Borden et al. 2016 [244] σ Í ρ  ɻ ς Í ρ  ɻ   

Kuhn et al. 2015 [245] τρ  ɻ σρ  ɻ                 

Lorentz et al. 1999,2012 [246], 
[247]  

   4ɻ ɻ Ðɻ                  

 

Alessi et al. 2015 [248]    4ɻ ρ ρ  ɻ              

 

Wu et al 2017 [249]    4ɻ Áɻ ÁÁɻ ÁÁÁɻ     

ÁÁÁɻ      
Tableau 3. 1. Les principales propositions des fonctions de d®gradation de la rigidit® ▌♪. 

Les choix courants pour la fonction de d®gradation Çɻ sont pr®sent®s dans le tableau 3.1. Le 

premier polyn¹me, le polyn¹me quadratique, a ®t® introduit dans Bourdin et al. 2000 [236] 

dans le cadre de la r®gularisation elliptique dôAmbrosio et Tortorelli ,1990) [232] et utilis® par 

de nombreux autres ; le deuxi¯me polyn¹me cubique a ®t® introduit dans Karma et al. 2001 

[234]; le troisi¯me polyn¹me cubique, avec des param¯tres suppl®mentaires, a ®t® propos® par 

Borden et al. 2016 [244] pour avoir un domaine ®lastique avant l'amor­age de la fissure ; le 

quatri¯me polyn¹me quartique a ®t® pr®sent® dans Kuhn et al. 2015 [245] . Les trac®s de ces 

fonctions sont pr®sent®s dans la figure 3.3. Bien que les trois derni¯res fonctions de d®gradation 

de type rationnel puissent ®galement °tre appliqu®es ¨ la rupture fragile, elles ont ®t® propos®es 

dans la litt®rature principalement pour la rupture coh®sive et la rupture quasi-fragile. 

  

(a) (b) 
Figure 3. 3.(a) Fonctions de d®gradation ▌♪ pour diff®rentes formulations (quadratique, cubique et 
quartique) ;(b). £volution des d®riv®es ▀▌♪ associ®es aux diff®rentes fonctions de d®gradation. 

Remarque : La fonction quadratique propos®e par Bourdin et al. (2000) [236] demeure la plus 

largement utilis®e dans la litt®rature. Cette popularit® sôexplique par sa simplicit® 

math®matique, sa robustesse num®rique et sa compatibilit® directe avec la r®gularisation 

variationnelle introduite par Ambrosio et Tortorelli ,1990) [232]. Elle constitue ainsi une 
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r®f®rence standard dans la mod®lisation des ruptures fragiles. En revanche, la fonction cubique 

introduite par Karma et al. 2001 [234], ainsi que ses variantes propos®es ult®rieurement par 

Borden et al. 2016 [244] et Kuhn et al. 2015 [245], permettent dôaffiner la description du 

processus de rupture. Ces formulations offrent un meilleur contr¹le sur lôamor­age et la vitesse 

de propagation des fissures, ce qui les rend particuli¯rement adapt®es aux mat®riaux ductiles ou 

quasi-fragiles, o½ la dissipation dô®nergie avant la rupture joue un r¹le d®terminant. Enfin, les 

fonctions rationnelles d®velopp®es par Lorentz et al. 1999,2012 ςτφ ȟ ςτχ, Alessi et al. 

2015 [248] et Wu et al 2017 [249] introduisent une flexibilit® suppl®mentaire, en permettant 

de mod®liser des comportements coh®sifs ou multi-r®gimes de rupture. Toutefois, cette richesse 

descriptive sôaccompagne dôune complexit® num®rique accrue, pouvant alourdir la r®solution 

et n®cessiter des algorithmes plus sophistiqu®s pour garantir la stabilit® et la convergence. 

3.3.4  La fonction de dissipation   Ἣ  : 

Dans le cadre des mod¯les de fracture par champ de phase, la fonction de dissipation locale 

 ʖ ɻ joue un r¹le essentiel dans la repr®sentation du co¾t ®nerg®tique associ® ¨ lô®volution 

de lôendommagement. Elle compl¯te la fonction de d®gradation Ç‌ en caract®risant la part de 
lô®nergie de rupture consomm®e localement lors de la cr®ation de nouvelles surfaces de fissure. 

i)- Propri®t®s g®n®rales : 

Par construction,  ʖ ɻ doit satisfaire un certain nombre de conditions garantissant la 

coh®rence physique et math®matique du mod¯le : 

                    

 ʖ π πȟÁÂÓÅÎÃÅ ÄÅ ÄÉÓÓÉÐÁÔÉÏÎ ÄÁÎÓ ÌȭïÔÁÔ ÉÎÔÁÃÔȢ

 ʖ ɻ πȟᶅ  ɻ ɴ π ȟρ ÄÉÓÓÉÐÁÔÉÏÎ ÐÏÓÉÔÉÖÅȢ

 ʖᴂ ɻ πȟᶅ  ɻ ɴ π ȟρ ÃÁÒÁÃÔîÒÅ ÃÒÏÉÓÓÁÎÔȟÉÒÒïÖÅÒÓÉÂÉÌÉÔïȢ

                  (3.28) 

Ces propri®t®s assurent que la dissipation est nulle pour un mat®riau sain, cro´t avec 

lôendommagement, et atteint un maximum pour un ®tat totalement fissur® ɻ ρ 

ii)- Choix usuels dans la litt®rature : 

Certaines fonctions de dissipation locale couramment utilis®es dans les mod¯les de champ de 

phase sont recens®es dans le Tableau 3.2. Chacune dôelles pr®sente des propri®t®s sp®cifiques, 

tant du point de vue physique que num®rique. Les trac®s de ces fonctions sont pr®sent®s dans 

la figure 3.4. 

Auteur  La fonction de dissipation local  . 

Pham et al. [2011]  ɻ       

 

Bourdin et al. [2000] [236]           

H. Amor et al. [2008,2009] 

[251], [252] 

 

 ɻ      

 

Alessi et al. 2015  ςɻ ɻ    
 

Karma et al. [2001] [234] ρφ ɻ ρ ɻ  

Tableau 3. 2. Les principales propositions des fonctions de dissipation ⱷ ╬♪. 
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Dôun point de vue num®rique, la fonction quadratique  ʖ ɻ ɻ occupe une place 

privil®gi®e. En effet, dans un sch®ma de r®solution ®chelonn® (ou staggered scheme), elle rend 

le probl¯me lin®aire et donc particuli¯rement attractif du point de vue computationnel. De plus, 

cette formulation satisfait intrins¯quement la contrainte de bornage naturel π ‌ ρ, 
garantissant la coh®rence de lô®volution du champ de phase sans n®cessiter de traitement 

suppl®mentaire. 

 

Figure 3. 4. Diff®rentes formulations des fonctions de dissipation ⱷ ╬♪. 

ê lôinverse, pour dôautres formes fonctionnelles, des strat®gies particuli¯res doivent °tre mises 

en place afin dôassurer le respect de lôintervalle physique π ‌ ρ. Cette distinction est bien 

illustr®e par la Figure 3.4, o½ lôon observe que la fonction quadratique   Ἣɻ ɻ est la seule 

¨ pr®senter un minimum local en ɻ π, correspondant ¨ lô®tat intact du mat®riau. Ainsi, en 

lôabsence de sollicitations m®caniques, lô®tat non endommag® ɻ π appara´t naturellement 
comme un minimiseur de lô®nergie totale, ce qui renforce la stabilit® num®rique du mod¯le. 

Il convient toutefois de souligner lôexistence dôautres formulations, telles que la fonction ¨ 

double puits   Ἣɻ ρφ ɻ ρ ɻ . Cette expression a ®t® largement adopt®e dans les phase-

field models d®velopp®s par la communaut® des physiciens (cf. Karma et al. 2001 [234]). 

Toutefois, contrairement ¨ ɻ, elle nôest pas directement reli®e ¨ la th®orie ®nerg®tique de 
Griffith, qui reste aujourdôhui la r®f®rence largement accept®e dans la m®canique de la rupture 

(Bourdin et al., 2008[243]). 

3.4 Choix du mod¯le  ̈champ de phase de type : AT et AM : 

La construction dôun mod¯le dôendommagement fragile r®gularis® dans le cadre du champ de 

phase repose sur trois ingr®dients principaux : 

i)- Le choix de la variable dôendommagement ɻᶰπȟρ, repr®sentant lô®tat local du mat®riau, 

avec ɻ π pour un mat®riau intact et ɻ ρ pour un ®tat totalement fissur®. Dans le cas des 

mod¯les isotropes consid®r®s dans cette th¯se, ɻ est un scalaire. 
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ii)- La fonction de d®gradation Ἧ♪, qui ®tablit le lien entre lôendommagement et la perte de 
rigidit®. 

iii)- La fonction de dissipation locale   Ἣ , qui contr¹le lô®volution ®nerg®tique du 

processus dôendommagement. 

Dans le cadre de ce travail, nous retenons une fonction de d®gradation unique : Ç‌

ρ  ‌ , associ®e ¨ deux choix distincts de fonctions de dissipation quadratique   ʖ ɻ  

et lin®aire  ʖ ɻ  ‌      , conduisant aux deux formulations classiques suivantes : 

3.4.1 Le mod¯le AT (AmbrosioïTortorelli) : 

Le premier mod¯le, a ®t® adopt® par Bourdin et al. [236], [242], [243] en se basant sur la 

r®gularisation dôAmbrosio et Torterelli [253] (dôailleurs côest pour cela quôil sôappelle 

commun®ment " Mod¯le AT"), utilise une fonction de dissipation quadratique :  ʖ ɻ   

Lô®nergie totale du syst¯me sô®crit alors : 

% Õȟɻ  ᷿ ρ  ‌  Ë ʀÕȡᴇȡʀÕ Äɱ ᷿'
♪

ʂ ɳɻɳɻ Äɱ
 

Џ
 

 

Џ
         (3.29) 

Ce mod¯le pr®sente une tr¯s bonne stabilit® num®rique lors de son impl®mentation dans un 

sch®ma ®l®ments finis. La forme quadratique de  ʖ ɻ  garantit en particulier que la 

borne π ‌ ρest automatiquement respect®e. Pour ces raisons, le mod¯le AT est devenu la 
formulation la plus largement utilis®e dans la litt®rature. 

3.4.2 Le mod¯le AM (AmorïMarigoïPham) : 

Le second mod¯le, a ®t® introduit de mani¯re heuristique par Pham et al [250] et adopt® en 

premier par Amor et Marigo [251], [252]  pour les m®thodes ¨ PF (appel® commun®ment 

"Mod¯le AM"), repose sur une fonction de dissipation lin®aire  ʖ ɻ ‌ . 

Lô®nergie totale associ®e est donn®e par : 

% Õȟɻ  ᷿ ρ  ‌  Ë ʀÕȡᴇȡʀÕ Äɱ ᷿'
 ♪
ʂ ɳɻɳɻ Äɱ

 

Џ
 

 

ЏȾ
(3.30) 

Ce mod¯le se distingue par sa capacit® ¨ mieux repr®senter les mat®riaux tr¯s fragiles, pour 

lesquels une phase ®lastique bien marqu®e pr®c¯de la rupture. En effet, contrairement au mod¯le 

AT, il introduit un v®ritable seuil dôendommagement : aucune dissipation nôappara´t tant quôun 

niveau critique dô®nergie nôest pas atteint. Cependant, cette formulation lin®aire engendre des 

difficult®s de stabilit® num®rique notamment dans le sch®ma de minimisation altern® (Stagred 

schema), ce qui peut limiter son usage pratique. 

3.5 Les propri®t®s d'®crouissage : 

Les lois dô®crouissage constituent un ®l®ment central dans la description des mod¯les 

dôendommagement, puisquôelles traduisent lô®volution du domaine dô®lasticit® au cours de la 

d®formation in®lastique.  

 



Chapitre 03 : Le cadre th®orique du mod¯le  ̈champ de Phase.  

ро 
 

 

Figure 3. 5. Courbe contrainte-d®formation cas adoucissant et cas durcissant. 

Comme lôillustre la figure 3.5, lôespace des contraintes ů et des d®formations Ů permet de 

distinguer deux r®gimes : 

i)-®crouissage positif (durcissement) : lorsque la pente de la courbe contrainteïd®formation, 

, est positive. Dans ce cas, la rigidit® apparente du mat®riau augmente au-del¨ de la limite 

®lastique, traduisant une capacit® accrue de r®sistance avant lôinstabilit®. 

ii)-®crouissage n®gatif (adoucissement) : lorsque 
Ἤ

Ἤ
 devient n®gatif. Le mat®riau perd alors 

progressivement de sa rigidit®, ce qui correspond au processus dôendommagement conduisant 

¨ la rupture. 

Dans le cadre des mod¯les de champ de phase, les propri®t®s dô®crouissage sont directement 

li®es ¨ la convexit® au tenseur dô®lasticit® affect® par lôendommagement ᴇ‌ Ç‌ᴇ, o½ 

Çɻ est la fonction de d®gradation. Cette fonction conditionne la variation de lô®nergie stock®e 

en fonction de lôendommagement Ŭ, et d®termine ainsi le passage progressif dôun ®tat sain ɻ

π ̈  un ®tat totalement endommag® ɻ ρ.Par ailleurs, la quantit®  repr®sente lô®volution 

de lôendommagement en fonction de la d®formation, et doit °tre strictement positive afin 

dôassurer la coh®rence thermodynamique du mod¯le (lôendommagement ne peut que cro´tre). 

Ainsi, lô®tude du signe de  se ram¯ne ¨ celle de  , ce qui ®tablit un lien direct entre les lois 

dô®crouissage et le choix fonctionnel des param¯tres Ç‌ et   ʖ ɻ. 

En effet, si Ç‌ d®termine la perte instantan®e de rigidit®,  ʖ ɻ agit de mani¯re indirecte en 

contr¹lant la cin®tique dô®volution de lôendommagement. 
  

 Repr®sente le co¾t 

®nerg®tique associ® ¨ une variation de lôendommagement : une pente ®lev®e ralentit la 

croissance de ɻ, tandis quôune pente plus faible favorise une transition rapide vers 
lôadoucissement. Ainsi, lôinteraction entre Ç‌ et  ʖ ɻ  conditionne la nature de 

lô®crouissage observ® : positif (durcissement apparent) ou n®gatif (adoucissement menant ¨ la 

rupture). 

La figure 3.6 pr®sente une comparaison des comportements contrainte-d®formation des deux 

mod¯les AT et AM. 
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(a) (b) 
Figure 3. 6. Comportement contrainte-d®formation ;(a). Mod¯le AT ;(b). Mod¯le AM. 

Le Model AT (bas® sur une dissipation quadratique) est r®put® stable et correspond 

g®n®ralement ¨ un comportement adouci contr¹l®. Le Model AM (bas® sur une dissipation 

lin®aire) favorise une phase ®lastique prolong®e et une transition plus nette vers 

lôendommagement, ce qui est particuli¯rement adapt® pour des mat®riaux tr¯s fragiles mais peut 

poser des probl¯mes de stabilit® num®rique. 

3.6 Encadrer les param¯tres cl®s de lôapproche du champ de phase : 

Lôefficacit® et la robustesse des mod¯les de champ de phase reposent en grande partie sur le 

choix judicieux des param¯tres num®riques et physiques qui encadrent la formulation. Parmi 

eux, deux jouent un r¹le fondamental : la longueur caract®ristique ʂ et le param¯tre de 

r®gularisation Ë. Leur calibration conditionne non seulement la stabilit® num®rique des 

simulations, mais ®galement la pertinence physique des r®sultats. 

3.6.1 La longueur caract®ristique  : 

Le param¯tre ɖ intervient directement dans la r®gularisation du champ de phase, puisquôil 

contr¹le lô®paisseur de la zone de transition (ou bande diffuse) qui approxime la fissure. Son 

influence est cruciale dans le calcul de lô®nergie de surface : 

Th®oriquement, ɖ doit tendre vers z®ro pour que le mod¯le de champ de phase se rapproche du 

probl¯me id®al de rupture tel quô®nonc® dans la th®orie variationnelle (Bourdin et al., 2000 

[236]; Braides, 1998[254]). 

Num®riquement, il ne peut °tre choisi arbitrairement petit, car il doit rester compatible avec la 

taille caract®ristique du maillage. En pratique, la condition de r®solution È Ḻ ʂ doit °tre 

respect®e afin de capturer correctement le front de fissure et dô®viter des instabilit®s num®riques 

(Miehe et al., 2010[239]; Borden et al., 2012[241]). 

Dans le cas des mat®riaux cimentaires, ɖ acquiert une signification physique suppl®mentaire : 

il devient une longueur intrins¯que du mat®riau, repr®sentative de son h®t®rog®n®it® 

microstructurale (taille des pores, granulats, zones de transition interfaciales). Ainsi, son choix 

doit °tre coh®rent avec lô®chelle microstructurale du mortier ou du b®ton (Grassl et al., 

2010[255]; Li et al., 2022[256]). Ce compromis entre rigueur th®orique et repr®sentativit® 
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mat®rielle conf¯re ¨ ʂ un double statut : param¯tre de r®gularisation num®rique et longueur 
caract®ristique intrins¯que du mat®riau. 

3.6.2 Le param¯tre de r®gularisation ἳ  : 

Le param¯tre Ë, g®n®ralement tr¯s petit Ë Ḻ ρ, est introduit pour des raisons de stabilit® 

num®rique. Son r¹le est dô®viter que la rigidit® du mat®riau endommag® devienne strictement 

nulle, ce qui entra´nerait [251], [252] : 

¶ Un probl¯me mal pos® en d®placement, o½ lôexistence et lôunicit® de la solution ne sont 

plus garanties, 

¶ Une matrice de rigidit® singuli¯re, conduisant ¨ la divergence des algorithmes de 

r®solution. 

Ainsi, Ë assure une condition de coercivit® minimale qui garantit la convergence des sch®mas 

num®riques. Toutefois, son choix doit rester un compromis d®licat : 

¶ Si Ë est trop petit, le probl¯me risque dô°tre mal conditionn® et instable. 

¶ Si Ë est trop grand, une rigidit® artificielle r®siduelle est conserv®e dans les zones 

fissur®es. Cela conduit ¨ une surestimation de lô®nergie ®lastique et donc ¨ une sous-

estimation de lô®nergie de rupture restitu®e. 

3.7 Le cadre variationnelle de minimisation pour lôapproche de champ de 

phase : 

La formulation variationnelle de lôapproche du champ de phase repose sur la recherche 

conjointe des champs de d®placement Õ et dôendommagement ɻ qui minimisent lô®nergie totale 

du syst¯me. De mani¯re g®n®rale, cette fonctionnelle peut °tre formul®e comme suit : 

                                                     ÍÉÎɩ Õȟɻᵾ ɩ
  

ȟ 
π                                       (3.31) 

O½                                                            Ͻᴂȟ
Ͻ   

La pr®sence du terme Çɻ Ë ɰ ʀÕ ,  rend la fonctionnelle non convexe par rapport au 

couple Õȟɻ. Toutefois, il est possible de montrer quôelle reste convexe s®par®ment : ¨ 

d®placement fix®, elle est convexe en ɻ, et ¨ endommagement fix®, elle est convexe en Õ. Cette 
propri®t® ouvre la voie ¨ une strat®gie de minimisation altern®e dans laquelle le probl¯me 

global, difficilement r®soluble de mani¯re monolithique, est d®compos® en deux sous-

probl¯mes variationnels ®quivalents 

Le premier sous-probl¯me concerne le champ de d®placement : ¨ endommagement ɻ fix®, on 
r®sout une ®quation variationnelle classique en m®canique des milieux continus permettant de 

calculer Õ.le sous probl¯me sô®crit comme suit :  

                                ɩ
 

ȟ Ἵȟ 
ÔÒÏÕÖÅÒ ÕȠÕצ!ÔÅÌ ÑÕÅ ȟᶅɿἽꜝצ ȡ

᷿ Çɻ Ë ʀÕȡʀɿἽÄɱ
 

π
                             (3.32) 
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Le deuxi¯me sous-probl¯me, ¨ d®placement Õ fix®, gouverne lô®volution de lôendommagement 

ɻ en minimisant lô®nergie correspondante. Le sous probl¯me sô®crit comme suit            

ɩ
 

ȟ ȟ 
ÔÒÏÕÖÅÒ ɻȠɻצ( ɱÔÅÌ ÑÕÅ ȟᶅɿɻצ( ɱȡ

᷿ Çᴂɻ ɰ ἽȟἽ ɿɻ   ʖ ᴂɻɿɻ ς'ʂ ɳ ɻɳɿɻÄɱ π
          (3.33) 

Cette proc®dure, appel®e sch®ma de minimisation altern®e, est aujourdôhui la plus utilis®e dans 

les approches de champ de phase en raison de sa robustesse num®rique et de sa relative 

simplicit® de mise en îuvre. La r®solution de l'®quation (3.32) donne le champ de d®placement 

Õ qui minimise l'®nergie ¨ ɻ fix®. Cette solution est inject®e dans l'®quation (3.33) pour trouver 

l'endommagement ɻ qui minimise l'®nergie pour Õ fix®. Cette op®ration sera boucl®e tant de 

fois jusquô¨ obtenir la convergence des deux variables Õ et ɻ .  

Les fonctions test ɿἽ et ɿɻ sont choisies telles quôelles sôannulent sur les fronti¯res Äɱ o½ les 
conditions de Dirichlet sont impos®es. 

La solution de ces deux sous-probl¯mes sera d®taill®e dans le chapitre 4, qui sera consacr® ¨ 

lôimpl®mentation num®rique de lôapproche de champ de phase, appliqu®e aux deux mod¯les de 

r®f®rence AT et AM. 

3.8 Conclusion : 

Dans ce chapitre, nous avons pr®sent® le cadre th®orique de lôapproche du champ de phase 

appliqu®e ¨ la mod®lisation de la rupture. Apr¯s avoir rappel® lô®volution historique des 

mod¯les de Griffith vers les formulations variationnelles de Francfort et Marigo, nous avons 

introduit les fondements du mod¯le de champ de phase, notamment la r®gularisation de 

lô®nergie de surface et lôincorporation du champ dôendommagement ɻ.Nous avons ensuite 

d®taill® les principales composantes de cette approche : lô®nergie ®lastique affect®e par 

lôendommagement, la fonction de d®gradation Çɻ, ainsi que la fonction de dissipation locale 

 ʖ ɻ. Ces choix fonctionnels jouent un r¹le essentiel dans la description du comportement 

m®canique et dans la distinction entre r®gimes dô®crouissage positif (durcissement) et n®gatif 

(adoucissement). ê cet ®gard, une attention particuli¯re a ®t® port®e ¨ la comparaison entre les 

deux formulations de r®f®rence, le mod¯le AT, bas® sur une dissipation quadratique, et le mod¯le 

AM, bas® sur une dissipation lin®aire, en mettant en ®vidence leurs avantages, leurs limites 

num®riques et leurs domaines dôapplicabilit®. 

Par ailleurs, nous avons discut® lôinfluence des param¯tres cl®s du mod¯le, notamment la 

longueur caract®ristique ʂ et le param¯tre num®rique Ë, qui conditionnent respectivement la 

largeur de la zone de fissuration et la stabilit® des calculs. Enfin, le cadre variationnel de 

minimisation a ®t® pr®sent®, ouvrant la voie ¨ une r®solution num®rique bas®e sur la 

d®composition du probl¯me global en deux sous-probl¯mes coupl®s mais convexes. 

Ainsi, ce chapitre a permis dô®tablir les bases conceptuelles et th®oriques n®cessaires ¨ la 

compr®hension de lôapproche du champ de phase. Dans le chapitre suivant, nous nous 

concentrerons sur lôimpl®mentation num®rique de cette m®thode, en mettant en pratique les 

mod¯les AT et AM afin dôanalyser leur comportement et de valider leur efficacit® dans la 

simulation de la propagation des fissures.
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4 Chapitre 4 : Mis en îuvre 

num®rique de lôapproche  ̈champ 

de phase. 
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4.1 Introduction : 

Ce chapitre est consacr® ¨ la mise en îuvre num®rique de lôapproche de champ de phase pour 

la modélisation de la fissuration. Après avoir rappelé les principes de base de la méthode des 

éléments finis et ses extensions (XFEM, Level Set), nous présentons la discrétisation des deux 

sous-problèmes variationnels (déplacement et endommagement), ainsi que le schéma de 

minimisation alternée retenu pour la résolution.  

     Une attention particulière est accordée à la structuration du code de calcul, incluant la 

g®n®ration de la g®om®trie, la cr®ation des groupes physiques, la g®n®ration et lôenrichissement 

du maillage, lôimportation des donn®es et lôassemblage des syst¯mes linéaires. Enfin, nous 

détaillons le schéma de résolution par minimisation alternée, en insistant sur son algorithme 

pratique et son organigramme de calcul. 

4.2 Discr®tisation par la m®thode des ®l®ments finis (FEM) : 

La m®thode des ®l®ments finis constitue la base de lôimpl®mentation num®rique des mod¯les 

de champ de phase. Elle permet de discr®tiser lôespace de calcul en sous-domaines élémentaires 

sur lesquels les champs de d®placement u et dôendommagement Ŭ sont interpol®s ¨ lôaide de 

fonctions de forme. Cette approche garantit une approximation continue des solutions et offre 

une grande flexibilité géométrique, indispensable pour traiter des fissures de géométrie 

complexe. 

 

Figure 4. 1. Discr®tisation par la m®thode des ®l®ments finis. 

                                                       ÕØ В . ØÕЏɴ                                                       (4.1) 

La discr®tisation revient ¨ d®composer le domaine Џ en des ®l®ments triangulaires dôaire 4 
(voir la figure 4.1) tel que : 

                                                          Џ 5ᶰ ȟ Ȣ4                                        (4.2) 

Nous choisissons les fonctions de forme d®finies sur chaque triangle not® 4 : 

              . ØȟÙ 3 3 Ø 3 3 Ù 3 3 3 3         (4.3) 

Ὓ   

Ὓ   

Ὓ   

4 

Crack 

Domaine Џ 
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              . ØȟÙ 3 3 Ø 3 3 Ù 3 3 3 3        (4.4) 

              . ØȟÙ 3 3 Ø 3 3 Ù 3 3 3 3           (4.5) 

             (!ÉÒÅ4 3 3 Ø 3 3 Ù 3 3 3 3      (4.6) 

Le champ de d®placement Õ et dôendommagement ɻ  discr®tis® sô®crit : 

                                        Õ В .Õ     ,   ɻ В .ɻ              (4.7) 

O½ Õ et ɻ sont les vecteurs constitu®s des valeurs de nîuds Õ et ɻ. . et  . sont des 

matrices de fonctions de forme donn®es par : 

              .
. π . π . π
π . π . π .

           ,          . . . .             (4.8) 

O½ Î lôensemble des nîuds dans un ®l®ment 4 et . est la fonction de forme du nîud É. La 
m°me discr®tisation est appliqu®e aux fonctions de test et on obtient : 

                                  ɿÕ .ɿÕ         ,         ɿɻ .ɿɻ                                                      (4.9) 

O½ ɿÕ et ɿɻ sont les vecteurs constitu®s des valeurs de nîuds des fonctions de test ɿÕ et ɿɻ. 

. et  . sont des matrices de fonctions de forme donn®es par : 

                                 . 

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
. π
π .
. π
π .
. π
π .Ứ

ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

           ,        .
.
.
.
                           (4.10) 

Les pentes de Õ ȟɻȟɿÕȟɿɻ sont ainsi calcul®es par : 

                                 Ἵ .ɳÉ
ÕÕÉ "É

ÕÕÉ     ȟ   ɿἽ .ɳÊ
Õ
ɿÕÊ "Ê

Õ
ɿÕÊ                                (4.11)           

                                       ɻɳ .ɳɻ "ɻ    ȟ  ɿɳɻ .ɳɿɻ "ɿɻ                        (4.12) 

O½ " et " et " et " sont les d®riv®es des fonctions de forme d®finies par : 

               "

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ π

π π

π π

π

Ứ
ủ
ủ
ủ
Ủ

    ,     "          (4.13) 
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                " "

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ π

π

π

π

π

π Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

         ,      " "

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ

Ứ
ủ
ủ
ủ
Ủ

            (4.14) 

4.3 Mise en îuvre de la m®thode XFEM : 

La méthode des éléments finis étendus (XFEM) constitue une extension naturelle de la méthode 

des éléments finis classique (FEM) visant à lever ses limitations dans la modélisation des 

discontinuités. En effet, la FEM classique nécessite un remaillage lorsque la fissure évolue, ce 

qui alourdit fortement les calculs numériques [257,258,259,260]. ê lôinverse, XFEM permet de 

représenter des discontinuités géométriques ou physiques (fissures, inclusions, vides) de 

manière indépendante du maillage, en enrichissant les fonctions de forme associées aux degrés 

de libert® des nîuds comme pr®sent® dans la figure 4.2. 

 

Figure 4. 2. Discr®tisation XFEM avec diff®rents types de nîuds d'enrichissement. 

Dans le cadre de lôapproche de champ de phase, la XFEM est utilis®e pour enrichir 

simultanément : le champ de déplacement ÕØ, et le champ dôendommagement ɻØ. Cela 

permet de capturer localement les discontinuités ou zones singulières (fronts de fissures, 

interfaces matériau, cavités) avec une précision accrue, sans compromettre la continuité globale 

de la solution. 

Ainsi, le champ de déplacement ÕØ  et de lôendommagement ɻØ enrichi sô®crit : 

                   ÕØ Õ Õ В . ØÕ

 

 В .ὭȟὩὲὶØÁὭȟὩὲὶyØὭȟὩὲὶ                      (4.15) 
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                  ɻØ ɻ ɻ В . Øɻ

 

 В .ὭȟὩὲὶØÂὭȟὩὲὶyØὭȟὩὲὶ                   (4.16) 

. Ø D®signent les fonctions de forme classiques associ®e au nîud i de lô®l®ment fini FEM. 

.  Pour le champ de déplacement Õ, .  pour le champ de lôendommagement ɻ, ils sont 

d®finis dans lô®quation 4.8. 

.ὭȟὩὲὶØ Repr®sente la fonction de forme associ®e au nîud enrichi ὭȟὩὲὶ (et non plus tous les 

nîuds). Lôindice ὭȟὩὲὶ parcourt uniquement les nîuds enrichis de lô®l®ment (ceux situ®s ¨ 

proximit® dôune fissure, dôune inclusion ou dôun vide). 

yØ Une fonction dôenrichissement construite ¨ partir du champ Level Set d®pendant de la 

nature de la discontinuité (Heaviside, fonctions asymptotiques ou indicatrices). 

 Õ et ɻ sont les valeurs nodales standards de d®placement et dôendommagement, ÁὭȟὩὲὶ et ÂὭȟὩὲὶ 

sont les coefficients nodaux dôenrichissement associ®s ¨ Õ et ɻ. 

4.3.1 Enrichissement li® aux inclusions : 

Dans le cas de la présence des inclusions hétérogènes, le champ de déplacement ÕØ  et de 

lôendommagement ɻØ enrichi prend la forme : 

                         ÕØ В . ØÕ В .ὭȟὩὲὶØ yØ yØ ÁὭȟὩὲὶὭȟὩὲὶ                    (4.17) 

                         ɻØ В . Øɻ В .ὭȟὩὲὶØ yØ yØ ÂὭȟὩὲὶὭȟὩὲὶ                     (4.18) 

Avec yØ une fonction dôenrichissement construite ¨ partir du champ Level Set de lôinclusion 

: 

                                     yØ В ה  . Ø В ה  . Ø                                (4.19) 

Où ה  est la fonction Level Set d®crivant la g®om®trie de lôinclusion. 

4.3.2 Enrichissement li® aux fissures : 

Pour la représentation des fissures, XFEM introduit un enrichissement basé sur une fonction de 

Heaviside (Ø, qui permet de distinguer les deux lèvres de la fissure, le champ de déplacement 

ÕØ  et de lôendommagement ɻØ enrichi prend la forme : 

                           ÕØ В . ØÕ В .ὭȟὩὲὶØ (Ø (Ø Á                       (4.20) 

                                 ɻØ В . Øɻ В .ὭȟὩὲὶØ (Ø (Ø Â                       (4.21) 

La fonction de Heaviside associée est donnée par : 

    (Ø
ρ ÉÆ ה     π ÁÎÄ ה    П π ÁÕ ÄÅÓÓÕÓ ÄÅ ÌÁ ПÉÓÓÕÒÅ

ρ ÉÆ ה     π ÁÎÄ ה    П π ÅÎ ÄÅÓÓÏÕÓ ÄÅ ÌÁ ÆÉÓÓÕÒÅ
   (4.22) 

Où : 

ה       Permet de définir le contour de la fissure et de localiser la zone dans 

laquelle lôenrichissement XFEM doit °tre appliqu®. 
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ה    П  Sert à distinguer les deux lèvres de la fissure : la lèvre supérieure (au-dessus 

du plan de fissure) et la lèvre inférieure (en dessous du plan de fissure). 

Cet enrichissement permet de reproduire fidèlement la discontinuité des déplacements induite 

par lôouverture de fissures. 

4.3.3 Enrichissement li® aux vides : 

Enfin, pour la modélisation des vides (pores ou cavités), une fonction multiplicative 6Ø est 

appliquée aux déplacements Õ et endommagement ɻ nodaux afin dôannuler le champ ¨ 
lôint®rieur du vide : 

                                                          ÕØ 6ØВ . ØÕ                                                (4.23) 

                                                           ɻØ 6ØВ . Øɻ                                           (4.25) 

Où : 

                           6Ø
 ρ    ÉÆ  ה  π ÐÏÉÎÔ ÓÉÔÕÅ ÅÎ ÄÅÈÏÒÓ ÄÕ ÖÉÄÅ 

π    ÉÆ ה π ÐÏÉÎÔ ÓÉÔÕÅ Û ÌᴂÉÎÔÅÒÉÅÕÒ ÄÕ ÖÉÄÅ
                         (4.26) 

4.4 La m®thode des fonctions de niveau (Level-Set) : 

La méthode des fonctions de niveau (Level-Set) constitue un outil particulièrement efficace 

pour repr®senter et suivre lô®volution de la g®om®trie des fissures. Lorsquôelle est coupl®e ¨ 

lôapproche par champ de phase, elle permet dôidentifier explicitement les interfaces 

endommagées et de décrire la cinématique du processus de fissuration. Son principal avantage 

réside dans sa capacité à traiter des phénomènes topologiques complexes tels que la bifurcation, 

la propagation multiple ou encore la coalescence des fissures. [261]. 

Mathématiquement, une fonction Level-Set peut être introduite sous la forme ouvert générale : 

Øה                                                            !Ø "Ù #                                                  (4.27) 

Où הØȟÙ π d®finit lôinterface (ou surface de discontinuit®), tandis que le signe de ה 

distingue les deux côtés du domaine. 

4.4.1 Principe de la m®thode Level-Set : 

La méthode Level-Set repose sur lôutilisation dôune fonction de distance sign®e הØ, définie 

sur lôensemble du domaine ɱ. Cette fonction prend des valeurs positives dôun c¹t® de 
lôinterface, n®gatives de lôautre, et sôannule exactement sur lôinterface, identifiant ainsi la 

surface de discontinuité. 

Considérons une interface G ouverte ou ferm®e divisant le domaine ɋ en deux sous-domaines 

distincts W et W  (Figure 4.3). Lorsque lôinterface se d®place vers lôext®rieur avec une 

vitesse normale Ὂ, son ®volution est d®crite par lô®quation de transport suivante : 

                                                                 Ὂȿɳהȿ π                                                    (4.28) 

Avec la condition initiale :                          הØȟÔ π                                                       (4.29) 
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(a) (b) 
Figure 4. 3.(a) Domaine avec une discontinuit® ouverte, (b) Domaine avec une discontinuit® ferm®. 

Cette condition initiale correspond à une fonction de distance signée construite de manière à 

satisfaire : 

                                                           

ØȟÔה π 0ÏÕÒ ὼɴ W

ØȟÔה π 0ÏÕÒ ὼɴ W

ØȟÔה π 0ÏÕÒ ὼɴ G

                                          (4.30) 

Où G d®signe lôinterface de fissure (Figure 3.3). 

Afin de construire une fonction level set à l'aide d'une fonction de distance signée, nous 

trouvons le point le plus proche de la discontinuité G tel que ȿὼ ὼGȿ  est un minimum. Où ὼ 
est un point de requête et ὼG est un point sur la discontinuité G comme indiqué dans la Figure 

4.4. 

 On définit un vecteur : Ὠᴆ ὼ ὼG  qui est orthogonal à la discontinuité G au point ὼG. 
Ensuite, pour construire la fonction level set, nous définissons une normale à la discontinuité 

au point ὼG. 

                                                                            ὲ
ᶯ

ȿɳ ȿ
                                                      (4.31) 

La fonction Level Set est donné ; הØȟÔ π ὨᴆȢὲ 

                                                            

Figure 4. 4. Fonction de distance sign®e. 
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4.4.2 Application de la m®thode Level Sets : 

La description des fronti¯res (telles que les fissures ou les inclusions) ¨ partir dôentit®s 

g®om®triques ®l®mentaires peut sôav®rer complexe ¨ mettre en îuvre. La m®thode Level-Set 

constitue une alternative efficace, en permettant une représentation implicite et flexible de ces 

frontières. 

4.4.2.1 Description dôune fissure par La m®thode de Level Set : 

La méthode Level-Set constitue une approche élégante et robuste pour la modélisation des 

discontinuités, en particulier les fissures. Elle a été largement appliquée avec succès dans la 

simulation de la propagation de fissures grâce à sa capacité à représenter les interfaces de 

manière implicite. 

Le principe fondamental de cette méthode, appliquée aux fissures, repose sur la représentation 

de la discontinuité comme une fonction de niveau nul (zero level set function). Plus précisément, 

la fissure est d®crite ¨ lôaide dôune fonction de distance sign®e. Contrairement ¨ une interface 

fermée qui divise totalement le domaine en deux sous-domaines distincts, une fissure ne sépare 

quôune partie du domaine. Sa repr®sentation nécessite donc une caractérisation plus complète.  

Pour ce faire, deux types de fonctions Level-Set sont introduites (Figure 4.5) : 

i)- Une fonction Level-Set tangente ouverte ,3, qui représente la distance à la surface de la 

fissure. 

                                                      ,3ὼ ÄÉÓÔØȟɜ                                              (4.32) 

ii) - Une fonction Level-Set curviligne fermée ,3, qui représente la distance au contour de la 

fissure. 

                                                      ,3ὼ ÄÉÓÔØȟɜ                                              (4.33) 

 

CƛƎǳǊŜ пΦ рΦ wŜǇǊŞǎŜƴǘŀǝƻƴ ŘΩǳƴŜ ŬǎǎǳǊŜ ǇŀǊ [ŜǾŜƭ {ŜǘΦ 

ἘἡἫἯἴἷἪἩἴ 

ἘἡἼἯἴἷἪἩἴ 

 

ἘἡἼ  

 

ἘἡἼ  

 

ἘἡἼ  

 

Fissure 
Union  

ἘἡἼ
▌■▫╫╪■▄ ἘἡἼȟἱ

░

 

ἘἡἫ
▌■▫╫╪■▄ ἘἡἫȟἱ

░
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Lôiso-niveau zéro de la fonction Level-Set tangente ouverte ἘἡἼ définit la surface de la fissure, 

prolongée par continuité dans tout le domaine. La fonction Level-Set curviligne fermée ,3 
repr®sente quant ¨ elle la distance au contour de la fissure. Lôintersection des iso-zéros des deux 

fonctions, ,3 π  et  ,3 =π, localise la pointe de fissure. 

Pour un domaine contenant plusieurs fissures, on définit les fonctions Level-Set globales 

comme lôunion des Level-Sets associés à chaque fissure ἱ : 

                                       ,3 ẕ,3ȟ     ,     ,3 ẕ,3ȟ                             (4.34) 

4.4.2.2 Description des inclusions et vides par La m®thode de Level Set : 

Dans le cas particulier de la modélisation des vides ou des inclusions, une seule fonction Level-

Set suffit, contrairement aux fissures qui nécessitent une combinaison de plusieurs fonctions. 

Cette fonction, de type fermé, est définie comme suit [257]: 

Øה                                                  
ȿ ȿ ȿ ȿ

                                         (4.35) 

Où Ø, Ù d®signe le centre de lôinclusion ou du vide, Á et Á représentent des paramètres de 

dimension caractéristiques, et Ð, Ð contrôlent la régularité et la forme des contours. 

Cette formulation permet de générer une large variété de formes fermées (telles que cercle, 

ellipse, rectangle, etc.) en ajustant convenablement les paramètres ai et pi . Les différentes 

géométries obtenues à partir de cette fonction sont illustrées dans la Figure 4.6. 

        

Figure 4. 6. Repr®sentation de diff®rentes g®om®tries ferm®es obtenues ¨ partir de la fonction Level-Set. 

4.5 Formulation de probl¯me variationnelle discr®tis®e dans le sch®ma de 

minimisation altern®e : 

Les équations (3.32) et (3.33) présentés dans le chapitre 3 constituent le cîur du sch®ma 

numérique. En pratique, à endommagement ɻ fix®, lô®quation (3.32) est dôabord r®solue afin de 

déterminer le champ de déplacement Õ. La solution ainsi obtenue est ensuite injectée dans 

lô®quation (3.33), qui gouverne lô®volution de lôendommagement ɻ. Ce processus est répété de 

manière itérative, de sorte que les deux champs Õ et ɻ convergent simultanément vers une 

solution stable. Dans la suite de cette section, nous procéderons à la discrétisation par la 

méthode des éléments finis des équations (3.32) et (3.33), avant de pr®senter leur mise en îuvre 

dans le cadre du schéma de minimisation alternée. Cette étape revêt une importance 

fondamentale puisquôelle permet de transformer les formulations variationnelles continues en 

systèmes matriciels, directement exploitables dans un environnement de calcul numérique. Elle 

sera adoptée dans le présent travail pour les deux modèles de champ de phase, à savoir le modèle 

AT et le mod¯le AM, dont la mise en îuvre d®taill®e sera pr®sent®e comme suivant :  
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4.5.1 R®solution probl¯mes variationnels pour le Mod¯le AT : 

¶ Sous-problème en déplacement : 

La minimisation de ɩ Õȟ ɻ pour le model AT par rapport à u pour ɻ fixe donne la formulation 

variationnelle suivante : 

                                 ɩ
 

ȟ ɿἽȟ 
ÔÒÏÕÖÅÒ ÕȠÕצ!ÔÅÌ ÑÕÅ ȟᶅɿἽꜝצ ȡ

᷿ ρ ɻς Ë ʀÕȡʀÕÄɱ
 

π
                    (4.36) 

Le d®veloppement de lô®quation (4.36) En utilisant la discr®tisation FEM donner par les 

lô®quations (4.7), (4.8), (4.9), (4.10), (4.11), (4.12), (4.13), (4.14) donne : 

            ᷿ В Ëʂɳ .É
Õᴇ .ɳÊ

Õ Õ ɿÕÊÄ4
 

᷿ В ρ ɻ .ɳÉ
Õᴇ .ɳÊ

Õ Õ ɿÕÊÄ4 
 

π           (4.37) 

                Ë᷿В " ᴇ"  ÕÉ ɿÕÄ4Å
.Ô
Åρ

 

4Å
᷿В ρ ɻς" ᴇ"  ÕÉ ɿÕÄ4Å 

.Ô
Åρ

 

4Å
π            (4.38) 

Lôapplication des conditions aux limites du type Dirichlet sur le champ de d®placement 

sôannule la solution nodale de teste auxiliaire arbitraire ɿÕ, comme suit : 

                Ë᷿В " ᴇ"  ÕÉ ɿÕ

ï

Ä4Å
.Ô
Åρ

 

4Å
᷿В ρ ɻς" ᴇ"  ÕÉ ɿÕ

ï

Ä4Å 
.Ô
Åρ

 

4Å
π         

(3.39) 

Lô®quation (4.39) devient : 

 

                     Ë᷿ В " ᴇ"  Õ Ä4
 

᷿ В ρ ɻ " ᴇ"  Õ Ä4
 

π          (4.40) 

           Ë᷿ В " ᴇ "  Õ Ä4
 

᷿ В $ɻ " ᴇ"  Õ Ä4
 

π          (4.41) 

L'®quation (4.41) donne le syst¯me lin®aire suivant : 

                                                  Ë +
  
+ȟ
ȟ Õ π                                      (4.42) 

Où                                 

+
 
В ᷿ " 

 
ᴇ" Ä4

+ȟ
ȟ

 
В ᷿ " 

 
ᴇ" $ɻÄ4

                 (3.43)

  

$ɻ ρ ɻ ρ ɻ ρ ɻ ρ ɻ ρ ɻ ρ ɻ ρ ɻ ρ

ɻ ρ ɻ                                                                                                                                                 (4.44) 

                                                              ᷿ Ä4
 

!ÉÒÅ4                                                (4.45) 

Et $ȟ В ᷿ ρ ה Ä4
 

 
В ρ ה ρ ȟ ה ȟȟ ȟÓÕÃÈ ÁÓ 0

ρȟÓÉ Ò Ó
ςȟÓÉ Ò Ó

                   (4.46) 

O½ i, j, l sont les indices correspondant au num®ro de nîud par ®l®ment 
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$ȟ ρ ה ρ ה ρ ה ρ ה ρ ה ρ ה ρ

ה  ρ ה ρ ה                     (4.47) 

Où                     !ÉÒÅ4 3 3 Ø 3 3 Ù 3 3 3 3   

Le syst¯me lin®aire devient :   

                                                         

+
 
В " ᴇ " !ÉÒÅ4

+ȟ
ȟɻ

 
В " ᴇ " $ɻ  

                                     (4.48) 

¶ Sous-problème en endommagement : 

La minimisation de ɩ Õȟ ɻ pour le model AT par rapport à ɻ pour Õ fixe donne la formulation 

variationnelle suivante : 

         ɩ
 

ȟ ȟ ɿɻ
ÔÒÏÕÖÅÒ ɻȠɻצ( ɱÔÅÌ ÑÕÅ ȟᶅɿɻצ( ɱȡ

᷿ ρ ɻ ɿɻʀÕᴇʀÕ ɻɿɻ  ς'ʂ ɳ ɻɳɿɻÄɱ π
      (4.49) 

᷿ɻɿɻʀÕ ᴇ ʀÕÄЏ  ᷿  ɻɿɻ ÄЏ  ᷿ς'ʂ ɳɻɳɿɻÄЏ  
 

Џ
 ᷿ɿɻʀÕ ᴇʀÕÄЏ

 

Џ

 

Џ
  

 

Џ
(4.50) 

В  ᷿ ɻ . ɿɻ. ʀ ᴇʀ Ä4 В ᷿  .ɻ.ɿɻ Ä4
 

В ᷿ ς'ʂɳ. ɻɳ .ɿɻÄ4
  

᷿ В .ɿɻʀ ᴇʀ Ä4
 

                                                                                                                  (4.51) 

В  ᷿ ..ɻɿɻʀ ᴇʀ Ä4 В ..ɻɿɻÄ4 В ᷿ ς'ʂ"  "ɻɿɻÄ4
  

В ᷿ .ɿɻʀ ᴇʀ Ä4
 

                                                                                                                  (4.52) 

Lôapplication des conditions aux limites du type Dirichlet sur le champ de lôendommagement 

sôannule la solution nodale de teste auxiliaire arbitraire ɿɻ, comme suit : 

В  ᷿ ..ɻ ɿɻ

ï

ʀ ᴇʀ Ä4 В ..ɻ ɿɻ

ï

Ä4 В ᷿ ς'ʂ"  "ɻ ɿɻ

ï

Ä4
  

В ᷿ . ɿɻ

ï

ʀ ᴇʀ Ä4
 

                                                                                                                    (4.53) 

Lô®quation (4.53) devient : 

В  ᷿ ..ɻʀ ᴇʀ Ä4 В ..ɻÄ4 В ᷿ ς'ʂ"  "ɻÄ4
  

В ᷿ .ʀ ᴇʀ Ä4
 

                                                                                                                        (4.54) 

L'®quation (4.54) donne le syst¯me lin®aire suivant :     

                                                         ς'ʂ+ 2ȟ ɻÉ &                  (4.55) 

Où                                      

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứ + В ᷿ " 

ɻ " 
ɻ Ä4

 

2Õȟ ʀ ᴇʀ Љ
В ᷿ . 

ɻ . 
ɻÄ4

 

& ʀ ᴇʀ В ᷿ .Ê
ɻ
Ä4

 
ς× В ᷿ .Ê

ɻ
Ä4

 

                    (4.56) 
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                                                                         ᷿ Ä4
 

!ÉÒÅ4                                 

                                   

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứ + В " 

ɻ " 
ɻ !ÉÒÅ4

2Õȟ В ʀ ᴇʀ Љ
В ᷿ . 

ɻ . 
ɻ!ÉÒÅ4

 

& В ʀ ᴇʀ В ᷿ .Ê
ɻ
Ä4

 
ς× В ᷿ .Ê

ɻ
!ÉÒÅ4

 

                 (4.57) 

 

4.5.2 R®solution probl¯mes variationnels pour le Mod¯le AM : 

¶ Sous-problème en déplacement : 

Dans le modèle AM , la fonction de dégradation est identique à celle du modèle AT , à savoir 

Çɻ ρ ɻ  , ce qui conduit ¨ la m°me expression de lô®nergie ®lastique ɩ Õȟɻ pour les 

deux formulations. Par cons®quent, la minimisation de lô®nergie totale ɩ Õȟ ɻ  du modèle 

AM par rapport au déplacement Õ, pour un champ dôendommagement ɻ fixé, aboutit une fois 

la discrétisation par éléments finis effectuée au même système variationnel linéaire que celui 

obtenu pour le modèle AT. Ce système linéaire est précisément celui présenté aux équations 

(4.42) et (4.48). 

                                                                  Ëʂ+
  
+ȟ
ȟɻ Õ π                                               (4.58)      

Où                                                       + +
 
 , + +ȟ

ȟɻ
                                             (4.59) 

¶ Sous-problème en endommagement : 

La minimisation de ɩ Õȟ ɻ pour le model AM par rapport à ɻ pour Õ fixe donne la 

formulation variationnelle suivante : 

ɩ
 

ȟ ȟ ɿɻ
ÔÒÏÕÖÅÒ ɻȠɻצ( ɱÔÅÌ ÑÕÅ ȟᶅɿɻצ( ɱȡ

᷿ ρ ɻ ɿɻ Ἵᴇ Ἵ  
σ

ψ

ς

ɿɻ  ς'ʂ ɳ ɻɳɿɻÄɱ π
          (4.60) 

᷿ɻɿɻⱠ◊ ᴇⱠ◊ὨЏ ᷿ςὋʂɳɻ​ɿɻ  
 

Џ
᷿

ʂ
 ɿɻὨЏ ᷿ɿɻⱠ◊ ᴇⱠ◊ὨЏȟ

 

Џ

 

Џ
  

 

Џ
         (4.61) 

В  ᷿ ɻÉ .É
ɻ ɿɻÊ.Ê

ɻ
 ʀ ᴇʀ Ä4 В ᷿ ς'ʂɳ.É

ɻɻÉɳ.Ê
ɻ
ɿɻÊÄ4

  
В ᷿

ʂ
 .Ê
ɻ
ɿɻÊ Ä4

 

᷿ В .Ê
ɻ
ɿɻ
Ê
ʀ ᴇʀ Ä4

 
                                                                                                                                (4.62) 

В  ᷿  .É
ɻ .Ê
ɻɻÉɿɻÊ ʀ ᴇʀ Ä4 В ᷿ ς'ʂ"É

ɻ"Ê
ɻɻÉɿɻÊÄ4

  
В ᷿

ʂ
 .Ê
ɻ
ɿɻÊ Ä4

 

В ᷿ .Ê
ɻ
ɿɻÊʀ ᴇʀ Ä4

 
                                                                                                                                  (4.63) 

Lôapplication des conditions aux limites du type Dirichlet sur le champ de lôendommagement 

sôannule la solution nodale de teste auxiliaire arbitraire ɿɻ, comme suit : 
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В  ᷿  . .ɻ ɿɻ

ï

 ʀ ᴇʀ Ä4 В ᷿ ς'ʂ""ɻ ɿɻ

ï

Ä4
  

В ᷿  . ɿɻ

ï

 Ä4
 

В ᷿ . ɿɻ

ï

ʀ ᴇʀ Ä4
 

                                                                                                                           (4.64) 

Lô®quation (4.64) devient : 

В  ᷿  . .ɻ ʀ ᴇʀ Ä4 В ᷿ ς'ʂ""ɻÄ4
  

В ᷿  .  Ä4
 

᷿ В .ʀ ᴇʀ Ä4
 

                                                                                                                            

                      (4.65) 

L'®quation (4.65) donne le syst¯me lin®aire suivant :  

    ς'ʂ+ 2ȟ ɻÉ &                                           (4.66) 

              

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứ + + В ᷿ " 

ɻ " 
ɻÄ4

 
 

2ȟ  ʀ ᴇʀ В ᷿ . 
ɻ . 

ɻ 
Ä4 ς× В ᷿ . 

ɻ . 
ɻ 
Ä4

&  ʀ ᴇʀ ʂ
В ᷿  .Ê

ɻ
 Ä4

 
ςύⱠ

ʂ
В ᷿  .Ê

ɻ
 Ä4

 

             (4.67) 

Ä4
 

!ÉÒÅ4  

                          

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứ + + В " 

ɻ " 
ɻ !ÉÒÅ4

2ȟ  ʀ ᴇʀ В . 
ɻ . 

ɻ ς× В . 
ɻ . 

ɻ!ÉÒÅ4

&  ʀ ᴇʀ ʂ
В .Ê

ɻ
ςύⱠ

ʂ
В .Ê

ɻ
!ÉÒÅ4

              (4.68) 

 

En introduisant le concept dôenrichissement sous XFEM les matrices ®l®mentaires donn®es par 

les ®quations (4.48), (4.57), (4.58), (4.68) seront ®largies par les DDL additionnels selon la 

position des ®l®ments par rapport ¨ la discontinuit® d®finie par son Level Set. Ce sont les 

tenseurs " et . qui seront ®largis pour chaque nîud I enrichi en devenant B'I et N'I selon les 
expressions suivantes : 

                                       " "  "   ;  . .  .                                                   (4.69) 

Avec    
 . (Ȣ. ÐÏÕÒ ÕÎÅ ПÉÓÓÕÒÅ

 . ʕȢ. ÐÏÕÒ ÉÎÃÌÕÓÉÏÎ ÏÕ ÂÉÍÁÔïÒÉÁÕ
                                                   (4.70) 

Avec ces changements, on doit actualiser les syst¯mes dô®quations (4.58), (4.58), (4.61), (4.69) 

en ajoutant les DDL additionnels ainsi que les composantes ®l®mentaires associ®es ¨ ces DDL. 

Ces syst¯mes deviennent, respectivement : 

                                                 Ë +ᴂ
  
+ᴂȟ
ȟ Õᴂ π                                   (4.71) 

                                                Ë +ᴂ
  
+ᴂȟ
ȟ Õᴂ π                                      (4.72) 

                                                 ς'ʂ+ᴂ 2ᴂȟ ɻᴂ &ᴂ                             (4.73) 
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                                             ς'ʂ+ᴂ 2ᴂȟ ɻᴂ &ᴂ                               (4.74) 

 

En d®finitive, lôensemble des d®veloppements num®riques pr®c®demment pr®sent®s peut °tre 

synth®tis® dans un sch®ma de calcul reposant sur la strat®gie de minimisation altern®e. Ce 

sc®nario est appliqu® dans le cadre de la m®thode XFEM coupl®e au champ de phase, et se 

d®cline selon lôalgorithme suivant : 

Algorithme 1 : sch®ma de Minimisation altern®e pour Phase Field/ XFEM. 

1 :   Entr®es  

- Donn®es de maillage : positions, connectivit®s, groupes physiques (associ®s aux 

conditions aux limites impos®es BC) 

- Param¯tres mat®riaux : E, n, ' é 

- Param¯tres du mod¯le de champ de phase (PFM) :  ʂ, Ë, ɿ (tol®rance de convergence), 

mod¯le adopt® (AT ou AM), Ὠό, d0 (endommagement initial) 

- Param¯tres Level-Set d®crivant les discontinuit®s initiales du probl¯me (vides, 

inclusions, interfaces, fissures, é) 

2: Impl®mentation XFEM 

- Localisation des ®l®ments coup®s et des nîuds enrichis. 

- Attribution de degr®s de libert® DOF suppl®mentaires ¨ chaque nîud enrichi selon le 

type de discontinuit® consid®r® 

i: = 1 

3 : Pour chaque incr®ment de d®placement impos® ό faire 

Ëȡ π;  ɻȡ  ɻ  (Ë d®signe lôincr®ment de la boucle de convergence pour la m®thode 

en escalier (staggered method) 

4 : Tant que la convergence en ɻ nôest pas atteinte  %Òɻ  ɿ faire 

Appliquer les conditions aux limites de type Dirichlet pour le d®placement ό  

Introduire le champ dôendommagement Ὠ dans le syst¯me (41) pour calculer le champ de 

d®placement  ό  

Introduire le champ de d®placement ό  dans le syst¯me (42) or (43) pour calculer le 

champ dôendommagement ɻ  sous condition dôirr®versibilit® π ɻ  ɻ ρ 

Ëȡ Ë ρ; 

Fin Tant que 

      όȡ   ό  ; Ὠȡ   Ὠ   
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5 : Calculs de post-traitement : ®valuation des ®nergies (Ὁ , Ὁ), r®actions Ὑ éetc.  

      iḧὭ+1 

Fin Pour  

6 : Sorties : affichage des r®sultats 

4.6 Pr®sentation du code de calcul ®labor® : 

La mise en îuvre num®rique de lôapproche de champ de phase repose sur le d®veloppement 

dôun code de calcul Matlab È structur® et modulaire, dont lôobjectif est de reproduire 

lô®volution de la fissuration dans un mat®riau soumis ¨ diff®rents chargements. Ce code doit 

°tre suffisamment flexible pour prendre en compte des g®om®tries complexes, des 

h®t®rog®n®it®s mat®rielles (inclusions, vides, interfaces faibles) ainsi que des discontinuit®s 

g®om®triques (fissures initiales, entailles, fissures interfaciales). 

Ainsi, le code de calcul d®velopp® constitue un environnement complet allant de la g®n®ration 

de la g®om®trie et du maillage, jusquô¨ lôobtention des champs num®riques et leur exploitation 

pour lôanalyse m®canique. Lôapproche adopt®e permet de traiter efficacement des probl¯mes de 

fissuration complexes, tout en assurant une impl®mentation claire, ®volutive et adapt®e aux 

besoins de simulation. 

4.6.1 Pr®sentation du programme de base : 

4.6.1.1 G®n®ration de la g®om®trie : 

La premi¯re ®tape de la mise en îuvre num®rique consiste ¨ d®finir la g®om®trie du domaine 

®tudi®, qui servira de base au maillage et aux calculs ult®rieurs. Deux m®thodes 

compl®mentaires sont envisag®es : 

¶ M®thode classique : la g®om®trie est construite de mani¯re explicite ¨ lôaide du logiciel 

Gmsh È, dans lequel toutes les h®t®rog®n®it®s g®om®triques et mat®rielles sont d®finies d¯s 

la phase de conception. Cette approche permet dôint®grer directement des entailles, fissures, 

inclusions ou vides. Elle est particuli¯rement adapt®e lorsque la g®om®trie est fixe et que 

lô®volution de la fissuration ne n®cessite pas de red®finition ult®rieure du maillage (voir 

figure 4.7(a)). 

¶ M®thode Level Set : la forme g®n®rale de la g®om®trie est repr®sent®e de mani¯re explicite 

¨ lôaide du logiciel Gmsh È, puis les h®t®rog®n®it®s g®om®triques (fissures, fissures 

interfaciales, endommagement initial) ainsi que les h®t®rog®n®it®s mat®rielles (inclusions, 

vides, etc.) sont introduites de mani¯re implicite par des fonctions de Level Set, ouvertes 

ou ferm®es, d®finies sur le domaine de calcul, sans modifier la structure du maillage initial. 

Cette approche offre une plus grande flexibilit®. Elle est particuli¯rement adapt®e ¨ la 

mod®lisation de lô®volution de la fissuration, car les contours et interfaces peuvent °tre 

suivis et mis ¨ jour au cours de la simulation sans remaillage (voir figure 4.7(b)). 

Ainsi, la combinaison de ces deux m®thodes permet dôadapter la mod®lisation aux besoins 

sp®cifiques : pr®cision g®om®trique avec Gmsh È dôune part, et souplesse de repr®sentation 

des diff®rentes h®t®rog®n®it®s mat®rielles et g®om®triques avec Level Set dôautre part. 
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(a) (b) 
Figure 4. 7. M®thodes de g®n®ration de la g®om®trie : (a) via Gmsh avec h®t®rog®n®it®s explicites ; (b) 

pr®paration de la forme g®n®rale via Gmsh. 

4.6.1.2 Cr®ation de groupes physiques : 

Une fois la g®om®trie d®finie dans Gmsh È, lô®tape suivante consiste ¨ d®finir des groupes 

physiques permettant de distinguer les diff®rentes entit®s du domaine. Ces groupes sont 

essentiels pour structurer correctement lôimportation et le traitement des donn®es dans le code 

principal. Les groupes physiques peuvent inclure, par exemple : 

¶ Les surface de mat®riau (mat®riaux A "12 ", mat®riaux B "13 ", surface dôinclusion "14 ", 

vide "15"éetc.), 

¶ Les fronti¯res externes (bords soumis ¨ conditions de Dirichlet : comme bord sup®rieur 

"205" pour appliquer le chargement et bord inferieur "206" pour faire une fixation é etc.).  

¶ Les Fronti¯res internes : correspondant ¨ des zones dôendommagement initial "105", Les 

interfacesé etc. 

Gr©ce ¨ ces groupes, la fonction Matlab "Load GMSH" qui fait lôimportation de fichier GMS 

È au code Principale, peut automatiquement reconna´tre, pour chaque ®l®ment ou nîud, ¨ quel 

groupe il appartient, ce qui permet dôappliquer les propri®t®s mat®rielles, les conditions de 

fronti¯re ou les chargements de mani¯re cibl®e. 

En pratique, la d®finition des groupes dans Gmsh facilite la gestion des conditions aux limites 

et des charges, car il suffit de r®f®rencer le groupe associ® au moment de construire les matrices 

du probl¯me. Par exemple : 

¶ Appliquer les conditions de Dirichlet sur les bords ''205'',''206''. 

¶ D®finir la surface "12" par les propri®t®s m®caniques de lôacier (mat®riau A). 

¶ D®finir la surface "13" par les propri®t®s m®caniques dôun deuxi¯me acier (mat®riau B). 

¶ D®finir la surface "15" par les propri®t®s m®caniques du cuivre (inclusion C). 

¶ Cr®er un endommagement ɻ π initial dans la ligne d®finit sous ''105''. 

м 
н 

с 

т 

р 

о 

п 

у 

м 
н

 о

 

п
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Ainsi, cette ®tape garantit que le maillage et la g®om®trie arrivent dans le code principal avec 

une classification pr®cise des entit®s, ce qui simplifie la mise en îuvre du sch®ma de calcul et 

®vite les erreurs dôaffectation ou de condition aux limites. 

4.6.1.3 G®n®ration du maillage : 

La g®n®ration du maillage constitue une ®tape essentielle pour la r®solution num®rique du 

probl¯me variationnel. Deux types de maillages sont envisag®s afin de r®pondre aux besoins 

sp®cifiques de la mod®lisation : 

Le maillage classique FEM, bas® sur des ®l®ments finis standards (®l®ment triangulaire T3). Ce 

type de maillage assure une discr®tisation r®guli¯re du domaine et permet dôobtenir une 

approximation continue des champs de d®placement et dôendommagement. Il est 

particuli¯rement adapt® lorsque les discontinuit®s g®om®triques (fissures ou inclusions) sont 

d®finies explicitement dans la g®om®trie initiale. 

Le maillage enrichi XFEM, qui repose sur lôajout de degr®s de libert® suppl®mentaires dans les 

zones singuli¯res. Ce maillage permet de repr®senter fid¯lement des discontinuit®s internes, 

telles que des fissures ou des interfaces, sans quôil soit n®cessaire de remailler le domaine ¨ 

chaque ®tape de propagation. Gr©ce ¨ cet enrichissement, les fronts de fissure et les ®volutions 

topologiques complexes (bifurcations, coalescences) peuvent °tre captur®s avec plus de 

pr®cision. 

La figure 4.8 illustre ces deux types de maillage, en comparant la discr®tisation standard par 

®l®ments finis et la version enrichie XFEM adapt®e aux zones singuli¯res. 

                                          

Figure 4. 8. Types de maillages utilis®s : (a) maillage par ®l®ments finis (FEM) ; (b) maillage enrichi par 

(XFEM). 

Les diff®rents types de g®om®tries complexes obtenus par le couplage XFEM/Level Set sont 

illustr®s ¨ la Figure 4.9. Ce couplage assure simultan®ment la repr®sentation implicite des 

h®t®rog®n®it®s mat®rielles et g®om®triques ¨ lôaide des fonctions Level Set, et lôapplication des 

degr®s dôenrichissement XFEM dans les zones singuli¯res (fissures, fissures interfacial 

interfaces, endommagement initial, vides, inclusions). Cette approche permet de mod®liser avec 

une grande flexibilit® des g®om®tries initialement complexes ou ®volutives, tout en conservant 

un maillage global stable. 

όŀύ όōύ 
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Figure 4. 9. Repr®sentation de g®om®tries complexes par le couplage XFEM/Level Set :(a) multi fissures 

;(b) endommagement initial ;(c) fissure interfaciale entre deux mat®riaux ;(d) bimateriau contenant une 

fissure interfaciale, des fissures angulaires, une inclusion et un vide ;(e) multi-inclusions dispos®es 

al®atoirement avec fissure ;(f) multi-inclusions dispos®es al®atoirement avec fissures angulaires. 

4.6.1.4 Importation du maillage et initialisation du calcul : 

Le fichier g®n®r® par Gmsh au format ".msh " contient lôensemble des informations n®cessaires 

¨ la r®solution num®rique : g®om®trie du domaine, maillage, connectivit® des ®l®ments, liste 

des nîuds et groupes physiques. Ce fichier est ensuite import® dans le programme principal au 

moyen de la fonction d®di®e " LoadGmsh ", qui assure lôinitialisation de la base de donn®es 

όŀύ όōύ 

όŘύ όŎύ 

όŜύ όŦύ 
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num®rique du calcul. Une fois cette ®tape r®alis®e, lôensemble des param¯tres requis : 

g®om®triques, num®riques et m®caniques sont d®fini, ce qui permet dôex®cuter le code de 

simulation. 

Le calcul est alors engag® selon un sch®ma de minimisation altern®e, tel que d®crit dans 

lôalgorithme 1, en boucle it®rative pour chaque ®l®ment du maillage. Durant cette phase, les 

champs de d®placement et dôendommagement sont successivement mis ¨ jour jusquô¨ 

convergence. Parall¯lement, des op®rations de post-traitement sont effectu®es, notamment 

lôassemblage des matrices ®l®mentaires par techniques vectorielles et lôint®gration num®rique 

par la m®thode des points de Gauss. Cette ®tape constitue le passage essentiel entre la 

pr®paration des donn®es et la phase de calcul effectif, garantissant la coh®rence et la robustesse 

de lôimpl®mentation num®rique. 

La figure.4.10 pr®sente illustre lôinterface de notre propre code de calcul Matlab È, con­u pour 

lôimpl®mentation num®rique de lôapproche de champ de phase. 

 

Figure 4. 10. Interface du code de calcul d®velopp® sous Matlab È. 

4.6.1.5 Affichage des r®sultats : 

Enfin, une phase de visualisation et de post-traitement permet de repr®senter et dôanalyser les 

r®sultats issus des calculs. Cette ®tape joue un r¹le essentiel puisquôelle offre une lecture directe 

de lô®volution des champs simul®s et facilite lôinterpr®tation physique des ph®nom¯nes. 

Les principales grandeurs affich®es sont : 

¶ Le champ de d®placement u(x), permettant de visualiser la r®ponse m®canique de la 

structure. 

¶ Le champ de phase (dôendommagement) Ŭ(x), qui traduit la propagation de la fissure 

et met en ®vidence les zones endommag®es ou totalement fractur®es. 

¶ La distribution spatiale de lôendommagement, permettant dôidentifier la localisation 

et lô®volution progressive des zones critiques. 

¶ Les grandeurs globales dô®nergie : ®nergie ®lastique ɩ, ®nergie de fissuration 

ɩ,®nergie totale ɩ , permettant de tracer des courbes ®nergieïd®placement 
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¶ Les r®actions globales ἠὀ et ἠὁ, permettant de tracer des courbes forceïd®placement, 

essentielles pour la validation du mod¯le et la comparaison avec des donn®es 

exp®rimentales. 

Lôaffichage peut °tre effectu® sous forme de courbes dô®volution ou incr®mentale, de cartes de 

champs 2D, ou encore dôanimations retra­ant la propagation de la fissure au cours des it®rations 

4.6.2 Organigramme de code de Calcul : 

Toutes les ®tapes d®crites pr®c®demment, depuis la g®n®ration de la g®om®trie et du maillage, 

jusquô¨ la r®solution num®rique et lôaffichage des r®sultats sont rassembl®es et organis®es dans 

lôorganigramme pr®sent® ¨ la figure 4.11. Ce sch®ma illustre le d®roulement logique du code, 

garantissant la coh®rence entre les diff®rentes phases du calcul.  
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Figure 4. 11.organigramme du Code de calcule ®laborer. 

4.7 Conclusion : 

Dans ce chapitre, nous avons pr®sent® la mise en îuvre num®rique de lôapproche de champ de 

phase appliqu®e ¨ la mod®lisation de la fissuration. Apr¯s avoir introduit les outils de 

discr®tisation (FEM, XFEM et Level Set), nous avons d®taill® la formulation variationnelle 

discr®tis®e ainsi que le sch®ma de minimisation altern®e utilis® pour la r®solution. 

Lôorganisation g®n®rale du code a ensuite ®t® explicit®e, depuis la g®n®ration de la g®om®trie et 

du maillage jusquôau calcul it®ratif des champs de d®placement et dôendommagement, en 

passant par lôimportation des donn®es et le post-traitement des r®sultats. 

Lôensemble de ces ®tapes de mise en îuvre num®rique a ®t® concr®tis® par un code de calcul 

d®velopp® au sein de notre ®quipe de recherche ç Mod®lisation en calcul de structures è du 

R®solution des syst¯mes  

  Ë +ᴂ
  
+ᴂȟ
ȟ Õᴂ π                                                  

ς'ʂ+ᴂ 2ᴂȟ ɻᴂ

&ᴂ   

Calcul de : ɩÅ ȟɩÓ 

Stockage de : 5 ȟɻȟ&ȟɩÅ ȟɩÓ 

Assemblage par technique vectoriel 

pour construire les deux syst¯mes par 

minimisation altern®e 

D®termination des matrices 

®l®mentaires pour le mod¯le AT : 

+ᴂ Ƞ+ᴂȟ
ȟ Ƞ+ᴂȠ2ᴂȟ  

+
 
В " ᴇ" !ÉÒÅ4

+ȟ
ȟ

 
В " ᴇ" $ɻ  

                              

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứ + В " "  !ÉÒÅ4

2Õȟ В ʀ ᴇʀ Љ
В ᷿ . . !ÉÒÅ4

 

& В ʀ ᴇʀ В ᷿ . Ä4
 

ς× В ᷿ . !ÉÒÅ4
 

! 

D®termination des matrices 

®l®mentaires pour le mod¯le AM : 

+ᴂ Ƞ+ᴂȟ
ȟ Ƞ+ᴂȠ2ᴂȟ  

+ +
 

В " ᴇ" !ÉÒÅ4

+ +ȟ
ȟ

 

В " ᴇ" $ɻ  
 

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứ + + В " "  !ÉÒÅ4

2ȟ  ʀ ᴇʀ В . . ς× В . . !ÉÒÅ4

 &  ʀ ᴇʀ В . ςύⱠ В .!ÉÒÅ4
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laboratoire LDMM de lôUniversit® de Djelfa. Ce d®veloppement interne a permis dôadapter 

lôoutil aux besoins sp®cifiques de nos simulations et de garantir une int®gration coh®rente des 

diff®rentes approches num®riques pr®sent®es dans ce chapitre. 
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5.1 Introduction : 

Ce chapitre est consacr® ¨ la pr®sentation et ¨ lôinterpr®tation des r®sultats num®riques obtenus 

¨ lôaide du code de calcul d®velopp®, bas® sur le couplage XFEM/Level Set et lôapproche de 

champ de phase. Lôobjectif est de valider la mise en îuvre num®rique propos®e ¨ travers une 

s®rie de cas tests repr®sentatifs, allant des configurations simples aux situations complexes. 

Nous commen­ons par lô®tude dôune plaque carr®e sous traction uniforme, consid®r®e comme 

un probl¯me de r®f®rence largement trait® dans la litt®rature, afin de valider la robustesse et la 

pr®cision du code en comparaison avec les solutions analytiques disponibles. Une ®tude de 

convergence est ensuite men®e pour analyser lôinfluence de la taille de maille et des param¯tres 

du mod¯le sur la pr®cision des r®sultats. 

Dans un second temps, des cas plus complexes sont ®tudi®s : une plaque entaill®e et perc®e, qui 

permet de confronter les r®sultats obtenus par la m®thode propos®e aux r®sultats exp®rimentaux 

et num®riques disponibles, et dôillustrer lôeffet des conditions aux limites appliqu®es au champ 

dôendommagement. 

Enfin, nous explorons des configurations plus r®alistes, repr®sentant des milieux h®t®rog¯nes, 

tels que les mat®riaux composites avec inclusions, les mat®riaux poreux, ainsi que des 

probl¯mes de fissures interfaciales entre deux mat®riaux distincts. Ces exemples mettent en 

®vidence la capacit® du code ¨ repr®senter et suivre lô®volution de fissures complexes, dans des 

contextes fortement h®t®rog¯nes, en int®grant ¨ la fois les discontinuit®s g®om®triques et 

mat®rielles. 

5.2 Probl¯me dôune plaque carr®e sous traction uniforme (validation 

FEM) : 

Ce premier exemple constitue un probl¯me de r®f®rence largement trait® dans la litt®rature 

[251,262,263]. Il sôagit dôune plaque carr®e qui correspond au domaine Џ πȠ,ᶻπȠ( 
avec , ρ et ( ρ comme pr®sent® dans la figure 5.1. Les deux bords de la plaque sont en 

contact sans frottement, de plus, la plaque est soumise ¨ un d®placement nul u(x=0) =0 ¨ son 

extr®mit® gauche alors qu'elle est soumise ¨ un d®placement contr¹l® croissant ¨ son extr®mit® 

oppos®e ÕØ , ÄÕ , les autres parties sont libre. Sur ses deux bords l'endommagement 

sera consid®r® nul, les autres parties sont laiss®es libres. 

Le mat®riau est consid®r® homog¯ne et isotrope, et aura Les propri®t®s sans dimension suivant ; 

la densit® d'®nergie de surface ' ρ, le module dôYoung % ρ, le coefficient de poisson  ʉ

π , Les param¯tres r®gularis®s sont Ë ρπ  et ʂ υÈ et un chargement contr¹l® par 

d®placement impos®. Le maillage est constitu® dôenviron de 7442 ®l®ments triangulaire T1 de 

taille È πȢπρ avec 22326 nîuds.  
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Figure 5. 1. D®finition de l'essai quasi-statique d'une plaque carr®e sous traction unidimensionnelle : 

g®om®trie et conditions aux limites. 

Les r®sultats calcul®s, obtenus par le pr®sent code utilisant la strat®gie de minimisation altern®e, 

concernant l'®volution des diff®rentes ®nergies et le trajet d'endommagement apr¯s la rupture 

totale de la structure sont pr®sent®s ¨ la figure 5.2(a) pour le mod¯le AT et ¨ la figure 5.2(b) 

pour le mod¯le AM. 

 

  

(a) (b) 

Figure 5. 2. £volution des ®nergies en fonction du chargement ; (a) pour le mod¯le AT (b) pour le mod¯le 

AM. 

La comparaison avec les solutions analytiques est pr®sent®e dans le Tableau 5.1. Les valeurs de 

r®f®rence analytiques ont ®t® obtenues ¨ partir des formules propos®es dans [262].  

 
 Avec le modèle AT Avec le modèle AM Résultats analytiques 

Déplacement critique 2.039 1.69 ã2=1.41 

Energie élastique 

(Juste avant la rupture) 

0.857 1.4 1 

Energie de surface 

(Juste après la rupture) 

1.139 1.07 1 

Energie totale 

(Juste après la rupture) 

1.162 1.086 1 

Tableau 5. 1. Comparaison des r®sultats num®riques avec les r®sultats analytiques utilisant les mod¯les AT 

et AM. 

ɱ 
Õ π Õ Õ 



Chapitre 05 : R®sultats Num®rique et Interpr®tation.  

уо 
 

Sur la base des r®sultats obtenus, plusieurs remarques et observations peuvent °tre formul®es. 

Tout dôabord, Lôendommagement se d®veloppe syst®matiquement au milieu de la plaque. Ce 

comportement est directement li® aux conditions aux limites impos®es, qui fixent la valeur de 

lôendommagement d ¨ z®ro sur les bords soumis au d®placement impos®. Dans ces conditions, 

la concentration du gradient de d®placement est maximale ¨ distance ®gale des deux fronti¯res, 

ce qui entra´ne une localisation de la fissure au centre. ê d®faut, la fissuration pourrait se 

d®clencher soit dans les zones de fixation (un probl¯me couramment rencontr® en pratique), 

soit en tout point de la plaque, selon des consid®rations num®riques (effet de maillage, par 

exemple). 

Par ailleurs, lô®nergie totale ɩ issue du travail externe par lôaugmentation progressive du 

d®placement impos® est syst®matiquement convertie et partag®e entre ®nergie ®lastique ɩ et 
®nergie de surface ɩ au cours du processus dô®volution. On observe que le mod¯le AT 
(quadratique) pr®dit une l®g¯re variation de lô®nergie de surface ɩ avant la rupture, 
contrairement au mod¯le AM (lin®aire) o½ ɩ reste quasiment nul jusquô¨ la rupture. 

La comparaison avec les solutions analytiques (Tableau 5.1) met en ®vidence une bonne 

corr®lation globale, notamment pour lô®nergie de surface ɩ, o½ lôerreur nôa pas d®pass® ρτ Ϸ. 
En revanche, lôerreur relativement plus ®lev®e obtenue sur lô®nergie ®lastique ɩ sôexplique en 
partie par le fait que la solution analytique n'inclut pas la d®gradation du module de Young 

caus®e par la fonction dôendommagement Çɻ. 
Enfin, les allures logiques et attendues des courbes obtenues t®moignent dôune tr¯s bonne 

estimation qualitative des diff®rents param¯tres ®valu®s. Toutefois, le pourcentage dôerreur 

l®g¯rement ®lev® indique que cette approche reste quantitativement moins pr®cise. 

 

 
Figure 5. 3. £volution de la charge en fonction du d®placement de deux mod¯les At et AM. 

La figure 5.3 illustre lô®volution de la force de r®action sur la face dôapplication du d®placement 

impos® u en fonction de lô®volution de ce dernier. Dans les deux mod¯les, la force ®volue 

lin®airement au d®but, traduisant la phase purement ®lastique. Pour le mod¯le AM, cette 

lin®arit® se maintient jusquô¨ atteindre une valeur maximale relativement ®lev®e, suivie dôune 

rupture brutale caract®ris®e par une chute brutale et totale de la rigidit®. En revanche, dans le 

mod¯le AT, la phase ®lastique initiale est progressivement perdue, donnant lieu ¨ un 

comportement non lin®aire et ¨ une rupture brutale retard®e par rapport au mod¯le AM. En 

termes de travail fourni (aire sous la courbe contrainte-d®placement), les deux mod¯les 

conduisent toutefois ¨ des valeurs quasi identiques. 
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5.2.1 Etude de convergence : 

Sur la base de la solution analytique, une analyse de convergence est propos®e afin de mettre 

en ®vidence la pr®cision et la stabilit® de lôapproche pr®sent®e, ainsi que lôefficacit® du code de 

calcul d®velopp® pour les mod¯les AT et AM en utilisant lôAlgorithme 1. ê cette fin, lôerreur 

relative en norme dô®nergie est ®valu®e en consid®rant la solution analytique comme la solution 

exacte : 

                                                          %ÒϷ
 
  

Pour la solution num®rique ɩ , une batterie de simulations est effectu®e sur lôexemple de la 

plaque carr®e sous traction, en faisant varier la taille de maille È. Cette analyse param®trique 
permet dô®tudier lôeffet du raffinement du maillage sur la pr®cision des r®sultats, en particulier 

sur la convergence de lô®nergie totale vers la solution analytique de r®f®rence. Ainsi, pour 

chaque valeur de È , les grandeurs ®nerg®tiques sont recalcul®es et compar®es aux solutions 
exactes, ce qui permet dô®valuer la robustesse et la stabilit® du sch®ma num®rique adopt®. 

 

  

(a) (b) 

Figure 5. 4. Convergence des calculs obtenus avec le code d®velopp® : (a) ®volution de lôerreur relative en 

norme dô®nergie en fonction du nombre dô®l®ments ; (b) ®volution de lôerreur en norme dô®nergie en 

fonction du nombre dô®l®ments (log/log). 

La figure 5.4(a) illustre lô®volution de lôerreur relative %ÒϷ en fonction du nombre dô®l®ments 
de maillage pour les deux mod¯les. On observe que lôerreur diminue nettement avec le 

raffinement du maillage jusquô¨ atteindre une limite (environ 40 000 ®l®ments), au-del¨ de 

laquelle elle se stabilise. Ce r®sultat met en ®vidence la robustesse et la stabilit® num®rique du 

code d®velopp®. 

Concernant le taux de convergence, la figure 5.4(b) montre que les valeurs du rapport de 

convergence se situent entre 0,94 et 0,97 pour les deux mod¯les, soit autour de Ò ρ. Ce taux 
est quasi-id®al pour une mod®lisation utilisant des ®l®ments lin®aires, ce qui confirme 

lôefficacit® et la fiabilit® de lôapproche num®rique propos®e. Ces observations sont valables 

aussi bien pour le mod¯le AT que pour le mod¯le AM, avec toutefois un l®ger avantage du 

mod¯le AM (lin®aire) en termes dôerreur relative sur la norme dô®nergie. 

5.3 Probl¯me dôune plaque entaill®e et perc®e : 

On consid¯re une plaque rectangulaire comportant une entaille et un trou. La plaque est 

®galement comporte de deux autres trous destin®s ¨ lôapplication du chargement et ¨ la fixation. 
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La g®om®trie de la structure ainsi que les conditions aux limites appliqu®es sont illustr®es ¨ la 

figure 5.5(a). 

Ce probl¯me a ®t® ®tudi® ¨ la fois exp®rimentalement et num®riquement par Ambati et al. [264], 

puis num®riquement par M. Dhahri [262] (voir figures 5.5(b), 5.5 (c) et 5.5 (d)). 

Afin de valider les r®sultats num®riques obtenus par la pr®sente approche bas®e sur XFEM, une 

comparaison a d'abord ®t® effectu®e avec notre code utilisant une m®thode de calcul par 

®l®ments finis conventionnelle (avec un maillage adapt® pour la fissure et le trou). L'®volution 

des ®nergies et de la force de traction en fonction du d®placement impos®, ainsi qu'avec les 

r®sultats d'Ambati et al. [264] et de M. Dhahri [262] concernant le chemin d'endommagement, 

ont ®t® ®tudi®s. Fran­ais Pour cela, le mat®riau utilis® est celui employ® par M. Dhahri [262]  et 

Ambati et al [264], c'est-̈-dire un mortier ayant les caract®ristiques m®caniques suivantes : 

module de Young %  υȢωψ '0Á, coefficient de Poisson ʉ  πȢςς, t®nacit® '
 ςȢςψ .ȾÍÍ. Le premier mod¯le (AT) est utilis® ici avec Ë ρπ et È πȢπρet ʂ πȢπυ 

et ÄÕ  σȢυȢρπ . 

 
   

(a) (b) (c) (d) 

Figure 5. 5. Comparaison des r®sultats obtenus ¨ partir de diff®rentes sources :(a) G®om®trie de 

lô®chantillon ®tudi®, (b) R®sultats exp®rimentaux dôAmbati et al. [264], (c) R®sultats num®riques dôAmbati 

et al. [264], (d) R®sultats num®riques de Dhahri [262]. 

  

(a) (b) 

Figure 5. 6. R®sultats obtenus en fonction du d®placement impos® :(a) ®volution de la force de traction en 

fonction du d®placement, (b) ®volution des ®nergies en fonction du d®placement. 

La courbe de la figure 5.6 (a), repr®sentant lô®volution de la charge de traction en fonction du 

d®placement impos®, met en ®vidence cinq (05) phases distinctes, d®limit®es par quatre (04) 

points caract®ristiques, pour lesquels le chemin dôendommagement correspondant est pr®sent®. 

La premi¯re phase (avant le point 1) traduit un comportement ®lastique, o½ lô®prouvette reste 
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quasi-intacte. Elle est suivie dôune seconde phase (entre les points 1 et 2) marqu®e par un fort 

adoucissement, d¾ ¨ une propagation quasi-brutale de lôendommagement entre lôentaille et le 

trou. Une deuxi¯me phase ®lastique appara´t ensuite (entre les points 2 et 3), mais avec une 

rigidit® plus faible. Cette nouvelle r®sistance est due ¨ la pr®sence du trou auquel la fissure sôest 

connect®e, n®cessitant un effort suppl®mentaire pour relancer la propagation de 

lôendommagement de lôautre c¹t®. Apr¯s cette reprise de lôendommagement (phase entre les 

points 3 et 4), on observe de nouveau une rupture progressive de la structure, conduisant 

finalement ¨ la d®faillance totale du composant (phase apr¯s le point 4). Ce comportement est 

fid¯lement refl®t® dans les courbes dô®nergies ®lastique, de fissuration et totale (figure 5.6 (b)). 

Dôun point de vue qualitatif, les r®sultats obtenus par le couplage XFEM/Level Set, avec un 

maillage simple et uniforme (sans raffinement local), sôav¯rent tr¯s coh®rents avec ceux obtenus 

par la FEM classique utilisant un maillage adaptatif au voisinage de lôentaille et du trou. Cette 

coh®rence se v®rifie aussi bien pour lô®volution des forces et des ®nergies que pour le chemin 

dôendommagement. Ce dernier est ®galement en accord avec les r®sultats exp®rimentaux et 

num®riques rapport®s par Ambati et al. [264] et M. Dhahri [262] (voir figures 5.5 (b), 5.5 (c) et 

5.5 (d). 

5.4 Condition Aux limites sur le champ dôendommagement (Domaine 

logique et domaine et physique) : 

Pour éviter la localisation de l'endommagement sur les bords de la structure où s'appliquent le 

chargement en déplacements (c'est-à-dire déchirement des parois où s'appliquent le 

chargement), Bourdin introduit dans B.Bourdin 2008 [243]  la notion de domaine logique, en 

opposition au domaine physique.  

Afin dôillustrer lôeffet des conditions aux limites sur le champ dôendommagement, nous 

présentons dans cette section un exemple numérique comparant ces deux approches. La 

structure étudiée est une reproduction de celle présentée à la figure 5.5. Pour faciliter la 

réalisation expérimentale décrite au chapitre 5, la géométrie a été adaptée en multipliant ses 

dimensions par un rapport W=1.4. Les paramètres mécaniques %ȟʉȟ'   sont choisis à partir 

des résultats expérimentaux (voir Chapitre 6) 

Deux simulations numériques ont ainsi été réalisées : 

¶ Domaine logique : est le domaine r®f®rence (r®al), il correspond ¨ une reproduction de 

lôessai de traction simple pr®sent® au Chapitre 6, visant ¨ assurer une homog®n®it® du champ 

de d®formation dans le mortier. Les param¯tres m®caniques utilis®s sont : module de Young 

% πȢψ '0Á, coefficient de Poisson ɜ = 0,22, t®nacit® ' χςȢτψ .ȾÍ . Lôid®e est de coller 
des tubes de cuivre aux trous o½ s'appliquent le chargement contr¹l® par d®placement 

impos®e. Grace ¨ la rigidit® relativement ®lev®e de cuivre, cette configuration emp°che la 

localisation dôendommagement sur les bords des trous o½ s'appliquent le chargement. Les 

param¯tres m®caniques de cuivre utilis® dans la simulation sont : le module de Young 

% πȢψ '0Á, coefficient de Poisson ʉ = 0,22, t®nacit® ' χςȢτψ .ȾÍ. (Voir 
la Figure 5.7.(a)) 

¶ Domaine physique : dans ce cas, aucun tube en cuivre nôest ajout®. ê la place, une 

condition dôendommagement nul ɻ π est imposée sur les bords des trous soumis au 

chargement. Cette contrainte numérique produit le même effet que la configuration 

pr®c®dente, puisquôelle emp°che ®galement la localisation de lôendommagement sur ces 

zones. (Voir Figure 5.7.(b)). 

Le premier mod¯le (AT) est utilis® ici avec Ë ρπ , ʂ πȢυ  ρπσ, ÄÕ  ρȢυÍÍ. 

Le choix de la longueur interne ʂ πȢυ  ρπσ a ®t® directement guid® par lôanalyse 
granulométrique du sable présentée au chapitre 5, laquelle montre que la majorité des grains se 
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situe dans lôintervalle πȢρ ρ ÍÍ. Ce choix assure ainsi une coh®rence entre lô®chelle 
microstructurale du mortier étudié expérimentalement et le paramètre de régularisation du 

modèle de champ de phase, garantissant à la fois une représentativité physique fidèle et une 

stabilité numérique satisfaisante. 

 

              

Figure 5. 7. La g®om®trie de lô®prouvette ®tudier : a : domaine logique, b : domaine physique. 

¶ Etude de convergence de maillage  

Afin dôassurer ¨ la fois la flexibilit® et la coh®rence num®rique vers des r®sultats optimaux, il 

est indispensable de réaliser, au préalable, une étude de convergence du maillage. Cette étape 

vise ¨ d®terminer la discr®tisation optimale, côest-à-dire le nombre dô®l®ments finis garantissant 

simultanément la stabilité numérique, la précision des résultats et le respect des conditions de 

régularisation imposées par le modèle de champ de phase avec le moindre cout numérique. Pour 

ce faire, plusieurs configurations de maillage ont été testées sur le domaine physique, en faisant 

varier le nombre total dô®l®ments. Lôobjectif est dôidentifier un maillage suffisamment raffin® 

pour reproduire fidèlement la propagation de la fissure, tout en évitant un coût de calcul 

inutilement élevé 

La Figure 5.8 Illustre, dôune part, les structures discr®tis®es correspondant aux diff®rents 

maillages ®tudi®s, et, dôautre part, lô®volution du champ dôendommagement associ® ¨ chacun 

de ces maillages sur le coin haut-droite de chaque illustration. Cette double représentation 

permet de visualiser simultan®ment lôinfluence de la finesse du maillage sur la distribution des 

®l®ments et sur la pr®cision de la mod®lisation de lôendommagement. 
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Figure 5. 8. £tude de convergence du maillage (a) 17858 ®l®ments (TRI3) ; (b) 31112 ®l®ments (TRI3) ; (c) 

47917 ®l®ments (TRI3) ; (d) 680025 ®l®ments (TRI3) ; (e) 728129 ®l®ments (TRI3) ; (f) 7643438 ®l®ments 

(TRI3). 

La Figure. 5.9.  Présente les courbes effortïdéplacement obtenues pour chacun des maillages 

consid®r®s. Cette comparaison met en ®vidence lôinfluence de la densit® du maillage sur la 

réponse mécanique simulée, notamment en termes de rigidité initiale, de charge maximale 

atteinte et de post-pic. 

 

   

(a) (b) (c) 

   

(d) (e) (f) 
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Figure 5. 9. Comparaison lôeffet de nombre des ®l®ments sur le comportement effort-d®placement. 

Lô®tude de convergence met en ®vidence lôinfluence d®terminante du raffinement du maillage 

sur la précision des résultats numériques. Avec des maillages grossiers, les trajectoires de 

fissure apparaissent diffuses et peuvent dévier légèrement de la trajectoire attendue, tandis que 

les courbes effortïdéplacement révèlent une surestimation de la rigidité initiale et une 

prédiction imprécise de la charge maximale. De plus, il convient de noter que les maillages 

grossiers ne respectent pas la condition ÈḺʂ . En effet, pour 17 858 éléments, la taille 

caractéristique des éléments est de È ρȢτωρπÍ ʂ; pour 31 112 éléments, elle vaut 

È ρȢρςρπÍ ʂ; et pour 47 917 éléments, elle est encore de È πȢω ρπÍ ʂ. 

ê partir dôun maillage suffisamment raffin® (680 025 ®l®ments) et au-delà, la propagation de 

fissure devient stable et bien définie, sans variation significative entre les différents niveaux de 

raffinement. Les courbes effortïdéplacement se superposent alors de manière satisfaisante, 

traduisant une convergence numérique robuste Alors, le maillage adopté (680 025 éléments 

TRI3) sôidentifie comme optimal, garantissant ¨ la fois la fiabilit® et la reproductibilit® des 

résultats. 

Ce choix assure une stabilité remarquable tout en respectant la condition Ὤ πȢςς

ρπά ʂ 

La Figure.5.10 présente la comparaison entre la courbe effortïdéplacement obtenue 

num®riquement ¨ lôaide du mod¯le de champ de phase AT, avec le maillage adopt® de 680 025 

éléments, dans les deux domaines étudiées (physique et logique). 
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Figure 5. 10. Comparaison des r®sultats exp®rimentaux avec les r®sultats num®riques. 

Comme on peut le constater sur les courbes effortïdéplacement de la Figure 5.10, les résultats 

obtenus pour les deux configurations (domaine logique et domaine physique) présentent une 

forme globalement identique. Dans la phase élastique, les courbes se superposent parfaitement, 

confirmant la cohérence du comportement initial. Après cette phase, une légère différence 

apparaît au niveau des valeurs critiques : la charge critique et le déplacement critique observés 

lors de la première chute sont légèrement plus élevés dans le cas du domaine logique que dans 

celui du domaine physique. 

Par la suite, un retour élastique, correspondant à une augmentation de charge, est observé dans 

les deux cas, suivi de la ré-initiation de la fissure du côté droit du vide. Une deuxième chute 

brutale est alors enregistrée, avec, de nouveau, des valeurs critiques (charge et déplacement) 

légèrement supérieures dans le domaine logique par rapport au domaine physique. 

Cette diff®rence minime sôexplique par la condition impos®e dans le domaine physique, o½ 

lôendommagement est contraint ¨ °tre nul ɻ π sur les bords soumis au chargement. Cette 

contrainte favorise une consommation dô®nergie l®g¯rement inf®rieure pour initier 

lôendommagement, ce qui se traduit par une r®action en force un peu plus faible par rapport au 

domaine logique. 

 La Figure 5.11 illustre lô®volution du champ dôendommagement dans la structure, obtenue pour 

les deux configurations étudiées : le domaine physique et le domaine logique.  



Chapitre 05 : R®sultats Num®rique et Interpr®tation.  

фм 
 

         

                                  (a)                                  (b) 

Figure 5. 11. Lô®volution de champ dôendommagement dans la structure (a) domaine logique ; (b) domaine 

physique. 

Nous pouvons constater que la fissure initie selon une trajectoire rectiligne ¨ partir de lôentaille, 

puis adopte un chemin courb® avant de rejoindre le trou. Pour un d®placement impos® de Õ

πȢχρχ ÍÍ, une fissure secondaire appara´t au niveau du trou et se propage en ligne droite 
jusquôau bord droit de lô®prouvette, conduisant ¨ sa rupture totale. Ces observations montrent 

que, dans les deux configurations ®tudi®es (domaine physique et domaine logique), la fissure 

suit globalement un trajet similaire, ce qui confirme la coh®rence et la robustesse de la 

mod®lisation. 

La Figure 5.12 illustre lô®volution du champ dôendommagement dans le cas du domaine 

physique, lorsque aucune condition particuli¯re nôest impos®e sur le champ dôendommagement 

au niveau des bords des trous soumis aux chargements en d®placements. Autrement dit, 

lôendommagement est ici libre de sôinitier et dô®voluer dans lôensemble de la structure. 

Nous observons que, dans cette configuration, le champ dôendommagement se concentre 

fortement autour des trous soumis au chargement. Cette localisation non souhait®e traduit une 

rupture li®e ¨ lôabsence de r®gularisation par conditions aux limites, et confirme lôimportance 

dôintroduire un contr¹le sur lôendommagement au niveau de ces zones pour obtenir une 

propagation de fissure r®aliste. 
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Figure 5. 12. £volution du champ dôendommagement dans la structure pour le domaine physique sans 

condition impos®e sur les bords des trous (champ dôendommagement libre, (♪  ). 

5.5 Etude des milieux h®t®rog¯nes avec discontinuit®s multiples (cas des 

mat®riaux composites et poreux) : 

Toujours dans le cadre de b®n®ficier de lôemploi de la combinaison XFEM/LSM avec 

lôapproche PFM pour des probl¯mes avec des d®fauts initiaux ¨ g®om®trie complexe, nous 

allons ®tudier dans cette application le probl¯me dôendommagement des mat®riaux composites 

(contenant des multi-inclusions) ainsi que ceux poreux (contenant des multi-vides). A cet effet, 

lôimpact de plusieurs param¯tres sera abord®, ¨ savoir le nombre, la fraction volumique, la 

forme et lôarrangement de ces discontinuit®s. Il sôagit dôun domaine rectangulaire ,
Ѝ
, sous 

tension verticale. Les param¯tres num®riques utilis®s ici sont Ë ρπ , È πȢπρ,, ʂ

πȢπυ et ÄÕ  σȢυØρπ . A lôexception du dernier test, toutes les simulations sont faites pour 

un arrangement hexagonal (le plus employ® en pratique). Notons que dans ce cas, deux types 

dôenrichissement XFEM vont °tre activ®s (6 pour les vides et ‪ pour les inclusions) mais de 

fa­on multiples (voir [257] ). Les caract®ristiques m®caniques de la matrice sont identiques ¨ 

ceux de lôexemple 5.3. Pour le deuxi¯me mat®riau (celui des fibres/inclusions), on d®finit par 

rapport ¨ la matrice un contraste de rigidit® Ë 
 

 
 et de t®nacit® Í  

 

 
.  Les propri®t®s 

num®riques seront identiques ¨ celles de lôapplication pr®c®dente en utilisant le mod¯le AT. 

Tous les r®sultats obtenus sont regroup®s dans le tableau 5.2 (pour le mat®riau composite) et 

dans le tableau 5.3 (pour le mat®riau poreux). Notons que les fibres du mat®riau composite sont 

prises nettement plus rigide et plus tenace que la matrice (k=m=10). 

Comme pr®vu, ce quôon peut constater des r®sultats obtenus pour tous les tests, côest que la 

trajectoire de lôendommagement, lors de son ®volution, cherche toujours ¨ ®viter les fibres dont 

la rigidit® et la t®nacit® sont plus importantes quôen matrice (voir le tableau 5.2). En contrario, 

cette trajectoire cherche ¨ rejoindre les vides pour les mat®riaux poreux (voir le tableau 5.3).  

Pour le 1er test, et pour une fraction volumique constante, le nombre de discontinuit®s, aussi 

bien pour les fibres que pour les pores, augmente ¨ la fois lô®nergie et lôeffort n®cessaires ¨ la 

rupture, ainsi que lô®nergie ®lastique emmagasin®e avant la rupture. Par cons®quent, on a 

toujours int®r°t ¨ augmenter le nombre des fibres/pores si on cherche une meilleure tenue vis-
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-̈vis la fissuration des mat®riaux composites/poreux. Le 2®me test montre, comme pr®vu, que 

lôaugmentation de la fraction volumique pour un nombre constant des fibres augmente la 

rigidit® et la tenue du composite vis-̈-vis la rupture (augmentation de ɩ, ɩ, F). En contrario, 
cette tenue se voit d®grader en augmentant Æ pour le mat®riau poreux.  

Caractéristiques 
du test 

9Ǿƻƭǳǘƛƻƴ ŘŜ ƭΩŞƴŜǊƎƛŜ ǎǳǊŦŀŎƛǉǳŜ 9Ǿƻƭǳǘƛƻƴ ŘŜ ƭΩŞƴŜǊƎƛŜ ŞƭŀǎǘƛǉǳŜ 9Ǿƻƭǳǘƛƻƴ ŘŜ ƭΩŜŦŦƻǊǘ ŘŜ ǘǊŀŎǘƛƻƴ 

Test 1 : Effet de 
nombre de 

fibres circulaires 
: 

ἳ  ; 
ἵ  ; 

ἮἾ Ȣ; ἶἪἺ  
{4,16,36,64,100} 

   
 

 
ἶἪἺ  

 
ἶἪἺ  

 
ἶἪἺ  

 
ἶἪἺ  

 
ἶἪἺ  

Test 2 : Effet de 

fraction 

volumique des 

fibres 

circulaires : 

ἳ  ; ἵ
 ; 

ἶἪἺ .; 

ἮἾ = {0.1, 0.2, 

0.3,0.4,0.5,0.6} 

   
 

 
ἮἾ Ȣ 

 
ἮἾ Ȣ 

 
ἮἾ Ȣ 

 
ἮἾ Ȣ 

 
ἮἾ Ȣ 

 
ἮἾ Ȣ 

Test 3 : Effet de 

forme des fibres : 

ἳ ; ἵ
 ; ἶἪἺ .; 

ἮἾ=0.3 ; 

Forme = {cercle, 

carrée, triangle, 

ellipse V, ellipse 

H, rectangle V, 

rectangle H} 

   
 

 

 

 

 

 

 

 
V Ellipse 

 
V Rectangle  

 
Triangle 

 
Square 

 
Circle 

 
H Ellipse 

 
H Rectangle 

Test 4 : Effet 
ŘΩŀǊǊŀƴƎŜƳŜƴǘ Υ  
ἳ ; ἵ

 ; ἶἪἺ .; 

ἮἾ=0.3; 

Arr. = {Hex., 
Rand. 1, Rand. 

2, Rand. 3, 
Rand. 4} 

   

ἶἪἺҐп 
ἶἪἺҐмс 
ἶἪἺҐос 

ἶἪἺҐсп 

ἶἪἺҐмлл 

ἮἾҐлΦм 
ἮἾҐлΦн 
ἮἾҐлΦо 
ἮἾҐлΦп 

ἮἾҐлΦр 
ἮἾҐлΦс 

± 9ƭƭƛǇǎŜ 

± wŜŎǘŀƴƎƭŜΦ 

¢ǊƛŀƴƎƭŜ 

{ǉǳŀǊŜ 

/ƛǊŎƭŜ 

I 9ƭƭƛǇǎŜ 

I wŜŎǘŀƴƎƭŜ 
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Hexagonale 

Arrangement 

 
Rand 1 

 
Rand 2 

 
Rand 3 

 
Rand 3 

Tableau 5. 2. Evolution des ®nergies et des efforts en fonction de chargement en utilisant lôalgorithme de la 

minimisation altern®e pour le mod¯le AT. 

Concernant le 3®me test, lôeffet de la forme pour un Æ et un nombre des fibres constants est 
moins flagrant sur la rigidit® et la r®sistance du composite, avec un l®ger avantage aux formes 

verticales (rectangle et ellipse verticaux). Ce constat est oppos® pour les pores mais avec un 

avantage plus marquant pour les formes verticales (rectangle et ellipse) en termes de rigidit® et 

r®sistance ¨ la rupture. Les formes horizontales ici (rectangle et ellipse) conduisent ¨ des 

souplesses plus nettes avec une d®gradation claire de la tenue vis-̈-vis la fissuration.  

Caractéristiques 
du test 

9Ǿƻƭǳǘƛƻƴ ŘŜ ƭΩŞƴŜǊƎƛŜ ǎǳǊŦŀŎƛǉǳŜ 9Ǿƻƭǳǘƛƻƴ ŘŜ ƭΩŞƴŜǊƎƛŜ ŞƭŀǎǘƛǉǳŜ 9Ǿƻƭǳǘƛƻƴ ŘŜ ƭΩŜŦŦƻǊǘ ŘŜ ǘǊŀŎǘƛƻƴ 

Test 1 : Effet de 
nombre de 

fibres circulaires 
: 

ἳ  ; 
ἵ  ; 

ἮἾ Ȣ; ἶἪἺ  
{4,16,36,64,100} 

   
 

 
ἶἪἺ  

 
ἶἪἺ  

 
ἶἪἺ  

 
ἶἪἺ  

 
ἶἪἺ  

Test 2 : Effet de 

fraction 

volumique des 

fibres 

circulaires : 

ἳ  ; ἵ
 ; 

ἶἪἺ .; 

ἮἾ = {0.1, 0.2, 

0.3,0.4,0.5,0.6} 

   
 

 
ἮἾ Ȣ 

 
ἮἾ Ȣ 

 
ἮἾ Ȣ 

 
ἮἾ Ȣ 

 
ἮἾ Ȣ 

 
ἮἾ Ȣ 

Test 3 : Effet de 

forme des fibres : 

ἳ ; ἵ
 ; ἶἪἺ .; 

ἮἾ=0.3 ; 

Forme = {cercle, 

carrée, triangle, 

ellipse V, ellipse 

H, rectangle V, 

rectangle H} 
 

   
 

 

 

 

 

        
H Ellipse 

IŜȄŀƎƻƴŀƭŜ  

wŀƴŘ м 

wŀƴŘ н 

wŀƴŘ о 

wŀƴŘ п 

ἶἪἺҐп 
bōǊΦ Ґмс 
bōǊΦ Ґос 

bōǊΦ 

Ґсп bōǊΦ Ґмлл 

ἮἾҐлΦм 
ἮἾҐлΦн 
ἮἾҐлΦо 
ἮἾҐлΦп 

ἮἾҐлΦр 
ἮἾҐлΦс 

± 9ƭƭƛǇǎŜ 

± wŜŎǘŀƴƎƭŜΦ 

¢ǊƛŀƴƎƭŜ 

{ǉǳŀǊŜ 

/ƛǊŎƭŜ 

I 9ƭƭƛǇǎŜ 

I wŜŎǘŀƴƎƭŜ 
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 V Rectangle V Ellipse Square Circle Triangle H Rectangle  

Test 4 : Effet 
ŘΩŀǊǊŀƴƎŜƳŜƴǘ :  

k= 10; m=10; 
ἶἪἺ =36; 
ἮἾ =0.3; 

Arr. = {Hex., 
Rand. 1, Rand. 

2, Rand. 3, 
Rand. 4} 

   

 

 
Hexagonale 

Arrangement 

 
Rand 1 

 
Rand 2 

 
Rand 3 

 
Rand 3 

Tableau 5. 3. Des ®nergies et des efforts en fonction de chargement en utilisant lôalgorithme de la 

minimisation altern®e pour le mod¯le AT. 

Dans le 4®me test, on aborde lôeffet de lôarrangement al®atoire des fibres/pores circulaires par 

rapport ¨ un arrangement hexagonale r®gulier, en conservant le nombre et la fraction volumique 

constants. Pour chaque cas (fibres ou pores), une vingtaine de r®alisations al®atoires ont ®t® 

test®es pour lesquelles les r®sultats concernant les ®nergies et lôeffort de tension sont dispers®es 

sur un domaine assez large vu que le sc®nario de lôendommagement nôest pas unique. Alors, on 

a choisi seulement quatre (04) r®alisations pour chaque cas qui sont bien ®tal®es sur leurs 

domaines de dispersion avec des sc®narios dôendommagement assez diff®rents. Pour les 

composites, la r®partition al®atoires des fibres fait que lôendommagement cherche ¨ se propager 

¨ travers les zones pauvres en fibres. Si ces zones sont en extension les unes aux autres 

horizontalement (le chemin pr®sum® de la fissuration) la rupture se fera avec le moindre cout 

en ®nergie et en effort (cas Rand 4). En contrario, si les zones pauvres en fibres ne sont pas 

adjacentes horizontalement, lôamor­age des fissures commence dans deux (voir plus) endroits 

distincts dont la connexion est quasi impossible ¨ cause de concentration de fibres s®parant les 

deux zones (voir le cas Rand 1). Ceci consomme ®videmment plus dôeffort et dô®nergie pour la 

rupture totale de la structure. A la fin, la rigidit® de la structure devient quasi-nulle, ce qui 

emp°che de rompre compl¯tement la structure ®tant la charge est en d®placement impos®. Ce 

qui est ®tonnant ici, côest que malgr® ­a, lôeffort et lô®nergie consomm®s nôatteint jamais ceux 

du cas r®gulier. Les deux autres situations (Rand 2 et 3) sont interm®diaires entre Rand 1 et 

Rand 4 en termes de tenue ¨ la fissuration. Cependant, en termes de rigidit® notamment au 

d®but, toutes les configurations sont proches y compris celle dôarrangement r®gulier. Le cas 

Rand 2 est l®g¯rement moins r®sistant que Rand 1 car lôendommagement a r®ussi ¨ rompre 

compl®tement la structure en abandonnant la deuxi¯me branche apparue au d®but dans la partie 

inf®rieure de la structure. Le cas Rand 3 est presque similaire ¨ Rand 1 mais avec une fibre en 

obstacle qui emp°ch® la jonction directe de lôendommagement au d®but ce qui g®n®rer deux 

branches qui sont presque connect®es mais avec la d®gradation quasi-totale de la rigidit® de la 

structure, le composite nôa pas pu se rompre compl¯tement. Pour le Mat®riaux poreux, le constat 

est quasi-similaire en termes de dispersion de r®sultats (On distingue deux situations extr°mes 

et deux interm®diaires). Dans ce cas, côest le fait de ne pas avoir des vides adjacents 

horizontalement augmente lô®nergie et la charge n®cessaires pour une rupture totale de la 

structure (Cas de Rand1), ce qui provoque parfois des branches de fissuration difficilement 

connectables. Cependant, et ¨ la diff®rence du cas du composite, la jonction cons®cutive des 

pores par la fissure g®n¯re des rebonds sur les diff®rentes courbes (dô®nergies et dôeffort) qui 

IŜȄŀƎƻƴŀƭŜ  

wŀƴŘ м 

wŀƴŘ н 

wŀƴŘ о 

wŀƴŘ п 
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est d¾ ¨ lôamor­age multiple de la fissure apr¯s chaque connexion ¨ un vide. Ce ph®nom¯ne est 

absent pour lôarrangement r®gulier ®tant donn® que lôamor­age dans ce cas se fait 

simultan®ment pour tous les vides. Cependant, ce fait rend la structure plus r®sistante vis-̈-vis 

la fissuration ólôUnion fait la force !ô. Dôailleurs, ceci est tr¯s visible sur les courbes des ®nergies 

et dôeffort de tension. On peut conclure ainsi, que lôarrangement hexagonal r®gulier est la 

meilleure solution pour avoir une bonne r®sistance ¨ la fissuration aussi bien pour les mat®riaux 

poreux que pour les composites ¨ fibres.     

5.6 Etude dôun probl¯me de fissure interfaciale : 

Les r®sultats de lôexemple pr®c®dent ont montr® que, pour les mat®riaux h®t®rog¯nes, les 

fissures cherchent toujours ¨ se propager dans les zones les plus souples (faible rigidit®) et les 

plus fragiles (faible t®nacit®). Dans le pr®sent exemple, nous nous int®ressons au cas o½ ces 

fissures sont initialement situ®es ¨ lôinterface entre deux mat®riaux diff®rents (un probl¯me 

fr®quemment rencontr® en raison de la d®lamination dôinterface dans les structures multi-

mat®riaux), et ¨ d®terminer si ce type de fissure reste confin® ¨ lôinterface ou non lors de sa 

propagation sous lôeffet dôun chargement en traction, tout en faisant varier les diff®rents 

contrastes entre mat®riaux. Lôint®r°t de cet exemple est ®galement de montrer la facilit® 

dôutilisation de lôapproche propos®e (XFEM/LSM/PFM) pour mod®liser un tel probl¯me. 

Consid®rons le probl¯me dôune fissure interfaciale de longueur ,Ⱦς entre deux mat®riaux 

constituant un domaine carr® , ,. Comme illustr® ¨ la figure 5.13, lôinterface entre les deux 

mat®riaux peut avoir une ®paisseur et des propri®t®s m®caniques diff®rentes. ê noter que, dans 

ce cas, deux types dôenrichissements XFEM ( ÅÔ ʕ vont °tre activer simultan®ment pour les 
®l®ments coup®s par la fissure interfaciale. Les param¯tres num®riques et les propri®t®s 

m®caniques du mat®riau 1 sont identiques ¨ ceux de lôexemple pr®c®dent. Cependant, pour le 

deuxi¯me mat®riau, on d®finit par rapport au premier un contraste de rigidit® Ὧ   et un 

contraste de t®nacit® ά   . Pour lôinterface (mat®riau 3), on introduit le contraste άᶻ

  , tandis que la rigidit® est fix®e ¨ Ὧᶻ   ρ. Le reste des propri®t®s est suppos® identique 

pour lôensemble des mat®riaux avec Ë ρπυ et ÈÅ πȢπρ et  ʂ πȢπυ  et ÄÕ  σȢυȢρπ . 

Lôeffet de plusieurs param¯tres sur la trajectoire de lôendommagement, les ®nergies ainsi que 

lôeffort de tension va °tre abord® dont les r®sultats seront regroup®s dans le Tableau 5.4 A 

lôexception des tests 5 et 6, toutes les simulations seront r®alis®es avec le mod¯le AT. 

                               

Figure 5. 13. Structure carr® bi-mat®riaux avec fissure interfaciale. 

aŀǘŞǊƛŀǳ н 

aŀǘŞǊƛŀǳ м 

▄ 

ἣ◐ ἣ  

ἣ◐  

aŀǘŞǊƛŀǳ о 

όLƴǘŜǊŦŀŎŜύ 

CƛǎǎǳǊŜ 
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Le premier test concerne lôeffet du contraste en rigidit® Ë avec Í ρ (les deux mat®riaux ont 

la m°me t®nacit® '). Les r®sultats montrent une ®volution horizontale de lôendommagement 

(en extension de la fissure initiale) pour Ë ρ. En augmentant ce dernier, la fissure se ponche 
en ®volution petit ¨ petit vers le mat®riau le moins rigide (elle ne devient plus interfaciale), ce 

qui est logique (la fissure se propage dans la partie ou le gradient en d®placement est le plus 

important). Lô®nergie de surface (de rupture) est quasi-constante pour les diff®rents contrastes 

®tant donn® que la t®nacit® est identique pour toute la structure. Cependant, le d®placement 

critique (provoquant la rupture) d®minue avec ce contraste ainsi que son intervalle de ruine 

(Failure), ce qui est attendue vu que lôeffort de traction n®cessaire augmente ¨ cause de la 

rigidit® de la partie inferieure (Mat®riau 2). Malgr® lôaugmentation de cette rigidit®, la 

diminution de la d®formation avec le contraste k a fait baisser lô®nergie ®lastique.   

Dans le deuxi¯me test, côest lôeffet du contraste en t®nacit® m qui sera analys® pour Ë ρ. Les 
r®sultats montrent quôon augmentant m, la fissure se ponche petit ¨ petit vers le mat®riau le 

moins tenace, ce qui est logique. Dans ce cas, lô®nergie de surface nôest plus constante, vu que 

la t®nacit® ®lev®e du mat®riau 2 consomme plus dô®nergie lors de son endommagement malgr® 

faible. Cependant, pour le d®placement critique, on constate une augmentation avec le contraste 

Í. Ceci va provoquer une augmentation de lôeffort de traction ainsi que de lô®nergie ®lastique 
®tant donn® que la rigidit® est invariable. En contrario, lôintervalle de ruine diminue avec 

lôaugmentation de Í.  

Au troisi¯me cas, on va tester quel contraste entre k et m est lôinfluant en faisant inverser 

lô®volution de ces deux param¯tres Ë  . Pour lô®volution de lôendommagement, et jusquô¨ 

Ë ρȾÍ υ la fissure reste interfaciale lors de son ®volution (comme si elle nôarrive pas ¨ 
choisir entre le mat®riau le moins rigide et celui le moins tenace). Apr¯s, côest la faible t®nacit® 

qui lôemporte. Pour lô®nergie de surface diminue naturellement avec lôaugmentation de ce 

contraste invers® ¨ cause de la diminution de t®nacit®. Le d®placement ainsi que son intervalle 

de ruine d®minuent ®galement vu lôaugmentation de la rigidit®. Ceci, va de son c¹t® d®minu® 

lô®nergie ®lastique malgr® lôaugmentation de la rigidit® (la d®formation lôemporte devant la 

rigidit®, ®tant quadratique dans la formulation (1.29) de ɩ tandis que la rigidit® est lin®aire). 
Pour lôeffort de traction, Il reste quasi-constant avec lô®volution de ce contraste invers® ®tant 

donn® quôil d®pondant lin®airement aussi bien de la d®formation que de la rigidit®.   

Le quatri¯me test concerne lôeffet du nombre de fissures interfaciales initiales pour une 

longueur totale constante (la moiti® de la largeur ) et pour Ë  ς et Í  ρ. On constate que 

lô®volution de la fissure est toujours attir®e par le mat®riau ¨ faible rigidit® mais de moins au 

moins avec lôaugmentation du nombre de fissure. Ceci est d¾ au fait que lôendommagement est 

®galement attir® par les autres fissures ce qui le redresse ¨ chaque fois quôil veut quitter 

lôinterface. Ce ph®nom¯ne dôattraction r®currente va n®cessiter une ®nergie de surface (de 

rupture) plus ®lev®e ®tant donn® que lôinitiation de lôendommagement qui consomme de 

lô®nergie soit ®galement r®p®titif. Malgr® un d®placement critique peu affect® par 

lôaugmentation du nombre de fissures initiales, son intervalle de ruine par contre d®minue ¨ cet 

effet, ce qui signifie une diminution de la souplesse de la structure (augmentation de rigidit®. 

Ceci implique donc une augmentation aussi bien de lô®nergie ®lastique que de lôeffort de traction 

en concordance avec la demande en ®nergie de rupture plus ®lev®e.  

 



Chapitre 05 : R®sultats Num®rique et Interpr®tation.  

фу 
 

 

 

 

 

Caractéristiques 
du test 

9Ǿƻƭǳǘƛƻƴ ŘŜ ƭΩŞƴŜǊƎƛŜ ǎǳǊŦŀŎƛǉǳŜ 9Ǿƻƭǳǘƛƻƴ ŘŜ ƭΩŞƴŜǊƎƛŜ ŞƭŀǎǘƛǉǳŜ 9Ǿƻƭǳǘƛƻƴ ŘŜ ƭΩŜŦŦƻǊǘ ŘŜ ǘǊŀŎǘƛƻƴ 

Test 1 : Effet de 
contraste sur E : 
Ў▄  
ἵ  ; 
K= {1, 2, 

5,10,100}  

   
 

 
k=1 

 
k=2 

 
k=5 

 
k=10 

 
k=100 

Test 2 : Effet de 
contraste sur 
ἑἫ : ▄  

K= 1 ; 
 ἵ = {1, 2, 

5,10,100}  

   
 

 
m=1 

 
m=2 

 
m=5 

 
m=10 

 
m=100 

Test 3 : Effet de 
contraste 

Inversé : ▄  
k= 1/m={1, 2, 

5,10,100}  

   
 

 
m=0.1,k=1 

 
m=0.5,k=2 

 
m=0.2,k=5 

 
m=0.1,k=10 

 
m=0.01,k=100 

YҐм 

YҐн 

YҐр 
YҐмл 

YҐмлл 

ἵ Ґм 

ἵ Ґн 
ἵ Ґр 
ἵ 
Ґмл ἵ Ґмлл 

ƳҐлΦмΣƪҐм 

ƳҐлΦрΣƪҐн 

ƳҐлΦнΣƪҐр 

ƳҐлΦмΣƪҐмл 

ƳҐлΦлмΣƪҐмлл 
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Test 4 : Effet de 
Nbr de fissures 

pour une 
longueur totale 
donnée= L/2 : 
▄ , k= 2 ; m= 

1 
Cr. Nbr. = {1, 2, 

3,4,5}  
   

 

 
1 Cr. 

 
2 Cr. 

 
3 Cr. 

 
4 Cr. 

 
5Cr. 

Test 5a : Effet 

de modèle 

dôendommage

ment (Mat. 1 : 

Mod. 1 ; Mat. 

2 : Mod. 2) avec 

contraste sur 

E : e = 0 ; k= {1, 
1/2, 

1/3,1/5,1/10}  ; 

m=1    
 

 
k=1 

 
k=1/2 

 
k=1/3 

 
k=1/5 

 
k=1/10 

Test 5b : Effet 

de modèle 

dôendommage

ment (Mat. 1 : 

Mod. 1 ; Mat. 

2 : Mod. 2) avec 

contraste sur 

Gc : k=1 ; m = 
{1, 1/2, 

1/3,1/5,1/10}  

   
 

 
m=1 

 
m=1/2 

 
m=1/3 

 
m=1/5 

 
m=1/10 

Test 6 : Effet de 

lôinterface 

Ἥ  ἰἭ  ; k 

= 1 ; 

(m,m*)={(1,10), 

(10,1), (5,10), 

(10,5), (2,0.2)} 

 

 

 

   
 

 
Gc1=Gc2<Gc3 

 
Gc1=Gc3<Gc2 

 
Gc1<Gc2<Gc3 

 
c2<Gc3<Gc1G 

 
c2<Gc1<Gc3G 

м /ǊΦ 

н /ǊΦ 

о /ǊΦ 
п /ǊΦ 
р /ǊΦ 

ƪҐм 

ƪҐмκн 

ƪҐмκо 

ƪҐмκр 

ƪҐмκмл 

ƳҐм 

ƳҐмκн 

ƳҐмκо 

ƳҐмκр 

ƳҐмκмл 

DŎмҐDŎнғDŎо 

 DŎмҐDŎоғDŎн 

 DŎмғDŎнғDŎо 

 DŎмғDŎоғDŎн 

 DŎоғDŎмғDŎн 
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Tableau 5. 4. R®sultats num®riques des probl¯mes de fissure interfacial : Evolution des ®nergies et des 

efforts en fonction de chargement en utilisant lôalgorithme de la minimisation altern®e pour le mod¯le AT. 

Le 5®me test concerne lôeffet dôavoir une fissure interfaciale entre deux mat®riaux aux mod¯les 

dôendommagement diff®rent (Mat. 1 : Mod. AT, Mat. 2 : Mod. AM). Les premiers figures de ce 

test montrent quôavec les m°mes caract®ristiques m®caniques Ë Í ρ la trajectoire de 
lôendommagement sort de lôinterface et ponche vers le mat®riau au mod¯le AT. A cet effet, on 

a voulu tester lôeffet de r®duire la rigidit® du Mat®riau 2 et voir si la fissure se redresse ¨ 

lôinterface voir vers le mat®riau le moins rigide. Les r®sultats du test 5a montrent quôon arrive 

¨ redresser progressivement la fissure vers lôinterface mais pas assez pour se propager 

clairement dans le mat®riau au mod¯le AM malgr® la r®duction rigidit® de ce mat®riau (Ë atteint 
10). Les ®nergies ®voluent quant ¨ elles en deux tendances diff®rentes selon que la fissure 

progresse dans le mat®riau 1 ou dans lôinterface voir au mat®riau 2 au voisinage de lôinterface. 

Pour lôeffort la tendance est unique (augmentation avec Ë). 

En second lieu, ce m°me test est reproduit en 5b mais avec une r®duction progressive de la 

t®nacit® pour le 2®me Mat®riau. Les r®sultats de lô®volution de lôendommagement montrent 

quô®galement on a un redressement de la fissure vers le mat®riau 2 avec la diminution de la 

t®nacit®. Cependant, ce redressement est accompagn® de lôapparition dôune autre portion 

dôendommagement au Mat®riau 2 au voisinage de lôencastrement. Pour les courbes des ®nergies 

et dôeffort ; on constate quôon a une tendance unique ¨ savoir une augmentation avec Í.  

Le dernier test concerne lôeffet de lôexistence dôune interface ®paisse (Å σÈ) entre les deux 
mat®riaux avec des caract®ristiques m®caniques sp®cifiques (on insiste sur la t®nacit® ®tant le 

param¯tre le plus influant selon le test 3). En premier lieu, lôinterface est suppos®e plus tenace 

que les deux mat®riaux ayant les m°mes propri®t®s. Dans ce cas, la fissure h®site de propager 

dans lôun ou lôautre des deux mat®riaux avec deux trajectoires dôendommagement sym®triques 

au d®but. Finalement, elle choisit lôun des mat®riaux pour propager au Hazard (th®oriquement), 

selon un effet de maillage num®riquement et selon un petit d®faut physiquement.  En second 

lieu, lôinterface est prise de m°me propri®t® que la mat®riau 1 et moins tenace que le mat®riau 

2. Dans ce cas lôendommagement sera attir® par le mat®riau 1. Alors, la fissure quitte lôinterface 

malgr® sa faible t®nacit®, sous lôeffet de voisinage du mat®riau 2 ®tant plus tenace. Pour les 3 

derniers cas, les trois mat®riaux sont dôune t®nacit® diff®rente ' ' ' . Concernant 

le 3¯me et le 4®me cas, lôendommagement prend logiquement une trajectoire vers le mat®riau le 

moins tenace (¨ savoir le mat®riau 1). De m°me pour le 5®me cas, la fissure reste interfaciale vu 

que lôinterface est le moins tenace. En ce qui concerne les courbes dô®nergies et de force, elles 

prennent des allures d®croissantes selon les tailles d®croissantes des zones fortement 

endommag®e des cas trait®s.  

5.7 Conclusion : 

Les r®sultats pr®sent®s dans ce chapitre ont permis de valider la fiabilit® et lôefficacit® du code 

de calcul d®velopp®. Les comparaisons avec les solutions analytiques, exp®rimentales et 

num®riques issues de la litt®rature confirment la capacit® de lôapproche propos®e ¨ reproduire 

de mani¯re fid¯le les m®canismes dôinitiation et de propagation des fissures, aussi bien dans des 

g®om®tries simples que dans des configurations plus complexes. 

Il ressort en particulier que : 
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- Le sch®ma de minimisation altern®e assure une bonne stabilit® num®rique et une 

convergence robuste ; 

- Le couplage XFEM/Level Set permet une repr®sentation flexible et efficace des 

discontinuit®s, en ®vitant le recours au remaillage ; 

- Lôapproche est capable de capturer correctement les ph®nom¯nes dôinitiation, de 

bifurcation, et dôinteraction entre fissures et h®t®rog®n®it®s (inclusions, pores, 

interfaces) ; 

- Lôinfluence des param¯tres du mod¯le (taille de maille, longueur interne, contrastes 

m®caniques) a pu °tre quantifi®e, confirmant la coh®rence de lôapproche avec les 

fondements th®oriques de la m®thode de champ de phase. 

Ainsi, ce chapitre d®montre que lôoutil d®velopp® constitue une base fiable pour la simulation 

num®rique de la fissuration dans des structures homog¯nes et h®t®rog¯nes. Dans le chapitre 

suivant, nous mettrons en perspective ces r®sultats num®riques avec les essais exp®rimentaux 

r®alis®s, afin de consolider la validation globale de lôapproche. 



 

млн 
 

 

 

 

 

 

 

6 Chapitre 6 : £tude exp®rimentale et 

validation du mod¯le  ̈champ de 

phase appliqu® au mortier. 
Sommaire  

сΦм LƴǘǊƻŘǳŎǝƻƴ Υ .......................................................................................................... мло 

сΦн tǊƻŎŞŘǳǊŜ Ŝǘ ǇǊƻǘƻŎƻƭŜ ŜȄǇŞǊƛƳŜƴǘŀƭ Υ .................................................................. мло 

сΦнΦм !ƴŀƭȅǎŜ ƎǊŀƴǳƭƻƳŞǘǊƛǉǳŜ Υ ................................................................................. мло 

сΦнΦн tǊŞǇŀǊŀǝƻƴ Řǳ ƳŞƭŀƴƎŜ Υ ................................................................................... млп 

сΦнΦо tǊŞǇŀǊŀǝƻƴ ŘŜ ƭΩŞǇǊƻǳǾŜǧŜ Υ.............................................................................. млп 

сΦо /ŀǊŀŎǘŞǊƛǎŀǝƻƴ aŀǘŞǊƛŜƭ ŘŜ ƭΩŞǇǊƻǳǾŜǧŜ ŘΩŜǎǎŀƛǎ Υ ................................................ млт 

сΦоΦм 9ǎǝƳŀǝƻƴ ŘŜ ƳƻŘǳƭŜ ŘŜ ¸ƻǳƴƎ Ŝǘ ŎƻŜŶŎƛŜƴǘ ŘŜ Ǉƻƛǎǎƻƴ ǇŀǊ 9ǎǎŀƛǎ ƴƻƴπ

ŘŜǎǘǊǳŎǝǾŜ όǳƭǘǊŀǎƻƴύ Υ .................................................................................................... млт 

сΦоΦн 9ǎǝƳŀǝƻƴ ŘŜ ƭΩŞƴŜǊƎƛŜ ŘŜ ƭŀ ǊǳǇǘǳǊŜ ό[ŀ ǘŞƴŀŎƛǘŞύ Υ .......................................... ммо 

сΦп tǊƛƴŎƛǇŜ ŘŜ ƭΩŜǎǎŀƛǎ ŀŘƻǇǘŞ Υ ................................................................................... ммп 

сΦр wŞǎǳƭǘŀǘǎ 9ȄǇŞǊƛƳŜƴǘŀǳȄ Υ ...................................................................................... ммр 

сΦс ±ŀƭƛŘŀǝƻƴ ƴǳƳŞǊƛǉǳŜπŜȄǇŞǊƛƳŜƴǘŀƭŜ Υ .................................................................. мму 

сΦт /ƻƴŎƭǳǎƛƻƴ Υ ............................................................................................................ мнм 
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6.1 Introduction : 

Lô®tude exp®rimentale constitue une ®tape essentielle pour compl®ter et valider les r®sultats 

num®riques pr®sent®s au Chapitre 5. Elle permet non seulement de caract®riser les propri®t®s 

m®caniques r®elles du mortier, mais ®galement de confronter les pr®dictions issues de la 

mod®lisation num®rique au comportement observ® en laboratoire. 

Dans ce chapitre, une m®thodologie exp®rimentale a ®t® mise en place, allant de la pr®paration 

et de la caract®risation des mat®riaux jusquô¨ la r®alisation dôessais de traction directe sur des 

®prouvettes de g®om®trie complexe. Les r®sultats obtenus servent, dôune part, ¨ identifier les 

param¯tres m®caniques n®cessaires ¨ la mod®lisation (module de Young, coefficient de Poisson, 

®nergie de rupture), et, dôautre part, ¨ ®valuer la capacit® de lôapproche num®rique propos®e 

(XFEM/LSM/PFM) ¨ reproduire le comportement fragile du mortier ®tudi®. 

6.2 Proc®dure et protocole exp®rimental : 

6.2.1 Analyse granulom®trique : 

L'essai consiste ¨ classer les diff®rents grains constituants l'®chantillon en utilisant une s®rie de 

tamis, embo´t®s les uns sur les autres, dont les dimensions des mailles sont d®croissantes du 

haut vers le bas (voir la Figure 6.1(a)). 

Le granulat ®tudi® est plac® en partie sup®rieure des tamis et les  classements des grains 

s'obtiennent par vibration de la colonne de tamis. 

Pour cet essai, on utilise une s®rie de tamis ¨ mailles carr®es par leur ouverture class®e comme 

suit : 0,08 - 0,125 - 0,315 - 0.5 - 0,63 ï 0.8 ï 1 - 2 (mm). 

La courbe granulom®trique de sable est montr®e sur la figure 6.1(b) selon la normalisation NF 

P18-431[Afn, P 18-431-1990] 

         

                    (a)                                                   (b) 

Figure 6. 1 .(a)- s®rie des tamis, (b).la courbe granulom®trique du sable. 

Dôapr¯s la courbe granulom®trique nous pouvons remarquer que notre sable pr®sente une 

granulom®trie bien r®partie, avec une majorit® de particules comprises entre 0,1 mm et 1 mm, 

ce qui en fait un sable class® comme moyen. La courbe granulom®trique est relativement lisse, 

indiquant que le sable est bien gradu® avec une distribution uniforme des tailles de particules. 
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6.2.2 Pr®paration du m®lange : 

Le mat®riau utilis® ®tait un mortier standard avec les proportions suivantes : 22 % de ciment 

(ciment Portland PC40 : ciment ¨ haute teneur en alumine 4 :1, a les propri®t®s conformes ¨ la 

norme ASTM C595), 66 % de sable (granulom®trie < 1 mm) et 12 % d'eau (eau propre sans 

impuret®s), ce qui donne un rapport eau/ciment de 0,55.  

La figure 6.2 illustre les diff®rents mat®riaux utilis®s dans cette ®tude pour produire du b®ton, 

le sable naturelle, le ciment, et l'eau. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 6. 2. Les composant du m®lange utilis®. 

 Les dosages des constituants utilis®es dans cette ®tude sont pr®sent®es dans le tableau 6.1. Ces 

sp®cifications normalis®es choisies r®duisent les incertitudes dans le m®lange en ®vitant d'autres 

facteurs d'influence, tels que les adjuvants. 

Composant Ciment Sable Lôeau 

Pourcentage 22% 66% 12% 

Dosage   459.53 Kg/m³ 1378.59 Kg/m³ 250.65 Kg/m³ 
Tableau 6. 1. Les proportions de m®lange utilis®es. 

En adoptant une formulation normalis®e de mortier, compos®e de sable bien calibr® 

(granulom®trie comprise entre 0,1 et 1 mm) et exempte dôadjuvants, nous avons d®lib®r®ment 

minimis® les sources externes de variabilit® du comportement m®canique du mat®riau. Ce choix 

m®thodologique garantit que la r®ponse en fissuration observ®e lors des essais de traction 

directe (voir Section 6.5) est principalement gouvern®e par les discontinuit®s pr®d®finies 

introduites dans les ®prouvettes et par lôinfluence de lô©ge des ®prouvettes, qui constituent lôaxe 

central de la pr®sente ®tude. 

6.2.3 Pr®paration de lô®prouvette : 

L'®prouvette utilis®e dans cette ®tude est la m°me que celle mod®lis®e num®riquement au 

chapitre 5 (section 5.4). Il sôagit dôun parall®l®pip¯de rectangle de dimensions W=91mm 

(largeur), H=168mm (hauteur) et e=40mm (®paisseur). Cette ®prouvette est dot®e de plusieurs 

 

  

B- ciment 

A- Eau C- Sable 

 

D- Tube de Cuivre 
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particularit®s g®om®triques : une d®coupe circulaire de diam¯tre 28 mm pr¯s du centre de la 

plaque (x = 51,1 mm, y = 71.4 mm), et deux d®coupes plus petites de diam¯tre 14 mm situ®es 

pr¯s du haut et du bas (x = 28 mm, y = 28 mm) et (x = 28 mm, y = 140 mm), respectivement. 

De plus, la plaque pr®sente une fissure initiale de longueur a0 = 14 mm sur son c¹t® gauche ¨ y 

= 91 mm (voir la figure 6.3).  

                                

Figure 6. 3. La g®om®trie de lô®prouvette ®tudier. 

                  

Figure 6. 4. Proc®dure de pr®paration de lô®prouvette. 

La pr®paration des ®prouvettes s'est d®roul®e par les ®tapes suivants : 

- Nous avons pr®par® un moule en bois dont les dimensions de l'®prouvette qui ont 

mentionn® ci-haut, comme le montre dans la figure 6.4 (b). 

- Nous avons v®rifi® le serrage du moule et ®limin® les vides entre les parois de coffrage 

par Silicone, puis, Nous avons Huil®s le moule pour faciliter le d®moulage. 

Ґɲмп 

Ґɲну 

Ґɲмп 

ну 

ну офΦф 
фм 

тмΦп 

ну 

мп 

фм 

мсу 

пл 

 

  
(Ἡ). Malaxeur 

(Ἢ). La g®om®trie du moule  

(Ἣ). le moule remplie par le m®lange 
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- Nous avons m®lang® ¨ sec le sable et le ciment pendant 30 s. puis, nous avons ajout® la 

moiti® de la teneur en eau dans la deuxi¯me ®tape et m®lang® pendant 60 s. De plus, 

nous avons ajout® le reste de l'eau dans la troisi¯me ®tape et m®lang® pendant 90 s, 

comme le montre dans la figure 6.4 (a). 

- Lôentaille initiale (a  = 14 mm) a ®t® r®alis®e directement lors du coulage en ins®rant 

une plaque m®tallique de dimensions correspondantes dans une fente pr®vue ¨ cet effet 

dans le moule. Apr¯s le remplissage du m®lange et le d®but de la prise, la plaque a ®t® 

soigneusement retir®e, puis la surface du mortier a ®t® nivel®e. Cette proc®dure a permis 

dôobtenir une g®om®trie dôentaille nette et reproductible, tout en ®vitant toute op®ration 

de coupe apr¯s durcissement susceptible dôinduire des contraintes r®siduelles 

ind®sirables, comme le montre dans la figure 6.4 (b). 

- Nous avons plac® des tubes en cuivre sur le moule de mani¯re o½ ils se colle sur la 

surface int®rieure des petits trous de l'®prouvette apr¯s le d®moulage, comme le montre 

dans la figure 6.4 (b). 

- Nous avons Introduit le m®lange dans le coffrage avec vibration pour repartir bien les 

grains et assurer un remplissage compact, comme le montre dans la figure 6.4 (c). 

- Une fois le moule est rempli, on a aras® la surface ¨ lôaide dôun r®glet. 

- Le d®moulage sôeffectue apr¯s 24 heures. 

- Les ®prouvettes ont ®t® conserv®es ¨ la temp®rature et ¨ lôhumidit® relative ambiante au 

niveau du laboratoire d®veloppement en m®canique et mat®riaux (LDMM). 

La Figure 6.5 pr®sente les ®prouvettes pr®par®es dans leur phase finale, pr°tes pour les essais. 

Deux types dô®prouvettes ont ®t® r®alis®s : le premier avec des tubes en cuivre plac®s au niveau 

des trous de fixation et de chargement (Figure 6.5(a)), et le second sans tubes de cuivre. (Figure 

6.5(b)). 

  

(a)                     (b) 

Figure 6. 5. Eprouvettes pr°ts ¨ lôessais, (a) avec tube de cuivre, (b). Sans tube de cuivre. 
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6.3 Caract®risation Mat®riel de lô®prouvette dôessais : 

6.3.1 Estimation de module de Young et coefficient de poisson par Essais non-

destructive (ultrason) : 

Lôestimation des propri®t®s m®caniques par essais destructifs fournit des r®sultats fiables, mais 

elle n®cessite lôutilisation des ®prouvettes diff®rents pour chaque ©ge de mesure. M°me lorsque 

les proportions de m®lange et les conditions de cure sont identiques, de l®g¯res variations li®es 

¨ la distribution granulom®trique ou ¨ la microstructure peuvent appara´tre dôune ®prouvette ¨ 

lôautre, ce qui introduit une variabilit® susceptible dôatt®nuer la mise en ®vidence de lôeffet r®el 

de l'©ge. Pour surmonter cette limitation, la m®thode ultrasonique a ®t® retenue. Elle pr®sente 

lôavantage majeur de permettre des mesures r®p®t®es sur une m°me ®prouvette, sans lôalt®rer, 

ce qui offre un suivi plus repr®sentatif et fid¯le de lô®volution du module de Young et du 

coefficient de Poisson en fonction de lô©ge, tout en r®duisant la dispersion exp®rimentale entre 

s®ries dôessais. Dans cette ®tude, cette approche ultrasonique non destructive a ®t® mise en 

îuvre afin de caract®riser le mortier ¨ diff®rents stades de durcissement, soit aux ©ges de 7, 14 

et 28 jours. Les propri®t®s ®lastiques vis®es, ¨ savoir le module de Young dynamique % et le 

coefficient de Poisson ג, ont ®t® d®termin®es ¨ partir de cette m®thode. Le type de propagation 
retenu est celui de la transmission directe, comme illustr® ¨ la Figure 6.6.      

                                       

Figure 6. 6. Principe de lôessais ultrason. 

La technique ultrason permet de mesurer les temps de propagation des impulsions 

longitudinales (Ô, ondes P) et de cisaillement (Ô, ondes S) ¨ travers le mortier. Ces temps de 

propagation permettent ensuite de calculer les vitesses d'onde correspondantes 6 et 6, 

n®cessaires ¨ la d®termination du module de Young dynamique % et du coefficient de Poisson 
̈ ג  l'aide des ®quations pr®sent®es dans (6.2) et (6.3). [227,228] 

L'appareil ¨ ultrasons est constitu® d'un g®n®rateur reli® ¨ un ®metteur et ¨ un r®cepteur 

d'impulsions ®lectriques, comme illustr® ¨ Figure.6.6. Des cristaux pi®zo®lectriques excit®s par 

choc g®n¯rent les impulsions, tandis que des cristaux similaires dans le r®cepteur les d®tectent. 

Le r®cepteur, coupl® ¨ une unit® de chronom®trage, enregistre le temps de propagation entre 

l'®mission de l'impulsion et sa d®tection.  

La figure 6.7 pr®sente lôappareil ultrasonique et le principe du teste r®aliser.  

Emetteur 

Transmission 

directe 

R®cepteur 

L 

Appareil de 

mesure (G®n®rateur) 
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Figure 6. 7. Pr®sentation de lôappareil ultrasonique, (a). Teste de lôappareil sur lô®prouvette de teste pour 

pr®parer lôappareil, (b). Pr®sentation de lôessais. 

ê partir de ces mesures, les vitesses de propagation des ondes longitudinales 6 et de 

cisaillement 6 sont obtenues comme suit [227,228]: 

                                                        6  ,  6                                                    (6.1) 

O½ , est la distance entre les transducteurs, Ô et Ô sont respectivement les temps de 

propagation des impulsions longitudinales et de cisaillement. Ces vitesses permettent ensuite 

de d®terminer le module de Young dynamique % et le coefficient de Poisson ג du mortier, selon 
les relations suivantes [227,228] : 

                                                              % 6ɾ                                                    (6.2) 

ג                                                                                                                                              (6.3) 

O½ ɾ est la masse volumique de l'®chantillon (kg/mį), 6 est la vitesse de l'onde longitudinale 

(m/s), 6 est la vitesse de l'onde de cisaillement (m/s), % est le module de Young dynamique 
(GPa) et ג est le coefficient de Poisson. 

Les ®quations (6.2) et (6.3) sont valides sous lôhypoth¯se que le mat®riau se comporte comme 

un milieu ®lastique, homog¯ne et isotrope ¨ l'®chelle macroscopique, et que les ondes ultrason 

se propagent en r®gime lin®aire sans att®nuation significative. Bien que les mat®riaux 

cimentaires pr®sentent une microstructure complexe, ces relations ont ®t® largement utilis®es et 

valid®es dans de nombreuses ®tudes sur les p©tes, les mortiers et les b®tons pour l'®valuation de 

leurs propri®t®s m®caniques [35,36,37,39,79]. Le choix d'un mortier standard (sable, ciment, 

eau), tel que d®crit dans la section 6.2.2, permet ®galement de r®duire l'influence des 

a b 
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h®t®rog®n®it®s associ®es aux gros granulats et d'assurer un comportement globalement 

homog¯ne et isotrope ¨ l'®chelle consid®r®e. Dans ce contexte, l'application des ®quations (6.2) 

et (6.3) est justifi®e et coh®rente avec les pratiques commun®ment admises dans la litt®rature. 

Le tableau 6.2 r®sume les valeurs moyennes obtenues lors des essais non destructifs de 9 

®prouvettes ¨ 7, 14 et 28 jours de durcissement. Les r®sultats d®taill®s correspondant ¨ chaque 

®prouvette sont pr®sent®s dans les tableaux (6.4), (6.5), (6.6), correspondant respectivement aux 

trois ©ges ®tudi®s. 

 La vitesse de 

l'onde 

longitudinale 

ἤἸ (m/s) 

La vitesse de 

l'onde de 

cisaillement ἤἻ 
(m/s) 

Le 

coefficient 

de Poisson 

moyenne   

Le module de 

Young dynamique 

moyenne 

ἏἬ ἑἜἩ 

7 jours τȢψωτςρπ ςȢωχχσρπ 0.2062 44.6653 

14 jours υȢσπφρρπ σȢςςσσρπ 0.2076 52.4081 

28 jours φȢςχφπρπ σȢψπςςρπ 0.2100 73.0781 
Tableau 6. 2. Les valeurs moyennes des r®sultats des essais ultrason. 

Le tableau 6.2 met en ®vidence une augmentation progressive et marqu®e du module de Young 

dynamique % avec lô©ge du mortier, tandis que le coefficient de Poisson ג demeure 

relativement stable. Cette ®volution est directement li®e aux vitesses ultrason 6 et 6, utilis®es 

dans les ®quations (6.2) et (6.3). En effet, le gain de rigidit® du mat®riau se traduit par une 

augmentation des vitesses de propagation, en particulier celle de lôonde longitudinale 6, ce qui 

induit m®caniquement une ®l®vation de %. 

ê 7 jours, le module de Young dynamique % atteint environ 45 GPa, traduisant une rigidit® 
encore limit®e du mat®riau et sôexpliquant par des vitesses dôondes relativement faibles 

mesur®es 6 et 6 (les tableaux (6.4), (6.5), (6.6)). Entre 7 et 14 jours, lôaugmentation de % 

reste mod®r®e (å +15 %) : elle correspond ¨ une variation faible des vitesses ultrasonores et 

refl¯te une consolidation progressive de la microstructure avec un gain r®duit en compacit®. En 

revanche, entre 14 et 28 jours, lôaccroissement de % est nettement plus marqu® (å +35ï40 %) 

et sôaccompagne dôune augmentation notable des vitesses 6 et 6 (les tableaux (6.4), (6.5), 

(6.6)). Cette ®volution traduit une r®duction significative de la porosit® et une meilleure 

continuit® de la matrice, am®liorant directement la transmission des efforts et donc les 

propri®t®s ®lastiques. 

Par ailleurs, le coefficient de Poisson, d®termin® selon lô®quation (6.3), demeure quasi constant 

sur lôensemble de la p®riode ®tudi®e, indiquant que lôaugmentation du module de Young r®sulte 

essentiellement de la croissance conjointe de 6 et 6, sans variation notable de leur rapport. 

Les valeurs individuelles de 6, 6 et % et ג pour chaque ®prouvette sont pr®sent®s dans les 

tableaux (6.4), (6.5), (6.6), correspondant respectivement aux trois ©ges ®tudi®s. 

Une attention particuli¯re a ®t® port®e ¨ la comparaison des valeurs de module de Young 

Statique  %  et dynamique %  pour diff®rents types de roches, de nombreuses formules 
empiriques ®tant r®f®renc®es dans la litt®rature [225,229]. Ces formules sont soit lin®aires, 

comme le montre l'®quation (6.4), soit non lin®aires, comme le montre l'®quation (6.5). 

                                                                % Á % Â        (6.4) 

                                                                % Á %           (6.5) 
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La relation non lin®aire (Eq. 6.5) est g®n®ralement consid®r®e comme plus repr®sentative pour 

les mat®riaux et les roches pr®sentant une microfissuration significative ou une porosit® 

relativement ®lev®e, cas dans lesquels % cro´t moins rapidement que % Â  ρ. Tandis que 
la forme lin®aire (Eq. 6.4) reste applicable pour les mat®riaux plus compacts et homog¯nes. 

Dans notre ®tude, et pour un mortier standard tel que d®crit dans la section 6.2.2, nous avons 

retenu la forme lin®aire (Eq. 4), car elle est largement employ®e dans la litt®rature, aussi bien 

pour les roches que pour les mat®riaux cimentaires [266,267,268,269]. Dans tous les cas, les 

coefficients empiriques Á et Â doivent °tre d®termin®s exp®rimentalement pour chaque 
formulation de mortier, afin dôassurer la fiabilit® et la pertinence de la corr®lation. 

Lôutilisation de lô®quation (6.4) n®cessite la d®finition des param¯tres empiriques Á et Â, 
lesquels d®pendent fortement de la nature du mat®riau ®tudi®. Afin dôobtenir une relation 

repr®sentative du mortier consid®r®, un calibrage exp®rimental sp®cifique a ®t® entrepris. Pour 

ce faire, le module de Young statique % a ®t® d®termin® ¨ partir dôessais de flexion r®alis®s sur 
neuf ®prouvettes prismatiques de dimensions 160 Ĭ 40 Ĭ 40 mmį, ¨ lô©ge de 14 jours, 

conform®ment ¨ la norme dô£tat russe GOST 310.4-81 [223,224]. Lôessai a ®t® conduit en 

appliquant la charge de mani¯re monotone ®gal ¨ 2,5 KN, comme illustr® ¨ la figure 6.8. 

 

 

(a)                     (b) 

Figure 6. 8. Dispositif exp®rimental de lôessai de flexion trois points r®alis® sur les ®prouvettes 

prismatiques de dimensions 160 Ĭ 40 Ĭ 40 mmį ¨ lô©ge de 14 jours. 

Le choix de lô©ge de 14 jours pour ce calibrage sôexplique par sa repr®sentativit® dans 

lô®volution microstructurale du mortier. En effet, cet ©ge interm®diaire permet, dôune part, de 

r®duire lôinfluence de la forte variabilit® m®canique g®n®ralement observ®e aux jeunes ©ges (7 

jours) et, dôautre part, dô®viter les effets de stabilisation quasi compl¯te des propri®t®s 

m®caniques constat®s ¨ 28 jours. 

Le module de Young statique a ensuite ®t® calcul® ¨ partir des courbes forceïd®flexion 

moyenn®es, en utilisant la relation classique [223,224] : 

                                                                      %
Ў

Ў
                                                                     (6.6) 

O½ Ì est la port®e entre appuis (100mm), Â et È les dimensions de la section transversale (40mm 

Ĭ 40mm), & la charge appliqu®e (kN) et ɿ la d®flexion mesur®e (mm). 

Les r®sultats de la force et d®flexion moyen de 09 ®prouvette de quelques points dans la partie 

lin®aire ®lastique est pr®sent® dans le tableau 6.3 : 
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