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Résumé  

    Le travail présenté dans ce mémoire concerne l’analyse et la  synthèse des filtres à réponse 

impulsionnelle infinie bidimensionnelle (RII 2-D) d’ordre réduit. La synthèse est faite dans 

les deux domaines, spatial (temporel) avec deux méthodes, la méthode de Prony (Prony 

modifié) et méthode Itérative, et dans le domaine fréquentiel on utilise la méthode de 

programmation itérative semi-définie (SDP). Après la synthèse on fait une réduction d’ordre 

du système par la méthode de Quasi-Gramians. 

 

Mots clés : Stabilité, Calcul récursive, Phase linéaire, SDP, Espace d’état, Réalisation équilibrée, 

Réduction de modèles.   

 

Abstract  

   The work presented in this memory concerns model order reduction of the two-dimensional 

infinite impulse response filters (2-D IIR). The synthesis is performed in the two domains, 

spatial (temporal) with two methods, Prony’s method (modified Prony), Iterative method, and 

in the frequency domain we use the method of Semi-Definite iterative Programming (SDP). 

After the synthesis, we make an order reduction of the model by Quasi-Gramians method. 

 

Key words: Stability, Recursively computation, Linear phase, SDP, State space, Balanced realization, 

Model order reduction.    

 ملخص

العمل المبين في ىذه الرسالة معني بتحميل وتركيب المرشحات ثنائية البعد ذات الاستجابة غير المحدودة 
بروني )في المجال الزمني بواسطة طريقتين، طريقة بروني : تم التركيب في مجالين. ذو الدرجة المخفضة

بعد . أما في مجال الترددات استعممنا طريقة البرمجة المكررة نصف المعرفة. وطريقة التكرار (المعدلة
.                      عممية التركيب قمنا بتخفيض درجة المرشح باستعمال طريقة شبو الغراميان  

.استقرار، حساب تراجعي، طور خطي، ب ن م، فضاء الحالة ، تحقيق متوازن، نموذج مخفض الدرجة: كلمات مفتاحيه   
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Notation 

 
x(n1, n2) : Séquence (signal) bidimensionnelle. 

n1, n2  : Variables temporelles discrètes. 

δ(n1, n2) : Impulsion du Kronecker. 

h(n1, n2) : Réponse impulsionnelle. 

R : Région du support. 

z1, z2 : Variables complexes. 

ROC : Région de convergence (region of convergence). 

H(w1, w2) : Réponse fréquentielle. 

w1, w2 : Pulsations, Variables contenues. 

ARMA : Modèle Auto régressive à Moyenne Adaptée. 

p, q : Nombre des paramètres inconnus.  

SDP : Programmation semi-définie (Semidefinite programming). 

LMI : Matrices d’inégalité linéaire. 

gk : Gradient a l’itération k. 

F(x) : Matrice semi-définie positive. 

Ω : Espace fréquentielle. 

W(w1, w2) : Fonction de pondération. 

e  : Partie réel. 

P : Matrice définie positive. 

I : Matrice identité. 

ε : Prescriptive tolérance.  

x
h 
: Vecteur d’état horizontal de dimension n. 

x
v 
: Vecteur d’état vertical de dimension m. 

u
 
: Vecteur d’entrée de dimension l. 

y
 
: Vecteur de sortie de dimension p. 

T : Matrice de transformation du modèle. 

(r1, r2) : Ordre de modèle réduit . 

{A, B, C, d} : Matrices d'état du modèle numérique d'ordre (n, m). 

{Ar, Br, Cr, d} : Matrices d'état du modèle numérique d'ordre réduit (r1, r2) .   
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INTRODUCTION GENERALE 

 

    Les champs du traitement numérique du signal bidimensionnel et d'image numérique ont 

maintenu la vitalité énorme pendant les dernières quatre décennies et il y a chaque indication 

que cette tendance continuera. Amélioration en technologie fournissent des puces et des 

microprocesseurs de traitement des signaux qui ont été précédemment associés aux 

ordinateurs. Ces avances permettent le traitement des signaux sophistiquées et les algorithmes 

à traitement d'images à mettre en application en temps réel à un coût sensiblement réduit.          

    Des nouvelles applications continuent à être trouvées et les applications existantes 

continuent à augmenter dans des secteurs divers tels que des communications, électronique 

grand public, la médecine, la robotique, et la géophysique. Avec des avances en technologie 

de matériel et l'expansion dans les applications, de nouveaux algorithmes sont développés et 

des algorithmes existants mieux compris, qui en retour aboutissent à autre expansion dans les 

applications et donner un grand motif pour d'autres avances en technologie de matériel.  

    A un niveau conceptuel, il y a beaucoup de similitude entre le traitement des signaux 

unidimensionnels et le traitement des signaux bidimensionnels. Dans le traitement des 

signaux unidimensionnels, les concepts discutés sont le filtrage, transformé de Fourier, 

transformée de Fourier discrète, et ainsi de suite. Dans le traitement des signaux 

bidimensionnels, nous encore sommes concernés par les mêmes concepts. Par conséquent, les 

concepts généraux que nous développons dans le traitement du signal bidimensionnel peuvent 

être visualisés en tant qu'extensions directes des résultats dans le traitement du signal 

unidimensionnel.  

    A un niveau d'analyse détaillé, cependant, une grande différence existe entre le traitement 

du signal unidimensionnel et bidimensionnel. Par exemple, une différence principale est le 

nombre de données concerné dans des applications typiques (dans le traitement de la parole, 

en général 10.000 points d'informations traité dans une seconde, cependant, dans le traitement 

de vidéo, nous aurions 7.5 millions de points d'informations au traiter par seconde).  

    Une autre différence principale vient du fait qui les mathématiques utilisées pour le 

traitement du signal unidimensionnel sont souvent plus simples que cela utilisée pour le 

traitement du signal bidimensionnel. Par exemple, beaucoup de systèmes unidimensionnels 

sont décrits par des équations différentielles, alors que beaucoup de systèmes bidimensionnels 

sont décrits par des équations aux différences partielles, généralement beaucoup plus facile de 

résoudre des équations différentielles que des équations aux différences partielles.  

    Un autre exemple est l'absence du théorème fondamental de l'algèbre pour des polynômes 

bidimensionnels. Pour des polynômes unidimensionnels peut être factorisé comme produit des 

polynômes de 1
ére

 (2
éme

) ordre, la transformée en z de la réponse impulsionnelle du filtre 

numérique est factorisée comme produit des polynômes de 1
ére

 (2
éme

) ordre et implémenter ce 

filtre en cascade. La transformée en z de la réponse impulsionnelle d'un filtre numérique 

bidimensionnel ne peut pas, généralement être factorisée comme un produit des polynômes et 

la structure en cascade n'est pas donc une structure générale pour une réalisation de filtre 

numérique bidimensionnelle.   

    Une autre conséquence du la difficulté de factorisation d'un polynôme bidimensionnel est la 

difficulté de la stabilité du système. Dans un système unidimensionnel, les emplacements des 

pôles peuvent être déterminés facilement, et un système instable peut être stabilisé sans 

affecter la réponse d'amplitude par une simple manipulation des emplacements de pôles. Dans 

un système bidimensionnel, parce que les pôles sont des surfaces plutôt que des points et n'est 

aucun théorème fondamental d'algèbre, il est extrêmement difficile de déterminer les 

emplacements des pôles.  
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    En conséquence, le contrôle de la stabilité d'un système bidimensionnel et la stabilisation 

d'un système bidimensionnel instable sans affecter la réponse d'amplitude sont extrêmement 

difficiles. [1] 

    Un ensemble de cinq chapitres est présenté dans ce travail pour l’analyse et la synthèse des 

filtres à réponse impulsionnelle infinie (RII) bidimensionnelle (2-D) d’ordre réduit. 

    La synthèse est terminée dans les deux domaines, spatial (temporel) avec deux méthodes, la 

méthode de Prony (Prony modifie) et méthode Itérative, et Programmation itérative semi-

définie (SDP) dans le domaine fréquentielle. Après la synthèse on fait une réduction d’ordre 

du système par la méthode de Quasi-Gramians. 

    Le chapitre 1 est consacré à l’étude de signaux et systèmes bidimensionnelle, avec rappels 

sur la convolution 2-D, la stabilité, les systèmes à support spécial, et sur les propriétés 

principales de la transformée en z, et transformée de Fourier. 

    Dans le chapitre 2 on a résumée les caractéristiques générales du filtre numérique 

bidimensionnel, comme le filtre à phase linéaire, la classification des filtres selon le 

comportement fréquentiel et temporel. 

    On a étudie dans la troisième chapitre la synthèse des filtres numériques RII 2-D, et les 

problèmes que on peut trouver dans la procédure de la synthèse, comme la stabilité et le filtre 

à phase linéaire. Deux méthodes dans le domaine spatial peuvent résoudre ces problèmes, et 

un filtre stable et à phase approximativement linéaire peut obtenue par la méthode de SDP 

dans le domaine fréquentielle, ensuit une réduction d’ordre fait par la méthode de quasi-

Gramians, via la modélisation dans l’espace d’état dans le quatrième chapitre. 

    On fait les simulations à base du logicielle Matlab (version 7.1) suivis de leurs 

interprétations dans le chapitre 5. 

    Une conclusion générale est donnée à la fin de ce travail.    
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Chapitre 1                                                 

     Signaux et Systèmes Numériques Bidimensionnels 
 

1.1 Introduction 

    Un élément majeur en étudiant le traitement du signal est l'analyse, la synthèse, et 

l’implémentation d'un système qui transforme un signal d'entrée à un signal de sortie plus 

désirable pour une application donnée. Quand nous développant des résultats théoriques 

autour des systèmes, nous fréquemment imposons les contraintes des linéarités et invariance 

dans le temps. Bien que ces contraintes soient très restrictives, les résultats théoriques obtenus 

ainsi s'appliquent dans la pratique au moins approximativement à beaucoup de systèmes.  

 

1.2 Signaux et systèmes bidimensionnelles  

 

1.2.1 Les Signaux 
    Les signaux que nous considérons sont des signaux de l'espace discret. Un signal 

bidimensionnel dans l'espace discret (notée par x(n1, n2)) représente une séquence qui est 

défini pour toutes les valeurs entières  n1 et  n2. Un exemple d'une séquence x(n1, n2) est 

dessinée dans la figure 1.1, dans la figure, le sommet à (n1, n2) représente l'amplitude à  

(n1, n2). Il est difficile de dessinée un signal (séquence) 2-D dans une figure à trois dimensions 

comme suivant les indications de la figure 1.1. 
                                                                                  n2 
                                                                                        
                                                                                      x( n1, n2)                                                                   

 

                                                                                                                 (2)    (3)                                                                                                                           

                                                                                                                 (1)                          

                                                                                                                                                               n1 

 

 

 

  

 

 

Figure 1.1 Séquence bidimensionnelle x(n1, n2). 

 

    Beaucoup de séquences que nous utilisons ont des amplitudes de 0 ou de 1 pour de grandes 

régions de (n1, n2), dans ce cas, des cercle remplies avec les valeurs d'amplitude représentant 

entre parenthèses, et ont une amplitude de 1 au point sans spécification. La figure 1.2 donne le 

résultat quand cette simplification supplémentaire est faite à la  séquence dans la figure 1.1. 
                                                                             n2 
 
                                                                            x( n1, n2) 
 

 
                                                                                                    n1 
  

 

 

 
Figure 1.2 Alternatives méthode de dessinée un 2-D signal (séquence). 
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Exemples des séquences 

    Quelques classes des séquences jouent un rôle particulièrement important dans le traitement 

du signal 2-D, tel que l'impulsion du Kronecker.   

 

Impulsion du Kronecker : dénoté par le δ(n1, n2) est définit par:  

δ(n1, n2) = 


 

ailleurs

nn

,0

0,1 21
 

l'impulsion δ(n1, n2) est dessinée sur la figure 1.3, joue un rôle assimilé au d'impulsion δ(n)  

dans traitement du signal unidimensionnelle. 
                                                                             n2 
 
                                                                               δ ( n1, n2) 
 
                                                                                              n1        
 

                              

 

 

 

 

    Figure 1.4 Impulsion δ(n1, n2). 

 

    N'importe quelle séquence peut être représentée comme combinaison linéaire des 

impulsions décalées comme suit : 

                     x(n1, n2) =  









1 2

221121 ),(),(
k k

knknkkx                                      (1.1) 

La représentation de x(n1, n2) par (1.1) est très utile dans l'analyse des systèmes. 

 

Les séquences séparables : une séquence x(n1, n2) est dits séparable s'il peut être exprimé 

comme x(n1, n2) = f(n1)g(n2) où f(n1) et g(n2) sont des fonctions de n1 et n2 seulement, 

respectivement. 

     Une séquence 2-D typiquement n'est pas une séquence séparable. Malgré le fait que les 

séquences séparables constituent une classe très spéciale des séquences 2-D, ils jouent un rôle 

important dans le traitement du signal 2-D. Dans cas où les résultats qui s'appliquent aux 

séquences 1-D n'étendent pas généralement aux séquences 2-D d'une façon direct, ils font 

souvent pour les séquences séparables 2-D. Plus que ça, la séparabilité d'une séquence peut 

être exploitée afin de réduire le calcul dans divers contextes, tels que le filtrage et le calcul de 

la transformée de Fourier discrète. 

 

Les séquences périodiques : une séquence x(n1, n2) est dit périodique avec une période de 

N1×N2 si x(n1, n2) remplit la condition suivante : x(n1, n2) = x(n1 + N1, n2) = x(n1, n2 + N2) 

pour tout les (n1, n2)  où N1 et N2 sont des nombres entiers positifs.  

Par exemple, cos(π n1 + (π/2)n2) est une séquence périodique avec une période de 24, depuis 

cos(π n1 + (π/2)n2) = cos( π( n1+2)+ (π/2)n2) = cos( π n1+ (π/2)(n2 + 4)) pour tout (n1, n2).  
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1.2.2 Les Systèmes 

 

Système linéaire discret invariant dans le temps (LIT) 

    Une relation d'entrée-sortie s'appelle un système s'il y a une seule sortie pour n'importe 

quelle d'entrée donnée. 

    Un système T qui associe une entrée x(n1, n2) à un sortie y(n1, n2) est représenté par: 

y(n1, n2) = T [x(n1, n2)] 

    Cette définition d'un système est très large. Sans aucune restriction, la caractérisation d'un 

système n'exige une relation complète d'entrée-sortie.  

    Connaître la sortie d'un système à un ensemble d'entrées ne nous permet pas généralement 

de ne déterminer la sortie du système à aucun autre ensemble d'entrées [1]. 

 

    Deux types de restriction qui simplifient considérablement la caractérisation et l'analyse 

d'un système sont des linéarités et invariance dans le temps. Dans la pratique, heureusement,  

beaucoup de systèmes peuvent être approximer par un système linéaire et invariant dans le 

temps.  

 

    La linéarité d'un système T est définie par : 

         Linéarité   T [ax1(n1, n2) + bx2(n1, n2)] = ay1(n1, n2) + by2(n1, n2)                (1.2) 

avec T [x1(n1, n2)] = y1(n1, n2), T [x2(n1, n2)] = y2(n1, n2), a et b sont des constantes, 

Cette condition s'appelle le principe de la superposition. 

    L'invariance dans le temps (IT) ou l'invariance dans l'espace d'un système est définie par : 

         Invariant dans le temps  T [x(n1 – m1, n2 – m2)] = y(n1 – m1, n2 – m2)          (1.3)      

avec y(n1, n2) = T [x(n1, n2)] et m1 et m1 sont des nombres entiers. 

    Considérer un système linéaire T. Utiliser (1.1) et (1.2), nous pouvons exprimer la sortie  

y(n1, n2) pour une entrée x(n1, n2)  par : 

            y(n1, n2) = T [x(n1, n2)] = T 







 







1 2

),(),( 221121

k k

knknkkx   

                                                 =   









1 2

),(),( 221121

k k

knknTkkx                        (1.4) 

De (1.4), un système linéaire peut être complètement caractérisé par la réponse du système au 

d'impulsion δ(n1, n2) et à son de décalages δ(n1 – k1, n2 – k2).  

    Si nous savons T [δ(n1 – k1, n2 – k2)] pour toutes les valeurs entières de k1 et de k2, la sortie 

du système linéaire à n'importe quelle entrée x(n1, n2) peut être obtenue à partir (1.4). 

    La caractérisation de système est encore simplifiée si nous imposons la restriction 

supplémentaire de l'invariance dans le temps. 

    Supposer que nous indiquons la réponse d'un système T à une entrée δ(n1, n2) par h(n1, n2) : 

                                                 h(n1, n2) = T [δ(n1, n2)]                                                (1.5) 

De (1.3) et (1.5), 

                              h(n1 – k1, n2 – k2) = T [δ(n1 – k1, n2 – k2)]                                      (1.6)             

    Pour un système linéaire discret invariant dans le temps (LIT), puis, de (1.4) et (1.6), la 

relation d'entrée-sortie est donnée par: 

                         y(n1, n2) = T [x(n1, n2)] =  









1 2

221121 ),(),(
k k

knknhkkx              (1.7) 
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    L'équation (1.7) dit qu'un système de LIT est complètement caractérisée par la réponse 

d'impulsion h(n1, n2). Spécifiquement, pour un système de LIT, la connaissance de h(n1, n2) 

seul nous permet de déterminer la sortie du système à n'importe quelle entrée de (1.7). 

    L'équation (1.7) désigné sous le nom de la convolution 2-D est dénotée par l'opérateur "*" 

comme suit : 

    Pour un système LIT 

                                                   y(n1, n2) = x(n1, n2) * h(n1, n2) 

                                                                 =  









1 2

221121 ),(),(
k k

knknhkkx              (1.8) 

 

Systèmes séparables (filtres) 

    Les systèmes séparables forment une classe importante des filtres 2-D. Ils sont employés 

couramment dans la synthèse, l'analyse, et l’implémentation des systèmes 2-D, 

principalement due à la simplicité de l'analyse qu'ils offrent. Au plus de ça, le test de la 

stabilité des filtres séparables est équivalent au test de deux systèmes 1-D [2].  

    

1.3 Convolution 2-D 
    La convolution dans (1.8) a un certain nombre de propriétés qui sont des extensions 

directes de cas unidimensionnel. Une partie du plus important est énumérée ci-dessous. 

Commutativité 

                              x(n1, n2) * y(n1, n2) = y(n1, n2) * x(n1, n2)                                      (1.9) 

Associativité 

                 (x(n1, n2) * y(n1, n2)) * z(n1, n2) = x(n1, n2) * ( y(n1, n2) * z(n1, n2))           (1.10) 

Distributivité 

   x(n1, n2) * (y(n1, n2) + z(n1, n2)) = (x(n1, n2) * y(n1, n2)) + (x(n1, n2) *z(n1, n2))      (1.11) 

Convolution avec l'impulsion décalée 

                           x(n1, n2) * δ(n1 – m1, n2 – m2) = x(n1 – m1, n2 – m2)                         (1.12) 

 

    La convolution de deux séquences x(n1, n2) et h(n1, n2) de (1.8) peut être interprétée en tant 

que multiplier deux séquences x(n1, n2) et h(n1 – k1, n2 – k2), qui sont des fonctions des 

variables k1 et k2, et addition du produit au-dessus de toutes les valeurs entières de k1 et k2. 

 

    Un système de LIT est dit séparable, si sa réponse d'impulsion h(n1, n2) est une séquence 

séparable. Pour un système séparable, il est possible réduit le nombre d'opérations 

arithmétiques exigées pour calculer la somme de convolution. Pour des grands nombres de 

données, comme typiquement trouvés dans les images, la réduction de calcul peut être 

considérable. Pour montrer ça, considérer une séquence d'entrée x(n1, n2) du N N  points et 

d'une réponse d'impulsion h(n1, n2)  du MM points: 

x(n1, n2) = 0 dehors 0 ≤  n1, n2 ≤ N – 1, et  

h(n1, n2) = 0 dehors 0 ≤  n1, n2 ≤ M – 1.  

où N >> M dans des cas typiques. Si (1.8) est utilisé directement pour calculer y(n1, n2), 

approximativement (N + M – 1)
2
M

2
 opérations arithmétiques  (une opération arithmétique = 

une multiplication et une addition) sont exigées puisque le nombre de points différents de zéro 

de sortie est (N + M – 1)
2
 et calculant chaque point de sortie exige M

2
 des opérations 

arithmétiques.  
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    Si h(n1, n2) est une séquence séparable, il peut être exprimé par : 

h(n1, n2) = h(n1)h(n2),  

h(n1) = 0 dehors 0 ≤  n1 ≤ M – 1,  

h(n2) = 0 dehors 0 ≤  n2 ≤ M – 1. 

(1.8) rendre 

                                       y(n1, n2) =  









1 2

22211121 )()(),(
k k

knhknhkkx  

                                                     =  









1 2

22221111 )(),()(
k k

knhkkxknh                  (1.13) 

    Pour un k1 fixe, 





2

22221 )(),(
k

knhkkx  dans (1.13) est une convolution 1-D de x(n1, n2) et 

de h2(n2), exploitant la séparabilité de h(n1, n2), exige approximativement NM(N + M –1) + 

M(N + M –1)
2
 opérations arithmétiques. Ceci peut être une économie de calcul considérable 

au-dessus de (N + M –1)
2
M

2
. Si nous supposons N >> M, exploitant la séparabilité de  

h(n1, n2), réduit le nombre d'opérations arithmétiques par approximativement un facteur de 

M/2 [1]. 

 

1.4 Systèmes stables et systèmes de support spécial 
    Pour des raisons pratiques, il est souvent approprié imposent des contraintes 

supplémentaires à la classe des systèmes que nous considérons. Les systèmes stables et les 

systèmes de support spécial ont de telles contraintes. 

 

1.4.1 Systèmes stables 
    Un système est considéré stable dans le sens (BIBO) si et seulement si à toute entrée bornée 

correspond une sortie bornée. La stabilité est une contrainte désirable à imposer, puisqu'un 

système instable peut produire d'une sortie illimitée, qui peut cause la surcharge de système 

ou d'autres difficultés. 

    De ces définition et (1.8), il peut montrer qu'un état nécessaire et suffisant pour qu'un 

système de LIT soit stable est que sa réponse d'impulsion h(n1, n2) soit absolument 

sommable : 

         Stabilité d'un système LIT     






1 2

21,
n n

nnh                                         (1.14) 

 (1.14) est une extension directe des résultats de système 1-D, les systèmes 2-D diffèrent 

considérablement des systèmes 1-D quand la stabilité de système est testée [1]. 

 

1.4.2 Systèmes de support spécial (causalité) 
    Un système 1-D est dit causal si et seulement si la sortie actuelle y(n) ne dépend d'aucune 

valeur future d'entrée, par exemple, x(n +1), x(n + 2), x(n + 3), . . . , utilisation de cette 

définition, nous pouvons prouver qu'un état nécessaire et suffisant pour qu'un système de LIT 

1-D soit causal est que sa réponse d'impulsion h(n) soit zéro pour n < 0. La causalité est une 

contrainte désirable à imposer en synthèse les systèmes 1-D. Un système non causal exigerait 

éléments de retard, qui sont indésirable dans des applications telles que le traitement de parole 

en temps réel. 
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    Dans les applications typiques de traitement du signal 2-D telles que traitement d'images, la 

contrainte de causalité peut ne pas être nécessaire. A un moment donné, une trame complète 

d'une image peut être disponible pour le traitement, et elle peut être traitée de gauche à droite, 

de haut en bas, ou dans n'importe quelle direction on choisit.   

    Bien que la notion de la causalité ne pas être utile dans le traitement du signal 2-D, il est 

utile d'étendre la notion qu'un système (LIT) 1-D causal à une réponse d'impulsion h(n) dont 

les valeurs différentes de zéro se situent dans une région particulière.    

    Un système (LIT) 2-D dont la réponse impulsionnelle h(n1, n2) a toutes ses valeurs 

différentes de zéro dans une région particulière s'appelle un système de support spécial. 

    Un système (LIT) 2-D est dit un système de support de quart de cercle (quadrant support) 

quand sa réponse impulsionnelle h(n1, n2) est une séquence de support de quart de cercle.  

    Une séquence de support de quart de cercle, est un qui a toutes ses valeurs différentes de 

zéro dans un quart de cercle. Un exemple d'une séquence de support de premier quart de 

cercle est la séquence u(n1, n2) l'échelon d'unité. 

 

    Un système (LIT) 2-D est dit un système de support intercalé (wedge support) quand sa 

réponse impulsionnelle h(n1, n2) est une séquence de support intercalé enter deux lignes.          

    Considérer deux lignes émanant de l'origine. Si toutes les valeurs différentes de zéro dans 

une séquence se situent dans la région bornée par ces deux lignes, et l'angle entre les deux 

lignes est moins que 180°, la séquence s'appelle une séquence de support intercaler.  

    Des séquences de support de quart de cercle et les séquences de support intercalé sont 

étroitement liées. Une séquence de support de quart de cercle est toujours une séquence de 

support intercalé. Il peut démontrer que n'importe quel séquence de support de intercaler peut 

toujours être dessinée à un premier quart de cercle par une linéaire transformation sans 

affecter sa stabilité ce qui est très utile en étudiant la stabilité d'un 2-D système [1]. 

 

1.5 Équation aux différences à coefficients constants linéaires 

    Les équations aux différences jouent un rôle plus important pour des systèmes d'espace 

discret que font les équations différentielles pour les systèmes analogiques.  En plus de 

représenter une classe large des systèmes d'espace discret, les équations aux différences 

peuvent être utilisées pour produire récursivement de leurs solutions. Ce dernier avantage peut 

être exploité en réalisant des filtres numériques à réponses impulsionnelle infini.  

 

 

   On considère une équation aux différences à coefficient constantes linéaire de la formule 

suivante : 

       



ba RkkRkk

knknxkkbknknykka
),(

221121

),(

221121

2121

),(),(),(),(      (1.15) 

où a(k1, k2) et b(k1, k2)  sont des séquences réel connus avec un nombre fini des amplitudes 

différentes de zéro, Ra représente la région dans (k1, k2) tels que a(k1, k2) est différent de zéro, 

et Rb est assimilé défini. Pour la convenance, nous nous référerons à une équation aux 

différences à coefficients constants linéaire simplement comme équation aux différences, et 

nous supposons que a(k1, k2) est zéro pour (k1, k2)Ra, et b(k1, k2)  est zéro pour (k1, k2)Rb. 

    Une équation aux différences ne spécifie pas seulement un système, puisqu'il y a beaucoup 

de solutions de y(n1, n2) de (1.15) pour un x(n1, n2) donné. Pour spécifier une solution unique, 

un ensemble de conditions initiales est nécessaire. 
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    Puisque les conditions initiales doivent donnée des informations suffisantes pour que nous 

déterminent les formules fonctionnelles spécifiques et les constants associer aux fonctions, ils 

se composent typiquement d'un nombre infini des valeurs dans la sortie y(n1, n2). Avec cette 

remarque, le cas 2-D diffère fondamentalement du cas 1-D.  

    Dans le cas 1-D, une équation aux différences spécifie une  solution dans des constants 

arbitraires. Par exemple, une équation aux différences 1-D d'ordre N spécifie une solution 

avec des N constants, ainsi des N conditions initiales (les valeurs de N dans la sortie y(n)) sont 

généralement suffisantes pour spécifier une solution unique. Dans le cas 2-D, nous avons 

besoin typiquement des conditions initiales qui comportent un nombre infini des points dans 

la sortie y(n1, n2) [1].    

    Puisqu'un filtre numérique est un système linéaire et invariant dans le temps (LIT), nous 

besoin de forcer l'équation aux différences pour devenir un système de LIT. Ceci peut être fait 

en choisissant un ensemble approprié des conditions initiales. 

 

1.5.1 Équations aux différences dans systèmes linéaires et invariant dans le 

temps 
    La seule méthode pour forcer une équation aux différences avec des conditions initiales 

pour être un système de LIT est de suivre les trois étapes suivantes en choisissant les 

conditions initiales : 

Étape 1 : interprètent l'équation aux différences comme procédure de calcul spécifique. 

Étape 2 : déterminent RBC, la région (n1, n2) pour lequel les conditions initiales sont 

appliquées, comme suit : 

(a) Déterminer Rh, la région du support de la réponse impulsionnelle h(n1, n2). 

(b) Déterminer Ry, la région du support de la sortie y(n1, n2), à partir du Rh et du Rx, où Rx est 

assimilé défini. 

(c) RBC : tout le (n1, n2)   Ry. 

États 3 : les conditions initiales: mettre y(n1, n2) = 0 pour (n1, n2)RBC.  

    Étape 1 s'assure que nous choisirons un sur les nombreux systèmes qui peuvent être dérivés 

d'une équation aux différences donnée. Étape 2 s'assure que les conditions initiales seront 

choisies telles qu'ils décaleront que l'entrée est décalée, et ils ne dépasser pas la limite avec le 

résultat de convolution de l'entrée avec la réponse impulsionnelle du système. Étape 3 s'assure 

que les conditions initiales que nous imposons sont des zéros. 

    Quand nous choisissons les conditions initiales après ces trois étapes, nous constaterons que 

l'équation aux différences en résultant avec des conditions initiales deviendra un système de 

LIT [1]. 

 

1.5.2 Calcul récursif   
    L'équation aux différences avec des conditions initiales joue un rôle particulièrement 

important dans le traitement numérique des signaux, puisque c'est la seule méthode en 

pratique de réaliser un filtre numérique RII [1]. Comme nous avons discuté dans les sections 

précédentes, l'équation aux différences peut être utilisée comme procédure récursive pour 

calculant la sortie.  

    Nous définissons un système pour être récursivement calculables (recursively computable) 

quand là existe un chemin que nous pouvons suivre en calculant chaque point de sortie 

récursivement, un point calculable à la fois. De la définition d'un système récursivement 

calculable, il peut démontrer que non toutes les procédures de calcul résultant des équations 

aux différences sont récursivement calculables.  
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    Il peut montrer que si un système est récursivement calculable, si la sortie a support 

intercaler. Pour une entrée de séquence x(n1, n2), la sortie de support intercaler est non 

seulement nécessaire, mais également suffisant pour que le système pour être récursivement 

calculable [1].  

 

1.6 Transformée en z  
    La transformée en z d'une séquence x(n1, n2) est dénotée par X(z1, z2) et est définie par 

                                       X(z1, z2) =  










1 2

21

2121 ),(
n n

nn
zznnx                                     (1.16) 

où z1 et z2 sont des variables complexes. Puisque chacune des deux variables complexe est 

évaluées dans espace de deux dimension 2-D, l'espace pour évaluées (z1, z2) est espace de 

quatre dimension 4-D. Il est ainsi extrêmement difficile de visualiser des points ou des 

segments de X(z1, z2). 

    Supposer que X(z1, z2) de (1.16) est évalué sur (z1 = r1 1jw
e , z2 = r2 2jw

e ), où r1 et w1 sont le 

rayon et l'argument dans le plan de z1, et r2 et w2 sont le rayon et l'argument dans le plan de z2, 

la fonction X(z1, z2) peut être exprimée par : 

               

 21

1 2

221121

2
22,1

11

2121

212121

),(

),(),(

nn

n n

njwnjwnn

rrnnxF

eerrnnxzzX
jw

erz
jw

erz















  
            (1.17) 

où  21

2121 ),(
nn

rrnnxF
  représente la transformée de Fourier du 21

2121 ),(
nn

rrnnx
 . Puisque la 

convergence uniforme de  ),( 21 nnxF exige que x(n1, n2) absolument sommable, de (1.17), la 

convergence uniforme de la transformée en z de x(n1, n2) exige que 21

2121 ),(
nn

rrnnx


 

absolument sommable: 

                                                  











1 2

21

2121 ),(
n n

nn
rrnnx                                    (1.18) 

où r1 = 1z  et r2 = 2z , de (1.18), la convergence de X(z1, z2) dépendra généralement de la 

valeur de r1 = 1z  et r2 = 2z .Par exemple, pour la séquence l'échelon d'unité u(n1, n2), 

21

21

nn
rr
 u(n1, n2) est absolument sommable seulement pour ( 1z >1, 2z >1), ainsi sa 

transformée en z converge seulement pour ( 1z >1, 2z >1). 

    La région dans le plan (z1, z2) où X(z1, z2) converge uniformément s'appelle la région de la 

convergence (region of convergence: ROC ) [1]. 

    La région de la convergence joue un rôle important dans la représentation de transformée 

en z d'une séquence. 

 

1.6.1 Propriétés de la transformée en z 2-D 
    Beaucoup de propriétés de la transformée en z peuvent être obtenues à partir de la 

définition de transformée en z de (1.16). Certaines des propriétés plus importantes sont 

énumérées dans le Tableau 1.1. Toutes les propriétés excepté la propriété 3 et la propriété 7 

peuvent être visualisées en tant qu'extensions direct du cas unidimensionnel. La propriété 3 

s'applique aux séquences séparables, et la propriété 7 peut être utilisée dans la détermination 

transformée en z d'une séquence de support de premier quart de cercle obtenu par la 

transformation linéaire des variables d'une séquence de support intercaler [1]. 
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Tableau 1.1 Propriétés de la transformée en z 2-D 

Propriété la région de la 

convergence ROC 

x(n1, n2) ↔ X(z1, z2), ROC: Rx 

y(n1, n2) ↔ Y(z1, z2), ROC: Ry 

 

Propriété 1 Linéarité:  

ax(n1, n2)+by(n1, n2)↔aX(z1, z2)+bY(z1, z2)        
 

Propriété 2 Convolution :  

x(n1, n2)*y(n1, n2) ↔ X(z1, z2)Y(z1, z2)             
 

Propriété 3 Séquence séparable :  

x1(n1) x2(n2) ↔ X1(z1)X2(z2)           
                                                                                                                   

 

 

 

 

 

Propriété 4 Décalage:  

x(n1 – m1, n2 – m2) ↔ X(z1, z2) 21

21

mm
zz
            

 

 

 

 

Propriété 5 Différentiation : 

            a)  -n1x(n1, n2)↔ 1

1

21 ),(
z

z

zzX




,    

            b) –n2x(n1, n2) ↔ 2

2

21 ),(
z

z

zzX




,    

Propriété 6 Symétrie : 

           a)  x
*
(n1, n2) ↔ X

*(z1
*
, z2

*
),              

          b) x(– n1, – n2) ↔ X (z1
-1

, z2
-1

),    

 

Propriété 7 Transformation linéaire des variables : 

x(n1, n2) = y(n1, n2)
2413222111 , nlnlmnlnlm  ↔ Y(z1, z2) = ),( 4231

2121

llll
zzzzX  

 

 

 

 

au moins Rx∩ Ry 
 

 

au moins Rx∩ Ry 
 

 

 

1z ROC de X1(z1) et 

2z ROC of X2(z2). 

 

 

 

Rx à l'exception 

possible de 1z  = 0, , 

2z  =  0, . 

 

 

Rx, 

 

Rx, 

 

 

Rx 
1

1

z ,
1

2

z dans Rx 

 
 

ROC: 31

21

ll
zz , 42

21

ll
zz dans 

Rx. 

 

 

1.6.2 Transformée en z inverse 2-D 
    La définition de transformée en z de (1.16) peut être utilisée en déterminant la transformée 

en z et le ROC d'une séquence 2-D. Comme dans le cas unidimensionnelle, utiliser (1.16) et 

l'intégral du Cauchy, nous pouvons déterminer la relation de transformée en z inverse qui 

exprime x(n1, n2) en fonction de X(z1, z2) et de son ROC. 

                                   x(n1, n2) =  


1 2

21

21

1

2

1

1212
),(

)2(

1

C C

nn
dzdzzzzzX

j
                  (1.19) 

où C1 et C2 sont deux contours dans le ROC de X(z1, z2), C1 est un contour fermée qui encercle 

dans le sens antihoraire dans le plan z1 pour n'importe quel z2 fixe, sur le C2, et le C2 est un 

contour fermée qui encercle dans le sens antihoraire dans le plan z2 pour n'importe  
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quel z1 fixe, sur le C1, une séquence x(n1, n2) n'est pas uniquement spécifiée par X(z1, z2) 

seulement. 

    Depuis les contours C1 et C2 peuvent être déterminés du ROC de X(z1, z2), cependant, une 

séquence x(n1, n2) est uniquement spécifiée par X(z1, z2) et son ROC : 

x(n1, n2) ↔ X(z1, z2), ROC 

    Théoriquement, (1.19) peut être utilisé directement en déterminant x(n1, n2) de X(z1, z2) et 

son ROC. Dans la pratique, cependant, il est extrêmement pénible d'exécuter l'intégration de 

contour même pour des problèmes simples [1]. 

    Pour les signaux 1-D, des approches qui ont été utiles en exécutant le fonctionnement de 

transformée en z inverse sans évaluation explicite l'intégration de contour comme expansion 

de série, fraction partielle, et utilisation les propriétés de transformée en z. 

Pour les signaux 2-D, malheureusement, la méthode fraction partielle n'est pas une procédure 

générale. Dans le cas 1-D, la factorisation de tout 1-D polynôme D(z) comme produit des 

polynômes d'ordres inférieur est garanti par le théorème fondamental de l'algèbre. Un 2-D 

polynôme, cependant, ne peut pas en général être factorisé comme produit des polynômes de 

d'ordres inférieur. Par conséquent, il n'est pas généralement possible d'utiliser une procédure 

analogue. 

    Car de la difficulté impliquée dans la méthode fraction partielle, aucune méthode en 

pratique connue pour exécuter la transformée en z inverse d'une séquence général 2-D. Ce 

limitation d'utilité de la transformée en z de séquence 2-D est comparable à la transformée en 

de séquence1-D [1]. 

 

1.7 Fonctions transfert d'un système 2-D 
    Dans les sections précédentes, nous avons prouvé qu'avec un choix approprié des 

conditions initiales, une équation aux différences avec des conditions initiales peut être 

considérée un système de LIT. Considérer une équation aux différences de la forme 

        



ba RkkRkk

knknxkkbknknykka
),(

221121

),(

221121

2121

),(),(),(),(               (1.20) 

où a(k1, k2) et b(k1, k2) sont des séquences fini avec des amplitudes différentes de zéro en Ra et 

Rb respectivement. 

    Par la transformée en z de deux côtés de (1.20), nous avons 

                                    





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),(                   (1.21) 

    Le dénominateur et le numérateur de (1.21) sont la transformée en z de a(n1, n2) et de 

b(n1,n2), et peut donc être exprimé comme A(z1, z2) et B(z1, z2) respectivement. La fonction 

transfert H(z1, z2) peut alors être exprimée par 

                                  













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b
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),(

2121
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),(

),(

),(
),(                    (1.22) 

    Les fonctions A(z1, z2) et B(z1, z2) sont des polynômes d'ordre fini en z1 et z2.  

La fonction H(z1, z2), qui est une rapport de deux polynômes d'ordre fini, s'appelle une 

fonction rationnelle. Si A(z1, z2) ne peut pas être écrit comme un produit de deux polynômes 

d'ordre fini, il est dit irréductible. S'il y a aucun facteur commun ce ne divise A(z1, z2) et  

B(z1, z2), A(z1, z2) et B(z1, z2) sont dits co-premier.  



16 

 

   Une fonction rationnelle H(z1, z2) est dit irréductible si A(z1, z2) et B(z1, z2) sont co-premiers.  

 

1.8 Transformée de Fourier 2-D 

    C'est un fait remarquable que n'importe quelle séquence stable x(n1, n2) peut être obtenue 

en combinant convenablement des exponentiels complexes de la forme X(w1, w2) 2211 njwnjw
ee .  

    La fonction X(w1, w2), qui représente l'amplitude associée à l'exponentiel complexe 
2211 njwnjw

ee peut être obtenue à partir de x(n1, n2). Les relations entre x(n1, n2) et X(w1, w2) sont 

donnés par: 

Paire de transformée de Fourier de l'espace discret 

                                      X(w1,w2) =  










1 2

2211),( 21

n n

njwnjw
eennx                             (1.23a) 

                                    x(n1, n2) =   







 1

2211

2
21212

),(
)2(

1

w

njwnjw

w
dwdweewwX     (1.23b) 

    L'équation (1.23a) montrer comment l'amplitude X(w1, w2) associée à l'exponentiel 
2211 njwnjw

ee peut être déterminée de x(n1, n2). La fonction X(w1, w2)  s'appelle la transformée de 

Fourier de l'espace discret de x(n1, n2), ou brièvement la transformée de Fourier. L'équation 

(1.23b) montré comment les exponentiels complexes X(w1, w2) 2211 njwnjw
ee ont spécifiquement 

combiné pour former x(n1, n2). La séquence x(n1, n2) s'appelle transformée de Fourier de 

l'espace discret inverse ou brièvement la transformée de Fourier inverse de X(w1, w2).  

De (1.23), il peut voir que X(w1, w2) est en général complexe, quoique x(n1, n2) être réel. 

    Il est  préférable d'exprimer X(w1, w2) en termes de son amplitude ),( 21 wwX  et de phase 

θX(w1, w2) ou en termes de sa partie réelle XR(w1, w2) et partie imaginaire XI(w1, w2) par : 

                           X(w1, w2) = ),(),(),( 2121

),(

21
21 wwjXwwXewwX IR

wwj X 


          (1.24) 

De (1.23), il peut également voir que X(w1, w2) est une fonction des variables continues w1 et 

w1, bien que x(n1, n2) soit une fonction des variables discrètes n1 et du n2.  

X(w1, w2) est toujours périodique avec une période de 2π×2π; c'est-à-dire,  

X(w1,w2) = X(w1 + 2π, w2) = X(w1 , w2 + 2π) pour tous les w1 et w1. Nous pouvons également 

prouver que la transformée de Fourier converge uniformément pour des séquences stables. 

    On dit que la transformée de Fourier de x(n1, n2) converge uniformément quand X(w1, w2) 

est fini et 

 
 






1

11

2

22

2211

21

),(),(limlim 2121

N

Nn

N

Nn

njwnjw

NN
wwXeennx  pour tous w1 et w2  

    Quand la transformée de Fourier de x(n1, n2) converge uniformément, X(w1, w2) est une 

fonction analytique et est infiniment différentiable par apport w1 et w2. 

 

1.8.1 Propriétés de la transformée de Fourier 
    Nous pouvons dériver un certain nombre de propriétés utiles des paires de transformée de 

Fourier du (1.23), certaines des propriétés plus importantes, utile dans la pratique, sont 

énumérés dans le Tableau 1.2. Les plupart sont essentiellement des extensions direct des 

propriétés de la transformée de Fourier 1-D. La seule exception est la propriété 4, qui 

s'applique aux séquences séparables. Si une séquence 2-D x(n1, n2) peut être écrit comme 

x1(n1)x2(n2), alors sa transformée de Fourier, X(w1, w2), est donnée par X1(w1)X2(w2) où X1(w1) 

et X2(w2) représentent la transformée de Fourier 1-D de x1(n1) et x2(n2) respectivement. Noter 

que cette propriété est très différente de la propriété 3, la propriété de multiplication.  
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Dans la propriété de multiplication, x(n1, n2) et y(n1, n2) sont des séquences 2-D. Dans la 

propriété 4, x1(n1) et x2(n2) sont séquences 1-D, et leur produit x1(n1)x2(n2) forment un 

séquence2-D [1]. 

  

Tableau 1.2 Propriétés de la transformée de Fourier 2-D 

Propriétés Correspondance mathématique 

x(n1, n2) ↔ X(w1, w2) 

y(n1, n2) ↔ Y(w1, w2) 

 

Propriété 1 Linéarité 

 

Propriété 2 Convolution 

 

Propriété 3 Multiplication 

 

 

 

Propriété 4 Séquence 

Séparable 

 

 

Propriété 5 Décalage 

 

 

 

Propriété 6 Différentiation 

 

 

 

Propriété 7 Valeur Initial 

 

 

 

 
 

Propriété 8  Théorème de 

Parseval 

 

 

 

 

 

 

 

Propriété 9 Symétrie  

 

 

 

 

 

ax(n1, n2) + b y(n1, n2) ↔ aX(w1, w2) + bY(w1, w2) 

 

x(n1, n2)*y(n1, n2) ↔ X(w1, w2)Y((w1, w2) 

 

(n1, n2)y(n1, n2) ↔ X(w1, w2)ΘY(w1, w2) 

          =   











 1 2
212211212

),(),(
)2(

1
ddwwYX  

 

x(n1, n2) = x1(n1)x2( n2) ↔ X(w1, w2) = X1(w1)X2(w2)        

 

 

a) x(n1 – m1, n2 – m2) ↔ X(w1, w2) 2211

21

mjwmjw
ee


   

b) 2211

21

njvnjv
ee x(n1, n2) ↔ X(w1 – v1, w2 – v2) 

 

a)  – jn1x(n1, n2) ↔
1

21 ),(

w

wwX




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b) – jn2x(n1, n2) ↔
2
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w

wwX




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a)  x(0, 0) =   
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dwdwwwXnnx  .  

  

a)    x(–n1, n2) ↔ X(–w1, w2),  b)    x(n1, –n2) ↔ X(w1, –w2), 

c)    x(–n1,–n2) ↔ X(–w1, –w2), d)    x*(n1, n2) ↔ X*(–w1,– w2),   

e)    x(n1,n2): réel ↔ X(w1, w2)= X*(–w1,– w2). 
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1.9 Conclusion  
    Un système linéaire et invariant dans le temps qui présente un filtre dans notre cas peut 

traduire par une réponse impulsionnelle ou une fonction transfert, nous besoins un des deux 

pour simulie la réponse fréquentielle d’un telle filtre. Dans la pratique on utiliser les 

coefficients de numérateur et/ou de dénominateur pour réalisée un filtre, et pour déterminer 

ces coefficients nous utilisons les méthodes de synthèse peut être dans les deux domaines, 

temporel et fréquentiel, et ces méthodes différent selon le type de filtre qui on peut 

synthétiser. Il y a deux types différents de filtres selon sa réponse impulsionnelle, filtre a 

réponse impulsionnelle finie (RIF) , et un filtre a réponse impulsionnelle infinie (RII), ils sont 

complètement différents dans la synthèse (selon les critères de la stabilité et la linéarité de la 

phase) et l’implémentation (réalisation en cascade ou en parallèle).   
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Chapitre 2                   

Caractéristiques des Filtres Numériques Bidimensionnels 
 

2.1 Introduction   
    Trois étapes sont généralement suivies en utilisant des filtres numériques. Dans la première 

étape, nous spécifions les caractéristiques requises du filtre. Le cahier des charges de filtre 

dépend, naturellement, de l'application destinée. Par exemple, si nous souhaitons restaurer un 

signal qui a été dégradé par bruit, les caractéristiques de filtre exigées dépendent des 

caractéristiques spectrales du signal et du bruit. La deuxième étape est synthèse de filtre. Dans 

cette étape, nous déterminons h(n1, n2), la réponse impulsionnelle du filtre, ou sa fonction de  

transfert H(z1, z2), qui satisfaire à cahier des charges des caractéristiques. La troisième étape 

est implémentation de filtre, dans laquelle nous réalisons un système discret avec h(n1, n2) 

donné ou H(z1, z2). Ces trois étapes sont corrélées, elle ne pas raisonnable, par exemple, de 

synthétiser un filtre qui ne peut pas être réalisable. Pour des raisons pratiques, nous nous 

limiterons à une certaine classe des filtres numériques. Une restriction est ce h(n1, n2) doit être 

réel. Dans la pratique, nous traiterons de données réelles. Pour s'assurer que le signal traité 

sera réel, nous exigerons de h(n1, n2) d'être réel. Une autre restriction est la stabilité de 

h(n1,n2), c.-à-d.,  









1 2

),( 21n n
nnh . Dans la pratique, une sortie pas bornée peut 

occasionner beaucoup de difficultés, par exemple, surcharge de système. Nous limiterons 

notre discussion, alors, à la classe des filtres numériques dont la réponse d'impulsion h(n1,n2) 

est réelle et stable [1]. 

 

2.2 Filtres à phase linéaire 
    On dit qu'un filtre numérique h(n1, n2) à phase linéaire (ou zero-phase ) quand sa réponse 

fréquentielle H(w1, w2) est une fonction réelle  

                                                   H(w1, w2) = H*(w1, w2)                                            (2.1) 

    Ne pas tous les filtres avec de réponse en fréquentielle réelle sont nécessairement des filtres 

à phase linéaire, depuis H(w1, w2) peuvent être négatifs. Dans la pratique, les régions de 

fréquence pour lequel H(w1, w2) est négative typiquement correspondre aux régions de bande 

coupée, et à une phase de 180° dans les régions de bande coupée a peu de signification. 

    Des propriétés de symétrie de la transformée de Fourier, (2.1) est équivalent dans le 

domaine spatial à: 

                                                      h(n1, n2) = h*(–n1, –n2)                                         (2.2) 

    Puisque nous considérons seulement h(n1,n2) réelle, (2.2) réduit à 

                                                       h(n1, n2) = h(–n1, –n2)                                          (2.3) 

    L'équation (2.3) dit que la réponse impulsionnelle d'un filtre à phase linéaire est symétrique 

par apport à l'origine. Une caractéristique d'un filtre à phase linéaire est sa tendance de 

préserver la forme du composant de signal dans la région de bande passante du filtre. Dans les 

applications telles que le traitement de la parole, la phase linéaire caractéristique d'un filtre 

n'est pas très critique. Le système auditif humain répond aux caractéristiques spectrales de 

grandeur de brève durée, ainsi la forme d'onde de la parole peut parfois changer 

rigoureusement sans auditeur humain pouvant la distinguer de l'original. Dans à traitement 

d'images, la caractéristique de phase linéaire semble être plus importante. Notre monde visuel 

se compose des lignes, des gribouillages, etc. Une phase non linéaire déformée les différents 

composants de fréquence qui composent les lignes et les gribouillages. Ceci déformer la 

forme de signal dans diverses voies, y compris le brouillage.  
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    La caractéristique de phase linéaire est tout à fait utile dans les applications telles que le 

traitement d'images, et il est très facile réaliser filtre a phase linéaire avec des filtres a réponse 

impulsionnelle fini (RIF). La synthèse et l'implémentation sont souvent simplifiées si nous 

avons besoin de filtre à phase linéaire [1]. 

    Considérer une réponse impulsionnelle de phase linéaire h(n1, n2), de (2.3) et la définition 

de transformée de Fourier de (1.23), la réponse fréquentielle H(w1, w2)  peut être exprimée par 

        H(w1, w2) = 




hRnn

nwnjw
eennh

),(

21

21

2211),(  

                         = h(0, 0) + 
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'
21

2211

),(

21 ),(

hRnn

nwnjw
eennh + 





"
21

2211

),(

21 ),(

hRnn

nwnjw
eennh  (2.4) 

où Rh est la région du support de h(n1, n2) et se compose de trois régions : (0, 0), R
'
h et R

"
h. 

La région R
"
h est renversée de R

'
h par apport à l’ origine. Combinaison des deux termes dans 

l'expression de côté droit de (2.4) et noter que h(n1, n2)= h(–n1, –n2), nous peut exprimer (2.4) 

par :                        H(w1, w2) = h(0, 0) + 





'
21

22112211

),(

2121 )),(),((

hRnn

nwnjwnwnjw
eennheennh  

                                        = h(0, 0) + 



'

21 ),(

221121 )cos(),(2

hRnn

nwnwnnh                         (2.5) 

De (2.5), H(w1, w2) pour un filtre RIF à phase linéaire peut toujours être exprimé comme 

combinaison linéaire des termes de cosinus de la forme )cos( 2211 nwnw  [1].  

    Le filtre h(n1, n2) de phase linéaire est symétrique par apport à l’ origine, 

approximativement le moitié des points dans h(n1, n2) sont indépendant. En conséquence, on 

dit que le filtre a la symétrie double (twofold). Dans quelques applications, telles que la 

conception des filtres circulairement symétriques, il peut être utile d'imposer des symétries 

supplémentaires à h(n1, n2). Une telle contrainte est symétrie quadruple (fourfold) donnée par 

                                           h(n1, n2) = h(–n1,n2) = h(n1,–n2)                                          (2.6) 

Dans le domaine de transformée de Fourier, (2.6) est équivalent à 

                                      H(w1, w2) = H(–w1, w2) = H(w1,–w2)                                       (2.7) 

Une autre de ce genre contraint de symétrie est une symétrie octuple (eightfold) donnée par 

                                 h(n1, n2) = h(–n1,n2) = h(n1,– n2) = h(n2, n1)                                 (2.8) 

Dans le domaine de transformée de Fourier, (2.8) est équivalent à 

                             H(w1, w2) = H(–w1, w2) = H(w1, –w2) = H(w2, w1)                           (2.9) 

    Les points indépendants de h(n1, n2) dans les symétries doubles, quadruples, et octuples 

sont dessinés dans la figure 2.1 pour le cas quand la région du support de h(n1, n2) est 

11×11points avec la forme carrée.   

   Pour une région donnée de support de h(n1, n2), les contraintes imposantes de symétrie 

réduit le nombre de paramètres indépendants qui doivent être estimés dans la synthèse et 

réduit le nombre d'opérations arithmétiques exigées dans l'implémentation [1]. 
                                                                                           n2                                               n2 

                                                                                           

 
                                                                                                         n1                                                n1                  
 
                                            

      

                                                                                                                                       (a)                   n2                           (b) 

Figure 2.1 11×11 points indépendants de h(n1, n2) avec  

(a) symétrie double, (b) symétrie quadruples, et (c) symétrie octuple. 

 

                                                                                                                                                                                                                                                                                       

                                                                                                                                                                                       n1                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                           

 

                                                                                                                                                                              (c) 
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2.3 Caractéristiques des filtres 

    Comme les filtres numériques 1-D, les filtres numériques 2-D sont généralement spécifiés 

dans le domaine de fréquence. Depuis H(w1, w2) = H(w1 + 2π , w2) = H(w1, w2 +2π ) pour tous 

(w1, w2), et pour –π ≤ w1 ≤ π , –π ≤ w2 ≤ π, H(w1, w2) est complètement spécifié.  En plus, 

depuis h(n1, n2) est assumé réel, H(w1, w2) = H*(–w1, –w2).  

    Spécifiant H(w1, w2) pour 0 ≤ w1 ≤ π , 0 ≤ w2 ≤ π  donc spécifient complètement H(w1, w2) 

pour tous w1 et w2.On dit qu'un filtre a une réponse fréquentielle circulairement symétrique, si 

H(w1, w2) est une fonction de w1
2
 + w2

2
 pour  2

2

2

1 ww et est constant en dehors du région 

–π ≤ w1 ≤ π , –π ≤ w2 ≤ π. On dit qu'un filtre a une réponse impulsionnelle circulairement 

symétrique, si h(n1, n2) est une fonction de n1
2
 + n2

2
, symétrie circulaire de H(w1, w2)  

implique la symétrie circulaire de h(n1, n2). La symétrie circulaire de h(n1, n2), cependant, 

n'implique pas la symétrie circulaire de H(w1, w2) . 

    Les réponses fréquentielles des filtres passe-bas, passe-haut, passe-bande, et coupe-bande 

idéaux circulairement symétriques sont affichées dans les figures 2.2 (a), (b), (c), et (d), 

respectivement. Les régions ombragées dans les figures ont l'amplitude 1, et les régions non 

ombragées ont l'amplitude 0.  
                                                                                   w2                                                    w2                       
                                                                                     π    H(w1, w2)                          π    H(w1, w2)    

 
                                                                 -π                               π           -π                               π   

                                                                                                          w1                                                                      w1 

 

 

                                                                                     -π                                            -π 

                                                                                  (a)                                             (b) 

                                                                                   w2                                                    w2                       
                                                                                      π    H(w1, w2)                          π    H(w1, w2)    

 
                                                                 -π                               π           -π                               π   

                                                                                                          w1                                                                      w1 

 

 

                                                                                     -π                                            -π 

                                                                                  (c)                                             (d) 

 

Figure 2.2 les réponses fréquentielles des filtres idéaux circulairement symétriques. 

 (a) Filtre passe-bas ;(b) filtre passe-haut ; (c) filtre passe-bande ;(d) filtre coupe-bande 

 

    Leurs réponses impulsionnelles correspondantes sont données par : 
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                                (2.10c) 

                                 ),(),(),( 212121 nnhnnnnh pbncb                                               (2.10d) 

où hpb(n1, n2), hph(n1, n2), hpbn(n1, n2) et hcb(n1, n2) représentent les filtres passe-bas, passe-

haut, passe-bande, et coupe-bande, respectivement, et J1(x) est la fonction Bessel de la 

première espèce et première ordre [1]. 
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    Depuis H(w1, w2) est en général une fonction complexe de (w1, w2), nous doit spécifier 

l'amplitude et la phase de H(w1, w2). Pour le filtre RIF, nous avons besoin de la phase linéaire, 

ainsi nous devons spécifier seulement la grandeur de l'amplitude. 

    La méthode la plus utilisée généralement avec la caractéristiques de l'amplitude s'appelle le 

schéma de tolérance (tolerance scheme). Pour illustrons ce schéma, considèrent la 

caractéristiques d'un filtre passe-bas. Dans le meilleur des cas, un filtre passe-bas a seulement 

une région de bande passante et une région de bande coupée. Dans la pratique, il est existe un 

bande de transition entre les deux régions ne peut pas être réalisée, la région de bande 

passante correspond (w1, w2)Rp et la région de bande coupée correspond (w1, w2)Rs, 

suivant les indications de la figure 2.3. La région de fréquence entre la bande passante et la 

bande coupée s'appelle la bande de transition.  
                                                                                                  

ppp RwwwwH  ),(,1),(1 2121                                             

                                                                               w2                           
sss RwwwwH  ),(,),( 2121                                                      

                                                                                   π     

                                                                                             bande passante (Rp) 

                                                              

                                                            -π                                   π                                                                              

                                                                                                          w1                             bande de transition (Rt) 

 

 

                                                                                                                                            bande coupée (Rs) 

                                                                                  -π 

                                                                                                                                               

Figure 2.3 schéma de tolérance du caractéristiques de filtre passe-bas 2-D. 

 

    Idéalement, l'amplitude est unité dans la région de bande passante et zéro dans la région de 

bande coupée. Dans la pratique, on requit de 1– δp ≤ )2,( 1 wwH  ≤1+δp pour w1, w2)Rp et 

)2,( 1 wwH  ≤ δs pour (w1, w2)Rs. Les constants δp et δs s'appellent la tolérance de bande 

passante et la tolérance de bande coupée, respectivement. 

    Un filtre passe-bas, alors, est complètement spécifié par δp et δs, Rp, Rs. D'autres filtres 

peuvent également être spécifiés d'une façon analogue. 

 

2.4 Classification des filtres numériques 2-D 

    Les filtres numériques 2-D peuvent être classifiés dans deux groupes. Dans le premier 

groupe, h(n1, n2) est une séquence fini, ainsi les filtres dans ce groupe s'appellent les filtres à 

réponse impulsionnelle fini (RIF). Dans le deuxième groupe, h(n1, n2) est une séquence 

infinie, ainsi des filtres dans ce groupe s'appellent les filtres à réponse impulsionnelle infini 

(RII), comme dans 1-D, les filtres RIF diffèrent considérablement dans la synthèse et 

l'implémentation des filtres RII. 

    Un filtre à réponse impulsionnelle infini à une séquence h(n1, n2) qui est infinie. En 

conséquence, un filtre RII diffère à quelques majeurs aspects que d'un filtre RIF. Par exemple, 

la stabilité n'est jamais un problème pour des filtres RIF dans la synthèse et l'implémentation, 

alors que c'est un problème très importante et problématique pour des filtres RII. D'une part, 

un filtre RII exige typiquement d'un nombre sensiblement plus petit des coefficients pour  

répondre à une caractéristique particulière de l'amplitude que fait un filtre RIF. 

    Comme des filtres RIF, l'utilisation des filtres RII comporte des caractéristiques, la 

synthèse et l'implémentation de filtre. Dans le cahier des charges de filtre RII, nous devons 

spécifier l'amplitude et la phase de la réponse fréquentielle H(w1, w2). 

Pour un filtre RIF, il est très facile de réaliser un filtre avec phase linéaire, avec un filtre RII, 

cependant, le contrôle de la caractéristique de phase est très difficile, en conséquence, 

seulement la réponse de l'amplitude est spécifiée quand un filtre RII est synthétiser. La 

caractéristique de phase du filtre en résultant est alors considérée comme acceptable. 
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    Si la phase linéaire est nécessaire, deux filtres RII ou plus sont combinés pour obtenir la 

phase linéaire pour le filtre global [1]. 

 

2.5 Comparaison des filtres 

    Les filtres RIF ont beaucoup d'avantages par rapport aux filtres RII. La stabilité n'est pas un 

problème dans la synthèse et l'implémentation de filtre de RIF. Pour des filtres RII, 

cependant, le test de la stabilité de filtre et la stabilisation d'un filtre instable sans affecter de 

manière significative l'amplitude sont des grands problèmes. La phase linéaire est simple à 

réaliser pour les filtres RIF. Synthèse des filtres RII à phase linéaire est possible, mais est plus 

impliqué que synthèse des filtres de RIF à phase linéaire. En plus, les méthodes de synthèse 

sont plus simples pour les filtres RIF que pour les filtres RII. 

    L'avantage principal d'un filtre RII par apport un filtre RIF est le nombre plus petit 

d'opérations arithmétiques exigées pour l'implémentation directe. Pour répondre aux mêmes 

caractéristiques d'amplitude, un filtre RIF exige de plus opérations arithmétiques 

(typiquement par un facteur de 5 à 30) pour un échantillon de sortie qu'un filtre RII. 

    Les filtres RII sont utiles, donc, principalement dans applications où l'implémentation peu 

coûteuse est très importante. En raison de leur avantage général par rapport aux filtres RII, les 

filtres RIF sont beaucoup plus communs dans la pratique. Cependant, la synthèse et 

l'implémentation des filtres 2-D RIF et RII sont des domaines de recherche actifs.  

    Les différences important entre les filtres 1-D et 2-D existent également dans la synthèse et 

l'implémentation de filtres numériques. Dans 1-D, il y a des méthodes pratiques pour la 

synthèse les filtres optimaux des filtres RIF et RII. Dans le 2-D, des méthodes pratiques qui 

peuvent être sûrement employées pour synthétisent les filtres optimaux de RIF ou RII n'ont 

pas été encore développées [1]. Dans 1-D, l'implémentation en cascade et en parallèles est des 

méthodes générales de réalisation pour des fonctions transferts rationaux. Dans le 2-D, 

l'implémentation en cascade et en parallèles ne peuvent pas généralement être utilisée pour la 

réalisation des fonctions transferts rationaux. La synthèse et l'implémentation sont plus 

complexes pour les filtres numériques 2-D que pour les filtres 1-D [1].  

 

2.6 Conclusion  
    Ce chapitre était consacré à l’étude des filtres à phase linéaire, et les caractéristiques d’un 

filtre dans le domaine de fréquence. L’analyse, la synthèse, et l’implémentation d’un filtre RII 

peut être plus difficile que d’un filtre RIF a cause des propriétés de  stabilité et la phase 

linéaire, qui sont ne pas problème dans la synthèse pour les filtre RIF.      
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Chapitre 3 

Synthèse des Filtres Numériques RII-2D 
 

3.1 Introduction 

    Un filtre RII avec une réponse impulsionnelle arbitraire h(n1, n2) ne peut pas être réalisé, 

depuis calculer chaque échantillon de sortie exige un grand nombre d'opérations 

arithmétiques. En conséquence, en plus d'exiger de h(n1, n2) d'être réel et stable, nous 

exigeons la transformée en z de h(n1, n2) être rational et récursivement calculable. 

Spécifiquement, nous exigeons de H(z1, z2), la transformée en z de h(n1, n2) , d'être une 

fonction rational de la formule similaire que l’équation (1.22). 

    En plus, nous exigeons une région du support intercalé pour la sortie de system [1]. 

 

3.2 Problème de synthèse 

    Le problème de synthèse d’un filtre RII est de déterminer une fonction transfert H(z1, z2)  

rational et stable avec une région du support intercalé de sortie qui répond à caractéristiques 

de filtre. En d'autres termes, nous souhaitons déterminer une procédure de calcul de sortie de 

filtre stable qui est récursivement calculable. Dans la discussion le problème de synthèse de 

filtre, il est utile d'utiliser une fonction de transfert et une procédure de calcul l'un pour l'autre.    

    Cependant, une fonction transfert rational donnée H(z1, z2) peut mener à beaucoup de 

procédures de calcul différentes [1]. Pour rendre la relation unique, nous adopterons une 

convention dans l'expression de H(z1, z2). Spécifiquement, nous supposerons que a(0, 0) de 

(3.1) est toujours 1, ainsi H(z1, z2) sera alors sous la forme     
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zzH                                    (3.1) 

où Ra –(0, 0) représente la région du support de a(k1, k2) excepté l'origine (0, 0).  

La seule procédure de calcul correspondant à (3.1) est alors donnée par : 





ba RkkRkk

knknxkkbknknykkanny
),(
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)0,0(),(

22112121

2121

),(),(),(),(),(   (3.2)  

Avec les séquences a(n1, n2) et b(n1, n2) sont les coefficients de filtre RII. 

    La première étape dans la synthèse d'un filtre RII est habituellement déterminer les régions 

de Ra et Rb. Les régions du support de a(k1, k2) et b(k1, k2) sont déterminées par plusieurs 

considérations, comme le système en résultant doit être récursivement calculable, ceci exige 

de a(k1, k2) d'être une séquence de support intercalé. Une autre considération est la région 

approximative du support h(n1, n2) que nous souhaitons pour le filtre résultant. 

    Si nous déterminons les coefficients de filtre en essayant de rapprocher une réponse 

impulsionnelle désiré hd(n1, n2) dans le domaine spatial, nous voudrons choisir le Ra et Rb tels 

que h(n1, n2) aura au moins approximativement la même région du support que le hd(n1, n2).  

    Si Ra et Rb ont le même support intercalé, alors il peut montrer que h(n1, n2) a également 

exactement le même support intercalé. Si nous souhaitons avoir une région de support premier 

quart de cercle de h(n1, n2), donc, un choix raisonnable serait la même région de support pour 

a(k1, k2) et b(k1, k2). 

    Une autre considération associe aux paramètres de filtre. Dans la synthèse de filtre passe-

bas, par exemple, un petit δp, δs, et bande de transition exigeront généralement un plus grand 

nombre des coefficients de filtre. Il est difficile de déterminer le nombre de coefficients de  
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filtre exigés pour répondre à un caractéristique donné de filtre pour un algorithme de synthèse 

particulier, et une procédure itérative peut devenir nécessaire [1]. 

    Une différence principale entre les filtres RII et RIF est sur le problème lié à la stabilité. Un 

filtre de RIF est toujours stable tant que h(n1, n2) est bornée (fini) pour tous (n1, n2), ainsi la 

stabilité n'est jamais un problème. Avec un filtre RII, cependant, assurer la stabilité est une 

mission principale.  

    Une manière est constituer à synthèse un filtre stable RII par imposer une structure spéciale 

à H(z1, z2) tels que testant la stabilité et en stabilisant un filtre instable devenir relativement 

une mission simple. Cependant, une telle approche, tendance à imposer une contrainte stricte 

à l'algorithme de synthèse ou à limiter fortement la classe des filtres qui peuvent être 

synthétisé. Par exemple, si H(z1, z2) a un polynôme séparable de dénominateur de la forme 

A1(z1)A2(z2), testant la stabilité et stabilisant un H(z1, z2) instable sans affecter l'amplitude est 

un problème 1-D. Cependant, la classe des filtres qui peuvent être synthétisé avec un 

polynôme séparable de dénominateur sans gain important dans le nombre de coefficients dans 

le polynôme de numérateur de H(z1, z2) est restreinte. Une alternative manière est de synthèse 

un filtre sans considérer le problème de stabilité, et puis teste la stabilité du filtre résultant et 

essaye de le stabiliser si est instable. Le test de stabilité et stabilisation un filtre instable ne 

soient pas des problèmes faciles, cette approche n'impose pas des contraintes strictes aux 

algorithmes de synthèse et ne limite pas la classe des filtres qui peuvent être synthétisé.  

    Dans le cas 1-D, il y a deux approches standard de synthèse les filtres RII. On est de 

synthèse le filtre à partir la fonction transfert dans le domaine analogique (filtres prototypes), 

et l'autre est de synthèse directement dans le domaine discret. La première méthode est en 

général beaucoup plus simple et plus utile que la seconde. Utiliser la fonction transfert d'un 

filtre analogique elliptique et la transformation bilinéaire, par exemple, nous pouvons 

synthétiser les filtres passe-bas, passe-haut, passe-bande, et coupe-bande en suivant quelques 

étapes simples. Malheureusement, cette méthode n'est pas utile dans le cas 2-D. Dans le cas 1-

D, cette méthode exploite la disponibilité de beaucoup de méthodes simples pour synthèse des 

filtres analogue 1-D. Ces méthodes n'existent pas pour la synthèse des filtres analogiques 2-D.  

La deuxième méthode, synthèse un filtre RII directement dans le domaine discret, peut être 

classifiée dans deux catégories. Le premier est de synthèse dans le domaine spatiale, où les 

filtres sont synthétisés en utilisant un critère d'erreur dans le domaine spatial. La seconde est 

de synthèse dans le domaine de fréquence, où des filtres sont synthétisés en utilisant un critère 

d'erreur dans le domaine de fréquence. La grandeur d'amplitude d'un filtre RII est spécifiée en 

utilisant le schéma de tolérance, et les performances de différents algorithmes de synthèse 

sont souvent comparées à la base de schéma de tolérance. Par conséquent, le critère d'erreur 

de Tchebychev, connu sous le nom de critère d'erreur min-max, est un choix normal pour 

synthèse les filtres RII. Un critère d'erreur de ce type, cependant, mène à un problème 

fortement non linéaire [1].  

 

3.3 Problème de stabilité 

    Dans un problème typique de stabilité, nous sommes données la fonction transfert d'un 

filtre H(z1, z2) et des informations sur son ROC, et nous souhaitons déterminer la stabilité. Si 

le ROC est explicitement donné, la détermination de la stabilité de filtre est donnée. C'est 

parce qu'un filtre est stable si et seulement si le ROC inclut la surface d'unité ( 1,1 21  zz ). 

Malheureusement, le ROC est rarement donné explicitement et habituellement seulement les 

informations implicites sur le ROC sont disponibles. Quand la fonction transfert de filtre est 

obtenue, la région du support de sa réponse impulsionnelle h(n1, n2) est typiquement connue 
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de l'étape de synthèse de filtre. Puisque notre intérêt principal teste la stabilité des filtres 

numériques, nous considérerons le problème de tester la stabilité de H(z1, z2) et la région du 

support de h(n1, n2).  

De (1.22) nous supposerons que A(z1, z2) et B(z1, z2) sont co-premiers, ainsi H(z1, z2) est 

irréductible. Une autre restriction est que le système doit être récursivement calculable.  

    Avec ces deux restrictions, le système peut être réalisé par une équation aux différences 

avec des conditions initiales et la sortie peut être calculée récursivement, une valeur à la fois. 

Dans le cas 1-D, quand la fonction transfert du système H(z) est exprimé comme B (z)/A (z), 

où il n'y a aucun facteur commun entre A(z) et B(z), B(z) n'affecter pas la stabilité du système. 

Dans le cas 2-D, cependant, la présence de B(z1, z2) de (1.22) peut stabiliser un système 

instable, même lorsqu'il n'y a aucun facteur commun entre A(z1, z2) et B(z1, z2). Dans le cas  

1-D, le problème de tester la stabilité d'un système causal dont la fonction transfert est donné 

par H(z) =1/A(z) est tout à fait directement. Depuis un polynôme 1-D A(z) peut toujours être 

factorisé simplement comme produit des polynômes de premier ordre, nous peut facilement  

déterminer les pôles de H(z). La stabilité du système causal est équivalente à avoir tous les 

pôles à l'intérieur du cercle d'unité. La manière précédente ne peut pas être utilisée en testant 

la stabilité d'un système 2-D de support de premier quart de cercle. Cette méthode exige de 

spécifier l'emplacement de tous les pôles. En partie parce qu'un polynôme A(z1, z2) ne peut pas 

en général être factorisé comme produit des polynômes de d'ordres inférieure , il est 

extrêmement difficile de déterminer toutes les surfaces de pôles de H(z1, z2) = 1/A(z1, z2) et la 

méthode basée sur la détermination de toutes les surfaces de pôles n'a pas mené aux 

procédures pratiques réussies pour tester la stabilité du système 2-D [1]. 

 

3.3.1 Théorème de stabilité 
    C'est un théorème qui peut être utilisé pour développer des procédures pratiques pour tester 

la stabilité d'un système 2-D de support de premier quart de cercle sans détermination 

explicite de tous les pôles. 

Théorème 

    Ce théorème est initialement développé par DeCarlo-Strintzis, peut être écrit comme suit : 

Stabilité             (a)     A(z1, z2) ≠ 0,    121  zz  

                                                    et    (b)     A(z1, 1) ≠ 0,    11 z                              (3.3) 

                et     (c)      A(1, z2) ≠ 0,    12 z . 

Algorithmes pour  tester la stabilité  

    Nous pouvons développer beaucoup de différentes méthodes utiles pour tester la stabilité 

du filtre 2-D selon le théorème précédent. Une telle méthode est Indiquée dans la figure 3.1. 
                                                                  A(z1, z2) 

 
                                                                                  Non 

                                                    Test 1 

                                                                          
                                                                         oui 

Figure 3.1 tester la stabilité d'un système 2-D    

de support de premier quart de cercle                                                                Non 

H(z1, z2) =1/A(z1, z2).                                             Test 2                                    

                                                                                                                                 

                                                                         oui 

 
                                                                                  Non  
                                                                              Test 3 

 
                                                                    Stable               Instable 

A(z1, 1) ≠ 0  

pour | z1| ≥ 0 

A(1, z2) ≠ 0  

pour | z2| ≥ 0 

A(ejw1, ejw2) ≠ 0 


w1 ,w2 
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Test1 dans la figure pour assurer la condition (b) du théorème. Test 2 assurer la condition (c) 

du théorème. Test 3 assuré (a) du théorème. Si le système franchir chacun des trois tests, il est 

stable. Autrement, il est instable.  

    Les procédures de stabilité sont basées sur la notion que le test de stabilité d'un système  

2-D peut être réalisé par un grand ensemble de tests de stabilité d'un système 1-D.   

 

    La stabilité n'est pas absolument garantie avec un numéro fini des tests de stabilité d'un 

système 1-D, même avec la précision infinie dans les opérations arithmétiques [1]. 

 

3.4 Synthèse dans le domaine spatial  
    Dans la synthèse du filtre RII dans le domaine spatial, quelques réponses désirées d'un 

système dans le domaine spatial à entrée connue est assumée donnée. Les coefficients de filtre 

sont estimés tels que la réponse du filtre synthétisée à l'entrée connue est étroitement analogue 

que possible à la réponse désirée. Ceci, naturellement, ne réduit pas au minimum la norme 

d'erreur de Tchebychev, mais c'est une méthode normale si nous souhaitons le filtre préserver 

quelques propriétés désirables dans ce domaine. L'entrée utiliser dans la synthèse de filtre RII 

est δ(n1, n2), et la réponse impulsionnelle désirée qui est assumée que donné est dénoté par 

hd(n1, n2).  

    La synthèse dans le domaine spatial peut être visualisée comme problème d'identification 

de système. Supposer que nous avons un système inconnu que nous souhaitons modeler avec 

une fonction de transfert rational H(z1, z2). Une manière à estimer les paramètres de modèle de 

système [coefficients de filtre a(n1, n2) et b(n1, n2) dans notre cas] est d'exiger de la réponse 

impulsionnelle du système d'être étroitement analogue que possible au hd(n1, n2). 

    Dans l'identification de système, modelant un système par H(z1, z2) comme (3.2) s'appelle 

modélisation ARMA (auto-regressive moving-average). 

    Parmi beaucoup de possibilités, un critère d'erreur utilisé dans la synthèse de filtre est 

donner par : 

                                                Erreur = 
 eRnn

nne
),(

21

2

21

),(                                              (3.4a)             

avec                                   e(n1, n2) = hd(n1, n2) – h(n1, n2)                                           (3.4b) 

et Re est la région du support de la séquence d'erreur. Idéalement, Re est toutes les valeurs de 

(n1, n2). Dans la pratique, cependant, il étend seulement d'une région finie de (n1, n2), où 

hd(n1,n2) a l'énergie significative. L'erreur de moindre carrée de (3.4) est choisie parce qu'elle 

est appliquée largement dans les problèmes d'identification de système et de simple 

modification de (3.4) assister a développée quelques méthodes simples pour estimer les 

paramètres de système. 

    La minimisation de l'erreur de (3.4) par apport a(n1, n2) et b(n1, n2) est un problème non 

linéaire. 

    Une approche alternative pour minimiser l'erreur de (3.4) est de modifier légèrement 

l'erreur, de sorte que l'algorithme en résultant mène aux solutions de forme fermie (closed 

form) qui exige résoudre seulement des ensembles d'équations linéaires [1]. 

 

3.4.1 Algorithme linéaire de forme fermée 
    L'algorithme que nous discutons dans cette section conduire aux solutions de forme fermée 

qui exigent résoudre seulement des ensembles d'équations linéaires. Elle est considérablement 

plus simple de calcul que l'Algorithme itérative discutée dans la prochaine section. 

Cependant, aucun de eux ne minimiser l'erreur de (3.4).  
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   La méthode discutée dans cette section est basée sur l'observation qu'une modification 

raisonnable de l'expression d'erreur de (3.4) transforme un problème non linéaire à linéaire.        

    Considérer la procédure calculable suivante : 
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    Nous supposerons que nombre des valeurs inconnues de a(n1, n2) est p, et q + 1 valeurs 

inconnu pour b(n1, n2), et ainsi un total des coefficients de filtre N = p + q +1 à déterminer.  

 

    Remplaçant x(n1, n2) par δ(n1, n2) et y(n1, n2) avec h(n1, n2) dans (3.5) et note que 
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    Si nous remplaçons h(n1, n2) dans les deux côtés de (3.6) par hd(n1, n2) donné, alors 

l'équation de (3.6) ne se devenir pas correct : 
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    Puisque nous souhaitons approximer hd(n1, n2) par h(n1, n2), il est raisonnable de définir une 

séquence d'erreur eM(n1, n2) comme la différence entre le côté gauche et droite de (3.7) : 
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Il est clair que eM(n1, n2) dans (3.8) ne soit pas identique que e(n1, n2) dans (3.4b). L'indice M 

à eM(n1, n2) est une indication que cette eM(n1, n2) est une modification de e(n1, n2).  

    La minimisation de eM(n1, n2) par apport les coefficients inconnus de filtre a(n1, n2) et  

b(n1, n2) est un problème linéaire. 

    On a H(z1, z2) =B(z1, z2)/A(z1, z2) donc b(n1, n2) = h(n1, n2)*a(n1, n2), (3.8) peut être récrit 

par 

                            eM(n1, n2) = a(n1, n2)*hd(n1, n2) – a(n1, n2)*h(n1, n2)                         (3.9) 

De (3.9), il est clair que eM(n1, n2) dans (3.8) ne soit pas définie dans le domaine du hd(n1,n2) 

et du h(n1, n2). Au lieu de ça, il est défini dans un nouveau domaine où hd(n1, n2) et h(n1, n2) 

filtré avec a(n1, n2). Pour cette raison, des méthodes basées à l'équation (3.8) ou d'une manière 

équivalente de (3.9) s'appellent les méthodes de modélisation du signal indirect [1]. 
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La figure 3.2 donné la différence entre e(n1, n2) de (3.4b) et eM(n1, n2) de (3.8). 
                                                                                                                            
                                                                                                                               hd(n1, n2) 
       
                                         δ(n1, n2)                         h(n1, n2)             +          e(n1, n2) 

                                                                                                                               - 
                                                                                                                   (a)                     hd(n1, n2) 

 
 

 

 

                                                    δ(n1, n2)                         h(n1, n2)                                       +      eM(n1, n2) 

                                                                                                                                               - 
                         

                                                                                                                   (b) 

                                                                                                                            hd(n1, n2) 

 

 

 

 

                                                                   δ(n1, n2)                      h(n1, n2)            +      eM(n1, n2)                                                                                                                            

                                                                                                      - 

                                                                                                                                

                                                                                                                   (c) 

 

Figure 3.2 Erreurs de moindre carrée et moindre carrée modifiées. 

(a) e(n1, n2) utilisé dans le critère d'erreur de moindre carrée ; 

(b) eM(n1, n2) utilisée dans le critère d'erreur modifié de moindre carrée; 

(c) simplification de (b). 

 

a) La méthode de Prony 

    Dans la méthode de Prony, l'expression d'erreur à minimiser est : 

                                                   Erreur =  






1 2

),( 21

2

n n

M nne                                         (3.10) 

où eM(n1, n2) est donnée par (3.8). 

    L'erreur de (3.10) est une formule quadratique de l'inconnu a(n1, n2) et b(n1, n2), et 

minimisation de l'expression d'erreur par apport les paramètres inconnus exige résoudre un 

ensemble d'équations linéaires.  

    Les équations linéaire p + q +1 sont données par : 

                                       0
),( 21






nna

Erreur
,           (l1,l2)Ra– (0,0)                                   (3.11a) 

et                                    0
),( 21






nnb

Erreur
,           (l1,l2)Rb                                              (3.11b)  

    L'observation de l'erreur de (3.10) prouve que (3.11) peut être résolue par premièrement des 

équations linéaires p pour a(n1, n2) et puis résoudre des équations linéaires q +1 pour  

b(n1, n2). Il est utile de récrire (3.10) par 

                                                   Erreur = El + E2                                                          (3.12a) 

avec                                      E1 =   
 bRnn

M nne
),(

21

2

21

),(                                                   (3.12b) 

et                                          E2 =   
 bRnn

M nne
),(

21

2

21

),(                                                   (3.12c) 
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    L'expression E1 dans (3.12b) se compose q +1 termes, et E2 dans (3.12c) se compose d'un 

grand nombre de termes. Considérer E2 d'abord, de (3.8) et (3.12c), E2 peut être exprimé par :  

      2

21

)0,0(),(

22112121

),(

2 )),(),(),(),((
2121

nnbknknhkkannhE
ab Rkk

dd

Rnn




       (3.13) 

Pour (n1, n2)Rb, b(n1, n2) = 0, et donc (3.13) simplifie à 

               2

)0,0(),(

22112121

),(

2 )),(),(),((
2121



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ab Rkk

dd

Rnn

knknhkkannhE                (3.14) 

    Nous remarquons que E2 ne dépend pas de b(n1, n2). Considérer maintenant E1, puisque E1 

se compose de q +1 termes qui sont quadratiques dans a(n1, n2) et b(n1, n2) et il y a q +1 

termes de b(n1, n2), nous peut choisir b(n1, n2) tels que E1 est zéro pour a(n1, n2). Ceci signifie 

que la minimisation de l'erreur de (3.12a) par apport a(n1, n2) est équivalente la minimisation 

de E2 par apport a(n1, n2).  

    Minimisation de E2 dans (3.12) par apport a(n1, n2) donné un p équations linéaires pour p 

inconnus, donnés par : 

                   ),;0,0(),;,(),( 21

)0,0(),(

212121

21

llrllkkrkka
aRkk


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, (l1, l2)Ra–(0, 0)            (3.15a) 

avec                      



bRnn

dd lnlnhknknhllkkr
),(

221122112121

21

),(),(),;,(             (3.15b) 

Une fois que a(n1, n2) est déterminé, nous pouvons minimiser l'erreur dans (3.12a) par apport 

b(n1, n2). Puisque E2 ne dépend pas de b(n1, n2), minimisation l'erreur dans (3.12a) par apport 

b(n1, n2) est équivalent la minimisation de E1 dans (3.12b) par apport b(n1, n2). L'erreur E1 

peut être minimiser en différenciant E1 par apport b(n1, n2) et en plaçant le résultat à zéro, ou 

alternativement on remarque que E1 peut être réduit à zéro par :  

                                   eM(n1, n2) = 0 for (n1, n2)Rb                                            (3.16) 

    Dans l'un du deux cas, les équations résultant pour b(n1, n2) sont données par : 

         



)0,0(),(

2211212121

21

),(),(),(),(
aRkk

dd knknhkkannhnnb , (n1,n2)Rb       (3.17) 

    Nous pouvons voir de (3.17) que b(n1, n2) n'exige pas de résoudre les équations linéaires  

q + 1 simultanément, et les coefficients de b(n1, n2) peuvent être trouver un par un. 

La méthode discutée ci-dessus peut être visualisée comme application directe d'une méthode 

d'identification de système développée par Prony au problème de synthèse un filtre RII 2-D. 

Puisque cette méthode a été la première fois appliquée au problème de synthèse de filtre RII 

2-D par [Shanks et autres], elle désigné parfois sous le nom de la méthode de Shanks [1]. 

Puisque la méthode de Prony essaye de minimiser l'erreur carrée, le filtre en résultant est peut 

être stable [1]. 

    Il y a quelque nombre de variations à la méthode décrite ci-dessus. Par exemple, a(n1, n2)  

et b(n1, n2) ont été estimés par la minimisation de l'erreur dans (3.10). En raison du choix 

spécifique de eM(n1, n2), cependant, b(n1, n2) a été déterminé essentiellement à partir les q +1 

termes de eM(n1, n2). Une autre méthode à améliorer l'évaluation de b(n1, n2) par d'utiliser 

l'expression initiale d'erreur dans (3.4). 

    Quoique la minimisation de l'erreur dans (3.4) par apport a(n1, n2)  et b(n1, n2) soit un 

problème non linéaire, elle devient linéaire si nous supposons que a(n1, n2) est donné. Ceci est 

illustré dans la figure 3.3.                                                                                                                                      
                                                                                                                                          hd(n1, n2) 
 
                                        δ(n1, n2)                      v(n1, n2)                           h(n1, n2)            +      e(n1, n2) 

                                                                                                                                            - 
 

Figure 3.3 le signal de l'erreur e(n1, n2) utilisé dans l'estimation b(n1, n2) dans la méthode du Prony modifié. 

+ 
       1 

),( 21 zzA  B(z1, z2) 
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    Nous estimons d'abord a(n1, n2) suivre la méthode de Prony. Puis, supposant que a(n1, n2) 

est donné, nous calculons v(n1, n2), la sortie de 1/A(z1,z2) avec l'entrée du δ(n1, n2). Si 

1/A(z1,z2) est instable, v(n1, n2) est probablement augmenter dans l'amplitude, et nous ne 

pourra pas continuer. Dans ce cas ci, il n'est pas utile d'estimer b(n1, n2). Au lieu de ça, nous 

devrions estimer a(n1, n2) meilleur. Supposant que nous pouvons procéder, nous pouvons 

récrire (3.4) en termes de v(n1, n2) par 

         Erreur = 



eRnn

d nnbnnvnnh
),(
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                      
 


e bRnn Rkk

d knknvkkbnnh
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22112121

21 21

)),(),(),((                    (3.18) 

    Alors que hd(n1, n2) et v(n1, n2) sont connus, l'erreur dans (3.18) est une forme quadratique 

des paramètres inconnus b(n1, n2) et peut donc être estimé par résoudre un ensemble 

d'équations linéaires. Différenciant l'erreur dans (3.18) par apport b(l1, l2) pour (l1, l2)Rb  
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

  



 
               (3.19) 

La relation (3.19) est une q +1  équations linéaires pour q +1 paramètres inconnus b(n1, n2).  

 

b) Algorithme Itérative 

    C'est une extension d'une méthode d'identification de système 1-D développée par Steiglitz 

et McBride [1]. 

    De (3.9), e(n1, n2) = hd(n1, n2) – h(n1, n2) est lié à eM(n1, n2) par  

                                         eM(n1, n2) = a(n1, n2)*e(n1, n2)                                            (3.20) 

    L'équation (3.20) peut être récrite par 

                                         e(n1, n2) = v(n1, n2)*eM(n1, n2)                                            (3.21a) 

avec                                                  V(z1,z2) =  
),(

1

21 zzA
                                            (3.21b) 

La séquence v(n1, n2) est l'inverse de a(n1, n2). De (3.12) et (3.21a), 

                            e(n1, n2) = v(n1, n2)* eM(n1, n2) 

                                          = v(n1, n2)*( a(n1, n2)*hd(n1, n2) – b(n1, n2))                      (3.22)  

L'équation (3.22) peut également être dérivée de 

                                E(z1,z2) = Hd(z1,z2) – H(z1,z2) 

                                             = Hd(z1,z2) –
),(

),(

21

21

zzA

zzB
 

                                             = 
),(

1

21 zzA
( A(z1,z2) Hd(z1,z2) –B(z1,z2))                 

                                             =  V(z1,z2) ( A(z1,z2) Hd(z1,z2) –B(z1,z2))                          (3.23)      

De (3.22), si v(n1, n2) est donné de façon ou d'autre, alors e(n1, n2) est linéaire dans a(n1, n2) et 

b(n1, n2), ainsi minimisation  
1 2

),( 21

2

n n
nne par apport a(n1, n2) et b(n1, n2) est un problème 

linéaire. Évidemment, si v(n1, n2) est donné, alors a(n1, n2) automatiquement sera donné par 

(3.21b).  
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Algorithme : 

Etape 1 : On commencer  par une estimation initiale de a(n1, n2), obtenue suivre une méthode 

telle que Prony. 

 Etape 2 : Obtenir v(n1, n2)  de a(n1, n2).  

Etape 3 : Minimiser  
1 2

),( 21

2

n n
nne  par apport a(n1, n2) et b(n1, n2) en résolvant un 

ensemble d'équations linéaires.  

Etape 4 : Nous avons maintenant une nouvelle estimation de a(n1, n2), et le processus 

continue jusqu’à nous obtenions a(n1, n2) et b(n1, n2) désirer.  

La méthode est illustrée dans la figure 3.4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
                          

                                                                                                  Figure 3.4 méthode itérative. 

 

    La convergence de l'algorithme itérative discuté dans cette section ne peut pas être garantie. 

En plus, les conditions dans lesquelles l'algorithme converge ne sont pas connues. La méthode 

exige de calcul v(n1, n2),  l'inverse de a(n1, n2), dans chaque itération. Si l/A(z1,z2) est instable 

à un point quelconque, l'algorithme itérative ne peut pas contenue.  

    Malgré de ces problèmes qui ont été produits dans la pratique, l'algorithme itérative a été 

avec succès employée dans la synthèse des filtres RII par Shaw et Mersereau. L'algorithme est 

habituellement terminé avant convergence. Le filtre synthétiser, quand la méthode est réussie, 

semble être « bon » dans les limites de quelques itérations, et de l'erreur basée sur v(n1, n2) 

dans (3.22) diminue très lentement après quelques itérations [1].  

 
c) Synthèse de filtre à phase linéaire 

    Dans quelques applications, synthèse de filtre à phase linéaire peut être nécessaire. Il est 

simple de synthèse des filtres RIF à phase linéaire. Il est impossible de synthèse un seul filtre 

RII avec une phase linéaire. Pour avoir la phase linéaire, h(n1, n2) doit être égal à h(–n1, –n2). 

Un filtre RII exige une séquence infinie h(n1, n2),et une sortir a un support intercalé.  

Ces conditions ne peuvent pas tous être satisfaites en même temps. Il est possible, cependant, 

pour réaliser un filtre a phase linéaire on utilisant plus d’un filtre RII.  

 

 

Estimation initiale 

de a(n1, n2) 

v(n1, n2) par V(z1, z2) = 
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Minimiser  
1 2
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2

n n
nne  par apport  

a(n1, n2) et b(n1, n2), où 

 e(n1, n2) = v(n1, n2)*( a(n1,n2)*hd(n1, n2) – b(n1, n2))      

nouvelle estimation de  
a(n1, n2) et b(n1, n2) 

a(n1, n2) et b(n1, n2) 
désirer 
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    Une méthode particulièrement bien adaptée dans le domaine spatial est de diviser hd(n1, n2) 

en différentes régions, synthétises un filtre RII pour approximer hd(n1, n2) dans chaque région, 

et puis combinent les filtres en utilisant une structure parallèle [1].  

 

    Supposer que nous avons un hd(n1, n2) désiré, on supposé que 

                                             hd(n1, n2)  = hd(–n1, –n2)                                                  (3.24) 

Nous pouvons diviser hd(n1, n2) en nombre pair des régions: deux, quatre, six, huit, ou plus.     

    Supposer que nous divisons hd(n1, n2) en quatre régions  

                                         hd
I
(n1, n2) = hd(n1, n2)w(n1, n2)                                            (3.25a) 

                                        hd
II
(n1, n2) = hd(n1, n2)w(–n1, n2)                                          (3.25b) 

                                        hd
III

(n1, n2) = hd(n1, n2)w(–n1, –n2)                                       (3.25c) 

et                                     hd
IV

(n1, n2) = hd(n1, n2)w(n1, –n2)                                         (3.25d) 

où w(n1, n2) est une séquence de support de premier quart de cercle donné par : 
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
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                                     (3.26) 

    La séquence w(n1, n2) est illustrer dans la figure 3.5. On le choisit tels qu'il y aura symétrie 

maximum et la somme de quatre fenêtres égal 1. 
                                                                                                

                                                                n2 
                                                                                   w(n1, n2) 

                                                               (0.5)       (1)         (1) 

 
                                                               (0.5)       (1)         (1) 

 

 

                                                               (0.25)       (0.5)         (0.5)    

                                                                                                                                            n1 

 

Figure 3.5 la séquence w(n1, n2) de (3.26). 

 

De (3.25) et (3.26), il est clair que 

               hd(n1, n2) = hd
I
(n1, n2) + hd

II
(n1, n2) + hd

III
(n1, n2) + hd

IV
(n1, n2)                   (3.27) 

Depuis hd
I
(n1, n2), hd

II
(n1, n2), hd

III
(n1, n2) et hd

IV
(n1, n2) sont des séquences de support de quart 

de cercle, ils peuvent être implémentés au moyen de systèmes récursivement calculables. 

    Supposer que nous utilisons un des techniques de synthèse dans la domaine spatiales pour 

synthétiser H
I
(z1, z2) qui approximer hd

I
(n1, n2).De même, supposer que nous avons 

synthétiser H
II
(z1, z2) qui approximer hd

II
(n1, n2).De (3.24) et (3.25), 

                                             hd
III

(n1, n2) = hd
I
(–n1, –n2)                                               (3.28)  

Par conséquent, H
III

(z1, z2)qui approximer hd
III

(n1, n2) peut être obtenu à partir de H
I
(z1, z2) par 

                                              H
III

(z1, z2) = H
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(z1

-1
, z2

-1
)                                                (3.29) 

De même, H
IV

(z1, z2) peut être obtenu à partir de H
II
(z1, z2) par : 

                                             H
IV

(z1, z2) = H
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(z1

-1
, z2
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)                                                (3.30)      

Depuis H
I
(z1, z2), H

II
(z1, z2) , H

III
(z1, z2) , et H

IV
(z1, z2)  approximer hd

I
(n1, n2), hd

II
(n1, n2), 

hd
III

(n1, n2) et hd
IV

(n1, n2), respectivement, de (3.27), hd(n1, n2) seront approximer par :  

                         H(z1, z2) = H
I
(z1, z2) + H

II
(z1, z2) + H

III
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IV
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    Chacun des quatre filtres approximer une séquence de support d'un quart de cercle et est 

récursivement calculable. H(z1, z2) à phase linéaire car H(z1, z2) = H(z1
-1

, z2
-1

). Le système 

dans (3.31) peut être implémenté en utilisant une structure parallèle comme la figure 3.6 

indiqué. L'entrée est filtrée par chacun des quatre systèmes, et les résultats sont combinés pour 

produire la sortie. 

 

 

 
                                        
                                 x(n1, n2)                                                                                                      y(n1, n2) 

 

 

 

 
 

Figure 3.6  l'implémentation de H(z1, z2) par la structure parallèle. 

 

    Si hd(n1, n2) a la symétrie quadruple, 

                                                           hd
II
(n1, n2) = hd

I
(–n1, n2)                                    (3.32)  

et donc H
II
(z1, z2) peut être déterminé de H

I
(z1, z2) par : 

                                                          H
II
(z1, z2) = H

I
(z1

-1
, z2)                                       (3.33)      

Dans ce cas, H(z1, z2)  dans (3.31) est donné par : 

                          H(z1, z2) = H
I
(z1, z2) + H

I
(z1

-1
, z2) + H

I
(z1

-1
, z2

-1
) + H

I
(z1, z2

-1
)           (3.34) 

De (3.34), dans ce cas seulement un filtre doit être synthétisé [1]. 

 

3.5 Synthèse dans le domaine fréquentielle 

 

3.5.1  Synthèse par la programmation itérative semi-définie   
    La programmation semi-définie (Semidefinite programming : SDP) a récemment attiré 

beaucoup d'intérêt de recherches. Un des outres, est un outil d'optimisation s'applique aux 

synthèses des filtres numériques RIF. Une tentative sur étendre l'approche de filtres 

numériques RIF au filtres RII 2-D. On peut formulée le problème de synthèse d'un filtre RII 

stable comme une itérative de SDP dans le sens de min-max.  

    Les contraintes de stabilité sont exprimées comme inégalités linéaires formulées comme 

matrice qui s'insèrent dans la configuration de SDP [3].  

    Dans cette section on assume que les filtres RII ont des dénominateurs séparables. Cette 

supposition impose simplement une contrainte au type de filtres RII étant symétrie quadruple. 

Néanmoins cette classe des filtres est couvre pratiquement tous les types de filtres RII qui ont 

été trouvés utiles dans le traitement d'image/vidéo [4].   

 

Méthode de synthèse en sens Min-Max 
  La méthode est essentiellement un algorithme de minimisation séquentiel et est comme suit : 

A l'itération de k
éme

 une approximation linéaire de la fonction de transfert est obtenue par 

l'utilisation l'expansion de Taylor. De cette façon, on peut déduire une fonction objective qui 

est une limite supérieure de l'erreur approximer dans la région de fréquence d'intérêt.  

    La fonction objective est alors minimiser par apport à plusieurs contraintes. Ces contraintes 

incluent les contraintes de stabilité. La contrainte de stabilité est convertie à une matrice 

d'inégalité linéaire (LMI) et on montrer que cette matrice dans chaque itération peut être 

exécutée par utilisation la programmation semi-définie (SDP). 

H I(z1, z2) 

H II(z1, z2) 

H I(z1
-1, z2

-1) 

H II(z1
-1, z2

-1) 
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A. Approximation linéaire de la fonction de transfert 
    Considérer un filtre numérique RII quadratiquement symétrique dont la fonction de 

transfert est donnée par : 

                                                 
)()(

),(
),(

21

21
21

zAzA

zzB
zzH                                                 (3.35) 

où   
 




n

k

n

k

kk
zzkkbzzB

0 0

212121

1 2

21),(),(    et    



r

k

kzkazA
0

)()( ,    a(0) = 1. 

    Puisque le filtre est quadratiquement symétrique, nous avons  b(k1, k2) = b(k2, k1). En 

conséquence, il y a seulement de r + (n + 1)(n + 2)/2 variables dans (3.35), qui forment une 

vecteur a dimension [r + 0.5 (n + 1) (n + 2)]  

                                        Tnnnnnr bbbbbbbaax 1,0212010001                              (3.36) 

    Dénoter le vecteur x dans l'itération k
éme

 comme xk et la réponse fréquentielle du filtre pour  

x = xk par ),,( 21

k

jwjw
xeeH . A environs du xk, la variable de synthèse peut être exprimée par : 

 kxx  

    La réponse fréquentielle peut être approximer en termes de fonction linéaire de δ par : 

                                                 T

kk

jwjwjwjw
gxeeHxeeH  ),,(),,( 2121                      (3.37) 

où gk est le gradient de ),,( 21 xeeH
jwjw pour x = xk, c.-à-d., 

                                                               ),,( 21

k

jwjw

k xeeHg                                    (3.38) 

à partir (3.35), le vecteur de gradient peut être évalué par : 

 































ailleursee
AA

nrirpoure
AA

ripoure
A

H
e

A

H

x

H

lwmwjmwlwj

wwji

jiwjiw

i

)()(

21

)(

21

21

2121

21

21

1

11
1

1

                                             (3.39) 

où H, A1, A2 dénotent les valeurs ),( 21 jwjw
eeH , )( 1jw

eA , et )( 2jw
eA évalué à 

  )2)(1(5.0ˆ,ˆ21  nnrnxxxxx
T

ni respectivement. 

 

B. Algorithme de synthèse 

 

Programmation semi-définie 

    Un problème de SDP peut être formulé de plusieurs méthodes. Dans le cas de la synthèse 

de filtre, on peut prendre la formulation suivant  

                                                          minimiser  xcT                                                    (3.40a) 

                                                          soumis à 0)( xF                                           (3.40b) 

                                                         



n

i

iiFxFxF
1

0)(                                              (3.40c) 

où, 1 nRc , nn

i RF  pour 0 ≤ i ≤ n sont des matrices constantes avec Fi symétrique,  

et F(x)  0 indiquer que F(x) est semi-défini positive. 
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Formulation de problème 

    La synthèse en sens min-max peut être obtenue comme solution du problème d'optimisation 

contrainte 

                                        








),,(maxmin 21
),( 21

xwwe
wwx

                                                     (3.41a) 

                                  soumis à: ),,( 21 xeeH
jwjw  représente un filtre stable                 (3.41b) 

où                         
2

212121 ),(),,(),(),,( 21 wwHxeeHwwWxwwe d

jwjw
                     (3.41c) 

  ),(,,:),( 212121 wwHwwww d  est la réponse fréquentielle désirée,  

et W(ω1, ω2) ≥ 0 est une fonction de pondération. Le problème en (3.41) peut être reformulé 

comme suivant : 

                                              minimise    μ                                                                   (3.42a) 

                                              soumis à: ),,( 21 xwwe ≤ μ    pour ),( 21 ww                (3.42b) 

                                             ),,( 21 xeeH
jwjw  représente un filtre stable                       (3.42c) 

où μ est traité comme un variable supplémentaire de synthèse. En utilisant l'approximation 

linéaire pour ),,( 21 xeeH
jwjw dans (3.37), on à 

                               kk

T

k

T cqQxwwe   2),,( 21                                                   (3.43a) 

où                          )(),( 21

T

kkk ggewwWQ                                                                 (3.43b) 

                                kdk

jwjw

k gwwHxeeHewwWq ),(),,(),( 2121
21                     (3.43c) 

                              ),,( 21 kk xwwec                                                                               (3.43d) 

et la contrainte dans (3.42b) peut être approximer par : 

                              0)()()2( 2
1

2
1

  k

T

kkk

T QQcq                                               (3.44) 

pour ),( 21 ww où 2
1

kQ est la racine carrée asymétrique de kQ . 

On peut démontrer que (3.44) reste vérifier si et seulement si : 
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     Si nous dénotons le vecteur complexe de gradient par kikrk jggg  , alors (3.43b) 

conduire à : 

                              k
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krkrk GGggggwwWQ  ))(,( 21                                          (3.46a) 

où                           Tkikrk ggwwWG ),( 21
2
1

                                                               (3.46b) 

 

et (3.45) devient 
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pour ),( 21 ww . De (3.46) et (3.47) il est évident que ),( 21 wwk  soit une matrice symétrique 

de la dimension 3×3. 

    Dans l'itération k
éme

 le problème d'optimisation de (3.42) peut être formulé comme 

                                              minimiser ̂ˆTc                                                               (3.48a) 

                                              soumis à:   0kS                                                         (3.48b) 

                                             ),,( 21 xeeH
jwjw

 représente un filtre stable                     (3.48c) 
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où                                          
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et                                           ),(,),,( )(
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ML

kkk wwwwdiagS                     (3.48e) 

avec  MmLlforww ml  1,1),( )(

2

)(

1 l'ensemble de fréquences dans la région de 

d'intérêt. 

 

Contraintes de stabilité 

    La contrainte de stabilité dans (3.48c) a besoin de modification approprié pour la rendre 

traitable pour l'optimisation numérique. Dénoter les vecteurs formés des premiers r 

composants du xk + δ par ak + δ1. Car le dénominateur de H(z1, z2) est séparable, il peut être  

montrer que le filtre RII avec de vecteur de coefficient xk + δ est stable si et seulement si les 

modules des valeurs propres de la matrice 

                                                               
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

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ˆ

)( 1                                      (3.49) 

sont tous strictement inférieur à 1, où rÎ dénote une matrice de la taille (r - 1)×r obtenu en 

augmentant la matrice d'identité avec une colonne des zéros du côté droit. En ce cas, Dk est dit 

une matrice stable. Appliquant la théorie bien connue de Lyapunov [5], on conclut que la 

matrice Dk est stable si et seulement si l'existe une matrice définie positive P tels que 

                                                                  0k

T

k PDDP                                          (3.50) 

              où 0M dénote que la matrice M est définie positive. Il peut aisément vérifier que 

l'inégalité de matrice dans (3.50) reste vérifier si et seulement si : 
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    Pour assurer une marge de stabilité pour le filtre RII, les contraintes dans (3.51) sont 

modifiées à : 
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où η est une scalaire positive qui contrôle la marge de stabilité du filtre. 

    Le problème dans (3.48) peut maintenant être converti en 

                                             minimiser ̂ˆTc                                                               (3.53a) 

                                             soumis à :   0
0
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S
                                          (3.53b) 

    La matrice P de (3.52) n'est pas considérée comme variable de synthèse, mais cette matrice 

est fixée dans chaque itération et peut être obtenue en résolvant l'équation de Lyapunov 

suivant :  

                                                             IDPDP k

T

k  ˆˆ                                              (3.54a) 

où                                                        





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
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I
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D

ˆ
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    Il est bien connu que si le filtre RII avec le vecteur de coefficient xk est stable, alors la 

solution de l'équation (3.54) est seule et définie positive [5]. 
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    Avec P fixe dans Yk, le problème de minimisation dans (3.53) est un problème de SDP de la 

taille 1 + r + 0.5(n + 1)(n + 2). 

 

Étapes de synthèse 

    Donner l'ordre du filtre RII 2-D (n, r) et la réponse fréquentielle désirée. 

Étape 1 : La méthode de synthèse proposée commence par un point initial x0 qui correspond à 

un filtre stable obtenue suivre une méthode conventionnelle. Par exemple, on peut prendre un 

filtre RIF d'ordre n approximer ),( 21 wwHd et placer simplement A(z1) ≡ 1 et A(z2) ≡ 1 comme 

un point initiale. 

Étape 2 : Avec ce x0, une matrice définie positive P peut être obtenue en résolvant l'équation 

de Lyapunov de (3.54), et les quantités Gk, qk, et ck peuvent être évaluées par l'utilisation 

(3.43) et (3.46). 

Étape 3 : Ensuite le problème de SDP dans (3.53) est résolu.  

Étape 4 : La solution  TT  ̂ obtenue peut être employée pour mettre à jour x0 à  

x1 = x0 +
 . L'itération continue jusqu'à

 est devenir inférieure à prescriptive tolérance ε.  

  

3.6 Conclusion 
    Dans ce chapitre nous essayions de trouvée un méthode de synthèse de filtre numérique 

RII qui produit un filtre avec le minimum d’ordre et préserve la stabilité, avec une phase 

linéaire, dans le domaine spatial on peut diviser la réponse impulsionnelle désirer à 4 régions 

ensuit on peut synthétiser 4 filtres (un filtre dans le cas où il existe un symétrie quadruple) 

pour chaque région par la méthode de Prony ou Itérative, le résultat est une filtre à phase 

linéaire et peut être un filtre stable. Un filtre stable avec une phase approximativement linéaire 

est synthétisé dans le domaine fréquentiel par la méthode de programmation itérative semi-

définie (SDP).  
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Chapitre 4 

Réduction d’ordre 
 

4.1 Introduction 

    Il est souvent désirable de représenter un système d'ordre élevé par un système d'ordre 

inférieur. Dans la plupart des cas, de tels modèles de d'ordre inférieure donnée l'exactitude 

raisonnable pour la réalisation, la commande, et/ou les objectives de calcul. 

    Une procédure de réduction appropriée devrait produire un modèle qui approximer 

l'original bien, une modèle stable à partir d'un original stable, et il devrait pouvoir être 

implémenter sur un calculateur avec le minimum des éléments de stockage [2]. 

    La réduction d'ordre dans l'environnement de l'espace d'état a quelques des avantages.  

De telles réalisations peuvent transférer facilement à la réalisation pratique, elles peuvent être 

facilement généralisées au cas d'un système invariant dans le temps. Il est possible d'appliquer 

la vaste connaissance de la théorie des matrices dans l'analyse, et avec le non unicité des 

réalisations de l'espace d'état fournissent le choix approprié pour utiliser. 

    Ce choix peut être régi par des erreurs de troncature, des problèmes avec la sensibilité des 

coefficients après la quantification, etc. 

    Malheureusement, dans le cas 2-D, la stabilité du modèle réduit n'est pas garantie, en 

général. Mais on démontrer que la procédure de réduction peut avec succès être appliquée à 

système séparable dans le dénominateur [2]. 

 

4.1 Modèle d'espace d’état  
    Le modèle du l'espace d'état offre la grande utilité dans la formulation et l'analyse des 

systèmes linéaires. Des systèmes linéaires qui sont décrits par des fonctions de transfert, les 

équations aux différences sont facilement formulés dans une représentation du l'espace d'état. 

Une fois formulées, beaucoup de techniques connues peuvent être appliquées pour analyser 

systématiquement le modèle. En conséquence, le modèle du l'espace d'état est un général et un 

puissant outil qui est utilisé pour unifier la recherche et l'étude des systèmes linéaires [6]. 

    Il y a plusieurs auteurs : Attasi [7], Fornasini-Marchesini [8] et Givone-Roesser [9] ont 

proposé différents modèles du l'espace d'état pour les systèmes 2-D et ont proposé quelques 

extensions des notions habituelles dans le cas 1-D tel que la commandabilité, et l'observabilité 

au cas 2-D. Cependant, ces résultats ne sont pas tout à fait satisfaisants, ils soient manquent de 

la motivation pour les modèles du l'espace d'état introduits ou soit la notion du l'espace d'état  

est incorrectement définie. Il apercevoir que le modèle de Givone-Roesser est le plus 

satisfaisant, il est également le plus général puisque les modèles d'Attasi et de Fomasini-

Marchesini peuvent être inclus dans le modèle de Givone-Roesser [10]. 

    Givone et Roesser ont utilisé une « approche de circuit » au problème de la réalisation de 

l'espace d'état pour les systèmes 2-D. Ils présentent un modèle dans lequel l'état local est 

divisé en un état horizontal et un état vertical qui sont propagé, respectivement, 

horizontalement et verticalement par des équations aux différences de premier ordre.  

Cependant, Givone et Roesser n'ont pas fourni beaucoup de motivation pour introduire d'un 

tel modèle puisqu'ils ne pouvaient pas implémenté une fonction de transfert 2-D arbitraire,  

H(z1, z2) = B(z1, z2)/A(z1, z2), où on assume que A(z1, z2) est irréductible, avec leur modèle du 

l'espace d'état. Mitra donné une réponse à ce problème dans [11] en présentant une méthode 

d'implémenté pour les fonctions de transfert 2-D avec quelques éléments de retardes 

 z1
-1

 et z2
-1

.  
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    Le modèle de Givone-Roesser est le suivant : 
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où x est l'état local, x
h
 est vecteur d'état horizontal de dimension n, x

v
 est vecteur d'état vertical 

de dimension m 
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où u vecteur d'entrée de dimension l, et y vecteur de sortie de dimension p. Clairement x
h
 est 

l'état horizontal est propagé horizontalement, x
v
 l'état vertical est propagé verticalement par 

des équations aux différences de premier ordre. 

    Maintenant, de la figure 4.1 suivant d'implémentation de circuit (avec d = 0) 
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Figure 4.1 implémentation de circuit (avec d = 0). 

 

on peut écrit directement l’équation suivante:  
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    Il est clair qu'il y ait une correspondance linéaire entre le modèle de Givone-Roesser et les 

réalisations de circuit avec les éléments de retard z1
-1

 et z2
-1

. 

 

Réalisation de Circuit  

    Dans le cas du temps discret 1-D, les éléments dynamiques utilisés sont des éléments de 

retards (de temps). 

   Pour la réalisation d'une 2-D fonction de transfert, une différence importante est que deux 

types d'éléments dynamiques sont nécessaires : 
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    Ils se indiquer «l'élément de retards horizontal» par (z1
-1

) et «l’élément de retards vertical» 

par (z2
-1

), respectivement. 

Un problème important est celui de la façon employé les éléments dynamiques, 

multiplicateurs et additionneurs, pour réaliser un filtre numérique 2-D avec la fonction de 

transfert :  
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    Nous pouvons faire ceci dans deux étapes. D'abord nous récrivons (4.3) dans la 

représentation rationnel-gain, c.-à-d.  
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Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que aoo = 1, alors 

)(~1)( 1

20

1

20

  zaza  

Ainsi, utilisation la technique de la réalisation 1-D, nous notons la réalisation montrée dans 

figure 4.2, où les gains des multiplicateurs sont représentés dans les polynômes  1

2

zF . 
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Figure 4.2 réalisation de la fonction transfert (4.4) 

 

    En plus de n éléments de retards horizontaux de figure 4.2, nous avons besoin m éléments 

de retards verticaux pour mettre en application les gains de rétroaction (feedback)  

{ )( 1

2

zai , i = 0, 1, ... , m} et d'autres m éléments de retards verticaux pour mettre en 

application les gains de lecture { )( 1

2

zbi  , i = 0, 1, ... , m}.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

b0(z2
-1) b1(z2

-1) b2(z2
-1) b3(z2

-1) 

ã0(z2
-1) a1(z2

-1) a2(z2
-1) a3(z2

-1) 

z1
-1 z1

-1 z1
-1 



42 

 

 

Ainsi, la réalisation complète exige n + 2m éléments dynamiques. 
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Figure 4.3 Réalisation de Circuit 2-D. 

 

    Cette réalisation est (canonique) standard, sa structure est très simple et elle implique 

seulement des gains réels. 

 

4.1.1 Représentation du modèle dans l'espace d’état 
    Les réalisations de circuit avec les éléments de retards z1

-1 
et z2

-1 
sont dans une 

correspondance linéaire avec des modèles dans l'espace-état du type de Roesser. Les sorties 

des éléments de retards z1
-1 

sont les états horizontaux et les sorties des éléments de retards z2
-1 

sont les états verticaux. 

   Ainsi, l’implémentation de figure 4.3 peut être transformée simplement en modèle suivant : 
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4.1.2 Réalisation Minimale dans l'espace d'état  
    Est un algorithme présenté pour la réalisation minimale dans l'espace d'état d'une fonction 

de transfert bidimensionnelle pour le cas où le dénominateur de la fonction de transfert est 

facteurable (dénominateur séparable). La représentation dans l'espace d'état est directement 

dérivée par correspondance (inspection) d'une réalisation de schéma fonctionnel de circuit du 

système 2-D. L'algorithme n'exige pas que le polynôme de dénominateur soit factorisé. 
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    La notion de la réalisation minimal du modèle d'espace d'état, jeux un rôle important dans 

l'analyse et de la synthèse des systèmes 2-D, en raison du grand nombre de données 

impliquées dans le traitement numérique des signaux. La réalisation minimales du l'espace 

d'état ne sont pas toujours possibles à toutes les fonctions de transfert rational 2-D [10] [12]. 

Cependant, des réalisations minimales du l'espace d'état ont été déterminées pour les cas 

spéciaux suivants : 

    a) Systèmes avec fonctions de transfert de la forme H(z1, z2) =1/A(z1, z2),ou de la forme  

H(z1, z2) =B(z1, z2) [13].   

    b) Systèmes avec le dénominateur séparable [14]. 

     

    D'abord, on introduit un test de facteurabilité qui permet nous de déterminer si le 

dénominateur peut être factorisé. Ensuite, on présente un algorithme basé sur une réalisation 

de schéma fonctionnel de circuit de la fonction de transfert et donne les matrices du modèle 

par correspondance (inspection). 

Considérer le système linéaire et invariant dans le temps, décrit par la fonction de transfert 

suivant : 

                                         





 



 






n

k

m

k

kk

n

k

m

k

kk

zzkka

zzkkb

zzH

0 0

2121

0 0

2121

1

2

1

1

1 2

21

1 2

21

),(

),(

),(                             (4.6) 

Le problème considéré est de déterminer un modèle minimal du l'espace d'état du système 

(4.6) pour le cas suivant :  

Les coefficients de numérateur de (4.6) peuvent être arbitraires, alors que les coefficients de 

dénominateur satisfont la relation suivant : 

                                                       a(k1, k2) = a(k1, 0)a(0, k2)                                   (4.7) 

avec a(0, 0) =1.  

Le modèle du l'espace d'état est du type de Givone-Roesser [9] décrit dans (4.1) où 

l = p =1, et A1, A2, A3, A4, B1, B2, C1 et C2 ont la dimension (nn), (nm), (mn), (mm), 

(n1), (m1), (n1) et (m1), respectivement. 
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Réalisation dans l'espace d'état 

    La fonction de transfert (4.6), où a(k1, k2) = a(k1, 0)a(0, k2) peut être présenté sous une 

formule de schéma fonctionnel comme dans la figure 4.4. 
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Figure 4.4  le schéma fonctionnel d'une fonction de transfert avec le dénominateur facteurable. 

 

Alors la réalisation minimale dans ce cas exige seulement n + m éléments dynamiques. 

    Une réalisation du l'espace d'état peut être écrit par :  
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h(1, 1) = b(1, 1) + a(1, 0)a(0, 1)b(0, 0)  – [ b(1, 0)a(0, 1)  + a(1, 0)b(1, 0)] 

                      

h(1, n) = b(1, n) + a(1, 0)a(0, n)b(0, 0)  – [ b(1, 0)a(0, n) + a(1, 0)b(0, n)]                                                      

                      

h(m, 1) = b(m, 1) + a(m, 0)a(0, 1)b(0, 0) – [ b(m, 0)a(0, 1) + a(m, 0)b(0, 1)] 

                      

h(m, n) = b(m, n) + a(m, 0)a(0, n)b(0, 0) – [ b(m, 0)a(0, n)  + a(m, 0)b(0, n)] 
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et                                   d = b(0, 0). 

 

4.3 Dérivation la matrice de la fonction de transfert à partir du modèle 

d'état  
    Deux étapes principales en développant un algorithme sont comme suit : D'abord, la 

matrice de fonction transfert est reformulée en termes de polynômes caractéristiques de 

plusieurs matrices qui dépendent d'une variable complexe. En second, un algorithme au lequel 

identifier les coefficients d'un polynôme 1-D d'ordre n quand ses valeurs (n + 1) des points sur 

le cercle d'unité sont connus. L'algorithme nécessite de résoudre un système des équations 

linéaires dont la matrice est une matrice unitaire de Vandermonde [15].   

    Deux algorithmes pour la dérivation de la matrice de fonction transfert d'un système 

linéaire 2-D, invariant dans le temps, discret, de modèle du Givone-Roesser sont développés. 

    Considérer le modèle du l'espace d'état de Givone-Roesser à unique entrée, et à unique 

sortie (SISO) décrit comme de (4.1), et si nous définissons 

I(z1, z2) = z1I z2I 

où  dénote la somme directe, 

alors la matrice de fonction transfert du système est donnée par : 
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H(z1, z2) de (4.8) peut être écrit par : 
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où k est un nombre entier, qk(z2) et pk(z2) sont des polynômes de z2 d'ordre non plus grand que 

n, et 
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où P(z2, A4) dénote le polynôme caractéristique de A4 de variable z2. De plus, de (4.8) et la 

formule de l'inversion de matrice [16], la fonction de transfert H(z1, z2) peut être exprimée 

par : 

                                       )()()()(),( 2

1

212221 zfzEIzzgzlzzH


                        (4.11) 

où                                                 E(z2) = A1 + A2(z2I – A4)
-1

A3 

f(z2) = B1 + A2(z2I – A4)
-1

B2  

g(z2) =C1 + C2(z2I – A4)
-1

A3  

l(z2) = d + C2(z2I – A4)
-1

B2  

Noter que (z2I – A4)
-1

 est une facteur commune dans E(z2), f(z2), g(z2), et , l(z2) par conséquent, 

les équations ci-dessus peut être exprimé par : 
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En utilisant une formule bien connue pour la fonction de transfert d'un modèle du l'espace 

d'état dans le cas 1-D (voir [16, annexe A.13]), (4.11) peut être récrit par : 
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où  )(, 21 zEzP et  )()()(, 2221 zgzfzEzP   sont des polynômes caractéristiques de E(z2) et  

E(z2) – f(z2)g(z2),  respectivement. Le dénominateur dans (4.13) est un polynôme en z1 mais le 

dénominateur dans (4.9) est un polynôme en z1 avec pm(z2) comme coefficient de z1
m
. Cette 

observation avec (4.10) donné : 
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A. Algorithme pour un modèle SISO de Givone-Roesser  

    L'algorithme est dérivé de (4.14a) et (4.14b), et une méthode efficace pour la détermination 

d'un polynôme 1-D comme suivent: 

1) Déterminer les coefficients d'un polynôme 1-D :  

02122)(   zzzp n

n   

p(z2) est une polynôme d'ordre n avec des coefficients 01,,,  n . 

et {z2(l), 0 ≤ l ≤ n} soit les (n +1) points qui sont uniformément distribués sur le cercle d'unité 

dans le plan complexe z2,  

                                                     
)1(2

2 )(  nljelz   
,         0 ≤ l ≤ n                          (4.15) 

    Si les valeurs {pl = p[z2(l)], 0 ≤ l ≤ n} sont connues, alors les coefficients {αl, 0 ≤ l ≤ n} 

peuvent être déterminés par : 

                                                          α = V
-1

(z2)q                                                     (4.16) 

où α = Tn 01,,,   , q = Tnppp ,,, 10  , et V(z2) est la matrice de Vandermonde de 

dimension (n +1)×(n +1) dont le second à la dernière colonne est : 

 Tnzzzz )()1()0( 2222   
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    Depuis z2(l) (0 ≤ l ≤ n) sont différents, V(z2) est toujours une matrice non-singuliers. Et on a  

                                                            V
H
(z2)V(z2) = (n +1)I                                     (4.17) 

où V
H
(z2) dénote le conjuguer et transposent de V(z2). Par conséquent, V(z2)/ 1n  est une 

matrice unitaire et (4.16) peut être donner par :  

                                                              qzV
n

H )(
1

1
2


                                       (4.18) 

L'équation (4.18) donner une formule efficace pour la détermination de polynôme p(z2). 

 

2) Détermination les coefficients du pk(z2) and qk(z2) : 

    Dans la section précédente on le suppose que la matrice A4 n'a aucune valeur propre sur le 

cercle d'unité, qui est le cas où le système est stable [17]. Le cas où A4 a des valeurs propres 

sur le cercle d'unité sera considéré dans la section B. Donné un point z2 sur le cercle d'unité, il 

suit de (4.12) que E(z2),  f(z2), g(z2), et l(z2)  peuvent être évalués de (4.14) pour obtenir les 

valeurs du pk(z2) et qk(z2) pour 0 ≤ k ≤ m au point donné z2. 

Si cette procédure est appliquée à chacun du n +1 points définis par (4.15), alors les valeurs 

du chaque pk(z2) et qk(z2) sur {z2(l), 0 ≤ l ≤ n} peut être obtenu par l'algorithme suivant : 

 

Algorithme: 

Etape 1 : Utilisation (4.12) pour évaluer E(z2),  f(z2), g(z2), et l(z2) dans l'ensemble de points 

définis par (4.15). 

Etape 2 : Calculer le déterminante de (z2I – A4)
 
 et les équations caractéristiques E(z2), et  

E(z2) – f(z2)g(z2) pour z2 = z2(l), 0 ≤ l ≤ n. 

Etape 3 : Utiliser (4.14) pour obtenir pk(z2) et qk(z2) pour  0 ≤ l ≤ n, 

0 ≤ k ≤ m. 

Etape 4 : Pour chaque k (0 ≤ k ≤ m),  forment des vecteurs p =  Tnppp ,,, 10  et déterminent 

les polynômes pk(z2) et qk(z2) par l'utilisation (4.18). 

 

B. Le cas du système est instable 

    Si A4 a des valeurs propres avec du module égale l'unité, le système est instable. Dans ce 

cas, le n +1 points définis par (4.15) peut modifier par 
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 ,      0 ≤ l ≤ n                            (4.19) 

où r > 0 dénote le rayon d'un cercle dans le plan de z2 où A4 n'a aucune valeur propre.  

Avec q =  Tnppp ,,, 10  , (4.19) devient 
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(z2)q 

où 
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                                                          = V(z2)diag{r
n
, …, r, 1} 
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et diag{r
n
, …, r, 1} est la matrice diagonale avec r

n
, …, r,1 comme les éléments de sa 

diagonale principale.  

par (4.17),                          Vr(z2)
H
Vr(z2) = (n +1)diag{r

2n
, …, r

2
, 1} 

ce qui implique  

                  )(1,,,
1

1
)( 2

22

2

1 zVrrdiag
n

zV H

r

n

r




   

Par conséquent, (4.18) est modifié à 

                                              

 

  qzVrrdiag
n

qzVrrdiag
n

Hn

H

r

n

)(1,,,
1

1

)(1,,,
1

1

2

1

2

22















                        (4.20) 

Noter que (4.18) est un cas spécial de (4.20) avec r =1. 

 

4.4 Méthodes de Réduction 
    Deux problèmes importants dans l'évaluation de méthode de réduction sont la précision  

d'approximation et la stabilité du système réduit. Pour les systèmes unidimensionnels 1-D, des 

méthodes qui rapportent l'excellente précision d'approximation avec la stabilité garantie ont 

établie dans [18] [19]. Les techniques de réduction modèles les plus populaires sont basées sur 

le concept de la réalisation équilibrée qui a été initialement proposée par Moore [18]. Donné 

un système discret, sa réalisation équilibrée dans une représentation dans l'espace d'état dans 

laquelle l'importance de la variable d'état i
ème

 peut être mesurée par la valeur singulière de 

Hankel. Ceci proposer d'une manière que d'obtenir une approximation d'ordre réduit d'un 

modèle d'espace d'état soit de former une réalisation équilibrée et puis de maintenir les r états 

correspondant aux plus grandes valeurs singulières de Hankel où r est l'ordre du système 

réduit.  

    Pour les systèmes 2-D, le problème de réduction a été étudié par beaucoup de chercheurs 

pendant ces dernières années, et les résultats de la recherche obtenus ont été trouvés utiles 

dans, par exemple, la synthèse de filtre numérique [20]. Un des problèmes dans l'étude de  

réduction de modèle est d'étendre le concept de réalisation équilibré au cas 2-D. Puisqu'une 

réalisation équilibrée est essentiellement déterminée par les gramians de contrôlabilité et 

d'observabilité du système, et puisqu'il y a plusieurs types de Gramians qui peuvent être 

définis pour un système 2-D donné, il y a différents types de réalisations équilibrées pour un 

système discret donné, conduire à différentes approximations équilibrées [21]. 

 

Examen du cas d'un système 1-D 

    Commençons par un bref examen du concept de Gramians pour un système 1-D représenté 

par : 

                                                         xk +1 = Axk + Buk                                               (4.21a) 

                                                             yk = Cxk + duk                                              (4.21b) 

    On suppose que le système est contrôlable, observable, et stable. Dans ces suppositions la 

réalisation (4.21) est dite équilibrée si 

                                                 P = Q =diag{ζ1, ζ2, ... , ζn }                                    (4.22) 

où 

                                     





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kTTk CACAQABBAP                            (4.23) 
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s'appellent la contrôlabilité et l'observabilité Gramians du système, respectivement. Il y a deux 

avantages associe aux ces Gramians. Premièrement, pour une réalisation équilibrée, les 

Gramians définie par (4.22) donné un ensemble des valeurs singulières de Hankel monotonie 

diminuer ζ1 ≥ ζ2 ≥ ... ≥ ζn > 0 qui indiquent la signification des variables d'état associées, 

conduire à la méthode bien connue de la réduction équilibrée de modèle [18]. En second, si la 

représentation de l'espace d'état donnée par (4.21) n'est pas encore équilibrée, alors les 

Gramians P et Q définis par (4.23) peuvent être employés pour trouver une transformation T 

tels que la réalisation caractérisée par (T
-1

AT, T
-l
B, CT, d) est équilibré. Après avoir obtenu 

une réalisation équilibrée, un système réduit d'ordre r peut être obtenu par troncature comme 

(Ar, Br, Cr, d) où Ar = A(1 : r, 1 : r), Br = B(1 : r), et Cr = C( l : r). Deux caractéristiques 

importants des méthodes de réduction de modèles équilibrées sont que le système réduit reste 

stable si le système initial est stable, et que l’erreur d’approximation a une limite supérieure, 

qui est déterminée par le dernier n – r valeurs singulières de Hankel, et est donnée par : 

                                            





n

rk

kr
z

r zHzHzHzH
1

1
)()(max)()(             (4.24) 

où H(z) = C(zI – A)
-1

B + d et Hr(z) = Cr(zI – A)
-1

Br + d sont les fonctions de transfert du 

système initial et du système réduit, respectivement. En plus de (4.23), il y a deux autres 

méthodes pour évaluer P et Q : un implique les intégrales complexes 

                                        



1

*

1

* )()(
2

1
,)()(

2

1

zz
z

dz
zGzG

j
Q

z

dz
zFzF

j
P


       (4.25) 

où  

                                                                F(z) = (zI – A)
-1

B                                      (4.26a)  

                                                                G(z) = C(zI – A)
-1

                                     (4.26b) 

et l'autre utilise les équations de Lyapunov : 

                                                              APA
T
 – P = –BB

T
                                       (4.27a) 

                                                               A
T
QA – Q = –C

T
C                                     (4.27b) 

    Parmi les trois méthodes d'évaluation (4.23), (4.25) et (4.27), la méthode d'équations de 

Lyapunov demande la quantité minimum de calculs. 

 

 

4.4.1 Trois types de Gramians pour les systèmes discrets 2-D 
    Considérer le modèle d'espace d'état de Givone-Roesser (SISO) décrit dans (4.1), et on 

définie 

                                                       F(z1, z2) = (I(z1, z2)  – A)
-1

B                               (4.28a) 

                                                       G(z1, z2) = C(I(z1, z2) – A)
-1

                               (4.28b) 

où I(z1, z2) = z1In z2Im.  

    Le premier type de Gramians, connu sous le nom de pseudo contrôlabilité et observabilité 

Gramians [22], sont obtenus par la généralisation (4.25) et sont définis par : 
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    Le deuxième type de Gramians, connu sous le nom de contrôlabilité et observabilité 

Gramians structurées [23], sont définis par les solutions positivement définies P
s
 et Q

s
 de 

inégalités de Lyapunov 

                                                     AP
s
A

T 
– P

s
 + BB

T
 < 0                                          (4.29a) 

                                                     A
T
Q

s
A – Q

s 
+ C

T
C < 0                                         (4.29b) 

    Noter que les matrices positivement définies (positive definite matrices) P
s
 et Q

s
, si elles 

existent, ne sont pas uniques. Ceci conduire à la non-unicité des réalisations équilibre 

structurel qui sont basées sur P
s
 et Q

s
, et donc on pose la question comment trouver une 

réalisation équilibre structurel qui rapporte le meilleur système réduit selon certains critères 

de performance [12]. 

    Le troisième type de Gramians, connu sous le nom de quasi-Gramians [24], sont définis par 

les matrices diagonales positivement définies P
q
 =diag{P1,P2} et Q

q
 = diag{Q1, Q2} où Pi et 

Qi (i = 1,2) satisfont les équations de Lyapunov 

                                  AlPlA1
T
 – P1 + B1B1

T
 + A2P2A2

T
 = 0                                       (4.30a) 

                                  A4P2A4
T
 – P2 + B2B2

T
 + A3

T
PlA3 = 0                                      (4.30b)                                                  

                                  Al
T
QlA1 – Q1+ C1

T
 c1 + A3

T
Q2A3 = 0                                      (4.30c) 

                                  A4
T
Q2A4 – Q2 + C2

T
 C2 + A2

T
QlA2 = 0                                    (4.30d) 

    En termes de complexité de calcul, les Gramians structurés sont le plus cher d'évaluer 

tandis que les quasi-Gramians sont les plus économiques. 

 

Approximations équilibrées 

    Comme dans le cas 1-D, des réalisations équilibrées d'un système discret 2-D sont obtenues 

en s'appliquant des transformations appropriées aux variables d'état, et ces transformations 

sont déterminées en utilisant la contrôlabilité et l'observabilité Gramians. Puisqu'il y a au 

moins trois types de Gramians, on peut en conséquence dériver trois types différents de 

réalisations équilibrées. En effet, une fois qu'une type de Gramians est choisi, les cases 

diagonales gauches supérieures et droites inférieures du Gramians sont employées pour 

calculer la matrice de transformation T = T1  T2  en utilisant, par exemple, l'algorithme de 

Laub [25] tels que la réalisation caractérisée par {T
-1

AT, T
-l
B, BT, d} est équilibrée.  

Une fois qu'une réalisation équilibrée est obtenue, un système réduit d'ordre (r1, r2), dénoté par 

{Ar, Br, Cr, d}, peut être obtenu en tronquant les matrices A, B, et C avec 
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




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avec 

A1r = A1( l: r1, 1: r1), A2r = A2(l: r1, 1: r2),  

A3r = A3( l: r2, 1: r1), A4r = A4(l: r2, 1: r2),  

B1r = B1(1: r1), B2r = B2(1: r2) 

                                                     C1r = C1(1: r1), C2r = C2(1: r2) 

 

Limites d'Erreur et Stabilité des Systèmes Réduits  

1. cas de pseudo équilibre 

    Un système d'ordre réduit obtenu en utilisant l'approximation pseudo équilibrée préservé la 

stabilité si le système initial à dénominateur séparable [2]. Pour le système avec le 

dénominateur non séparable, bien que la stabilité du système réduit peut être préservée dans 

beaucoup de circonstances. Excepté quelques limites supérieures pour l'erreur 

d'approximation pour des types particuliers des systèmes 2-D séparables, aucune limite 

d'erreur n'est disponible pour la classe de système discret général quand la méthode pseudo 

équilibrée de réduction est utilisée. 
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2. cas de d’équilibre structurel  

    Bien que l'approximation équilibre structurel exige les calculs les plus intensifs, le système 

réduit obtenu préserve toujours la stabilité. D'ailleurs, il peut donner 
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1

1 1
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n

ri

i

n

ri

ir zzHzzH                    (4.31) 

 

où H(z1, z2) et Hr(z1, z2) sont les fonctions de transfert des systèmes d'original et réduits, 

respectivement, et {ζ1i, i = rl + l , ..., nl} et {ζ2i, i = r2 + l , ..., n2} sont le dernier ni – ri  

(i = 1, 2) valeurs singulières de Hankel s'est associé à la dimension i [11]. Les valeurs 

singulières de Hankel apparaissant du côté droit de (4.31) ne sont pas uniques. 

 

3. cas de quasi-équilibrées 

    Bien que la méthode quasi-équilibrée d'approximation ne préserve pas la stabilité du 

système réduit généralement, le système réduit reste stable si le système initial a un 

dénominateur séparable. Pour des systèmes avec des dénominateurs séparables, donner 

également plusieurs limites d'erreur pour l'erreur d'approximation [24]. 

 

    On s’intéresse dans la prochaine section à le dernier cas (quasi-équilibrées) en raison de sa 

simplicité pour la réduction d’ordre,  et on appliquer cette méthode pour les deux types de 

filtres RII, filtre à dénominateur séparable, et filtre à dénominateur ne pas séparable, et pour 

ça on proposer l’algorithme suivant :   

 

4.5 Algorithme Itérative pour le cas Quasi-Gramians  
    Une méthode itérative pour le calcul des 2-D quasi-gramians est développée, où chaque 

itération impliquent de résoudre deux équations 1-D de Lyapunov. Pour système 2-D stable, 

l'algorithme itérative converge à la solution désirée très rapidement [26]. 

 

Algorithme 

Étape 1 : on pose P2
(0)

 =  Q2
(0)

 = 0 et k =1. 

Étape 2 : Résoudre les équations suivantes de Lyapunov pour P1
(k)

 et Q1
(k)

 : 

                                             AlP1
(k)

A1
T
 – P1

(k)
 + F1 = 0                                           (4.32a) 

                                            Al
T
Q1

(k)
A1 – Q1

(k)
 + G1 = 0                                           (4.32c) 

 où                                       F1 = B1B1
T
 + A2P2

(k-1)
A2

T
  

                                            G1 = C1
T
C1 + A3

T
Q2

(k-1)
A3 

Étape 3 : Résoudre les équations suivantes de Lyapunov pour P2
(k)

 et Q2
(k)

 : 

                                            A4P1
(k)

A1
T
 – P2

(k)
 + F2 = 0                                           (4.32b) 

                                            A4
T
Q2

(k)
A4 – Q2

(k)
 + G2 = 0                                          (4.32d) 

où                                        F2 = B2B2
T
 + A3P1

(k)
A3

T
  

                                            G2 = C2
T
C2 + A2

T
Q1

(k)
A2 

Étape 4 : on pose k=k+1 et répéter l'étape 2 et 3 jusqu'à   

  )1()( k

i

k

i PP , (i =1, 2) 

  )1()( k

i

k

i QQ , (i =1, 2) 

où le ε est une tolérance prescriptif. 

    Évidemment, si Pi
(k)

 → Pi et Qi
(k)

 → Qi pour i = 1, 2 comme k → , puis Pi et Qi satisfont 

(4.30), donc, ils sont les quasi-gramians du filtre 2-D. 
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4.6 Conclusion 
    Les diversités du gramians sont venir a partir la méthode de calcule des matrices P et Q, 

des intégrales complexes de deux variables produit les matrices de gramians pseudo 

contrôlable et observable, la solution des inégalités de Lyapunov conduira à des gramians de  

contrôlabilité et observabilité structurées, et les quasi-gramians obtenue par les équations de 

Lyapunov, mais en termes de complexité de calcul, le gramians structuré sont le plus cher 

d'évaluer tandis que les quasi-Gramians sont les plus économiques.  
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Chapitre 5 

Simulation et interprétation 
 

5.1 Introduction 

    L’objectif de ce chapitre est de faire des simulations pour la synthèse et la réduction 

d’ordre. Pour cela, on devise les simulations en deux parties : 

 

1
ère

 partie : la synthèse 

    On fait la synthèse dans les deux domaines : 

Domaine temporel (spatial): par les deux méthodes : méthode de Prony et la méthode Itérative 

on génère les matrice du numérateur b(n1, n2), et du dénominateur a(n1, n2); ensuite, on utilise 

la fonction Impulse_2D.m pour produire la réponse impulsionnelle, et la réponse 

fréquentielle pour les différents types de filtres (passe-bas, passe-haut, passe-bande, et coupe-

bande). 

Domaine fréquentiel: par la méthode de programmation semi-définie  (SDP), on fait le même 

travail  pour les 4 différents types de filtres. 

 

2
éme

 partie : la réduction 

    Pour la réduction d’ordre, on appliquer la méthode de quasi-gramians au filtre synthétisé 

en1
ère

 partie  .  

 

- Les simulations seront suivies de leurs interprétations. 
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5.2.1 Synthèse : Méthode de Prony (Prony Modifiée)  
 

 

 

Soit les filtres numériques RII  donnés par les gabarits suivants : 

 

- l’ordre de filtre n =5, m=5, (dimension de matrice a, et b).  

- les régions normalisée de la bande passante et de la bande coupée correspondant pour 

chaque type de filtre sont : 

Passe-bas : Rp = [0  0.4], et Rs = [0.5  1].  

Passe-haut : Rp = [0.6  1], et Rs = [0 0.5]. 

Passe-bande : Rp = [0.4  0.6], Rs1 = [0   0.3] et Rs2 = [0.7  1]. 

Coupe-bande : Rp = [0.3  0.6], Rs1 = [0   0.2] et Rs2 = [0.7  1]. 

Remarque: 

- le nombre totale de coefficients  est égale à  nm (2 matrices a, et b) (4 filtres) = 200. 
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    Figure (5.1) : réponse impulsionnelle du filtre RII passe-bas, méthode de Prony Modifiée. 
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              Figure (5.2) : spectre d’amplitude perspective "X-Z" (en dB) du filtre RII passe-bas. 
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    Figure (5.3) : réponse impulsionnelle du filtre RII passe-haut, méthode de Prony Modifiée. 
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              Figure (5.4) : spectre d’amplitude perspective "X-Z" (en dB) du filtre RII passe-haut. 
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   Figure (5.5) : réponse impulsionnelle du filtre RII passe-bande, méthode de Prony Modifiée. 
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            Figure (5.6) : spectre d’amplitude perspective "X-Z" (en dB) du filtre RII passe-bande. 
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  Figure (5.7) : réponse impulsionnelle du filtre RII coupe-bande, méthode de Prony Modifiée. 
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            Figure (5.8) : spectre d’amplitude perspective "X-Z" (en dB) du filtre RII coupe-bande.  
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5.1.2 Synthèse : Méthode Itérative 

 

 

 

Soit les filtres numériques RII donnés par les gabarits suivants : 

 

- l’ordre de filtre n =5, m=5, (dimension de matrice a, et b).  

- les régions normalisées de la bande passante et de la bande coupée correspondant pour 

chaque type de filtre égales : 

 Passe-bas : Rp = [0  0.4], et Rs = [0.5  1].  

Passe-haut : Rp = [0.6  1], et Rs = [0 0.5]. 

Passe-bande : Rp = [0.4  0.6], Rs1 = [0   0.3] et Rs2 = [0.7  1]. 

Coupe-bande : Rp = [0.3  0.6], Rs1 = [0   0.2] et Rs2 = [0.7  1]. 

- nombre de itérations égale it=10. 

Remarque: 

- le nombre totale de coefficients  est égale à nm (2 matrices a, et b) (4 filtres) = 200. 
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    Figure (5.9) : réponse impulsionnelle du filtre RII passe-bas, méthode Itérative. 
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              Figure (5.10) : spectre d’amplitude perspective "X-Z" (en dB) du filtre RII passe-bas. 
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    Figure (5.11) : réponse impulsionnelle du filtre RII passe-haut, méthode Itérative. 
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             Figure (5.12) : spectre d’amplitude perspective "X-Z" (en dB) du filtre RII passe-haut. 
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    Figure (5.13) : réponse impulsionnelle du filtre RII passe-bande, méthode Itérative. 
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          Figure (5.14) : spectre d’amplitude perspective "X-Z" (en dB) du filtre RII passe-bande. 

fréquences normalisées 



64 

 

0

10

20

30

40

0

10

20

30

40
-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

k1k2

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-140

-120

-100

-80

-60

-40

-20

0

fréquence normalisé

-1

-0.5

0

0.5

1

-1

-0.5

0

0.5

1

-100

-50

0

 

 

 

 

 

 

               h(k1, k2) 

 

 

 

 

 

 

    Figure (5.15) : réponse impulsionnelle du filtre RII coupe-bande, méthode Itérative. 
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          Figure (5.16) : spectre d’amplitude perspective "X-Z" (en dB) du filtre RII coupe-bande.  
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5.1.3 Synthèse : Méthode SDP 

 

 

 

Soit les filtres numériques RII  donnés par les gabarits suivants : 

 

- l’ordre de filtre n =13, r =13 (dimension de la matrice a, et b).  

- les régions normalisées de la bande passante et de la bande coupée correspondant pour 

chaque type de filtre égales : 

 Passe-bas : Rp = [0  0.4], et Rs = [0.5  1].  

Passe-haut : Rp = [0.6  1], et Rs = [0 0.5]. 

Passe-bande : Rp = [0.48  0.55], Rs1 = [0   0.3] et Rs2 = [0.7  1]. 

Coupe-bande : Rp = [0.3  0.6], Rs1 = [0   0.1] et Rs2 = [0.8  1]. 

- nombre de itérations : it=2. 

Remarque:  

-  le nombre totale de coefficients  est égale à 1313 (matrice b) + 1313 (matrice a) =338.  
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Figure (5.17) : réponse impulsionnelle du filtre RII passe-bas, méthode SDP. 
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              Figure (5.18) : spectre d’amplitude perspective "X-Z" (en dB) du filtre RII passe-bas. 
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Figure (5.19) : réponse impulsionnelle du filtre RII passe-haut, méthode de SDP. 
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             Figure (5.20) : spectre d’amplitude perspective "X-Z" (en dB) du filtre RII passe-haut. 
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Figure (5.21) : réponse impulsionnelle du filtre RII passe-bande, méthode de SDP. 
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          Figure (5.22) : spectre d’amplitude perspective "X-Z" (en dB) du filtre RII passe-bande. 
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Figure (5.23) : réponse impulsionnelle du filtre RII coupe-bande, méthode de SDP. 
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          Figure (5.24) : spectre d’amplitude perspective "X-Z" (en dB) du filtre RII coupe-bande. 
 

 

fréquences normalisées 



70 

 

 

 
 

 

 

 

5.3 Réduction 
 

 

Pour la réduction d’ordre, on appliquer la méthode de quasi-gramians au filtre synthétisé, on 

choisie deux types de filtres (passe-bas et passe-bande), et on utilise notre fonction 

tf2ss2_2D.m pour transformer les matrices a, et b au model dans l’espace d’état {A, B, C, 

d}. Ensuit, on appliqué la méthode quasi-gramians pour calculer une modèle d’ordre réduit 

{Ar, Br, Cr, d}. Après la réduction on  revient à la matrice a, et b, par la fonction ss2tf_2D.m. 

 

 

5.3.1 Réduction : Méthode Itérative 
 

- l’ordre de filtre original  n = 5, m = 5, (dimension de la matrice a, et b).  

- les dimensions de la matrice A, B et C sont (n+ 2m)  (n+2  m), (n+ 2m)1, 1  (n+ 

2m), respectivement. 

-  nombre d'itérations égale it = 10. 

- l’ordre de filtre (passe-bas) réduit  r1 = 4, r2 = 5. 

- l’ordre de filtre (passe-bande) réduit  r1 = 4, r2 = 4. 
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Figure (5.25) : spectre d’amplitude du filtre original,  perspective "X-Z" (en dB) du filtre RII 

passe-bas (200 coefficients). 
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Figure (5.26) : spectre d’amplitude du filtre réduit d’ordre 45, perspective "X-Z" (en dB) du 

filtre RII passe-bas (160 coefficients). 
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                    Figure (5.27) : Erreur fréquentielle (échelle normal) entre filtre original et réduit 

. 
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    Figure (5.28) : Erreur fréquentielle (échelle normal) entre filtre original et filtre synthétisée 

par la même méthode d’ordre (44 c.-à-d. 128 coefficients ) . 
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Figure (5.29) : spectre d’amplitude du filtre original,  perspective "X-Z" (en dB) du filtre 

RII passe-bande (200 coefficients). 
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Figure (5.30) : spectre d’amplitude du filtre réduit d’ordre 44, perspective "X-Z" (en dB) du 

filtre RII passe-bande (128 coefficients). 
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Figure (5.31) : Erreur fréquentielle (échelle normal) entre filtre original et réduit . 
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Figure (5.32) : Erreur fréquentielle (échelle normal) entre filtre original et filtre synthétisée 

par la même méthode d’ordre (44 c.-à-d. 128 coefficients ) . 
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5.3.2 Réduction : Méthode SDP 
 

 

 

- l’ordre de filtre original  n =13, m=13, (dimension de la matrice a, et b).  

- les dimensions de la matrice A, B et C sont (n+ m)  (n+ m), (n+ m)1, 1  (n+ m), 

respectivement ( réalisation minimal). 

   

- nombre d’itérations égale it=2, ( le nombre totale de coefficients est égale à 1313 (matrice 

b) + 1313 (matrice a) =338).  

- l’ordre de filtre (passe-bas) réduit  r1 = 8, r2 = 8, ( le nombre totale de coefficients est égale à 

88 (matrice b) + 88 (matrice a) =128). 

- l’ordre de filtre (passe-bande) réduit  r1 = 9, r2 = 9, ( le nombre totale de coefficients est 

égale à 99 (matrice b) + 99 (matrice a) =162). 
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   Figure (5.33) : spectre d’amplitude du filtre original,  perspective "X-Z" (en dB) du filtre RII 

passe-bas (338 coefficients). 
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      Figure (5.34) : spectre d’amplitude du filtre réduit d’ordre 88, perspective "X-Z" (en dB) 

du filtre RII passe-bas (128 coefficients). 
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                   Figure (5.35) : Erreur fréquentielle (échelle normal) entre filtre original et réduit . 
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        Figure (5.36) : spectre d’amplitude du filtre original,  perspective "X-Z" (en dB) du filtre 

RII passe-bande (338 coefficients). 
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 Figure (5.37) : spectre d’amplitude du filtre réduit d’ordre 99, perspective "X-Z" (en dB) du 

filtre RII passe-bande (162 coefficients). 
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              Figure (5.38) : Erreur fréquentielle (échelle normal) entre filtre original et réduit . 
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5.4 Interprétation et conclusion  
    Les résultats obtenus conduisent aux remarques suivant : 

 

* La synthèse :  

- Il n’existe pas une grande différence entre la méthode de  Prony et la méthode Itérative, mais 

on peut remarquer une petite amélioration dans la méthode Itérative au niveau de la bande 

coupée (affaiblisses) tel que : 

Prony / min (H(w1, w2) = -49,09 dB,                   (filtre passe-bas). 

Itérative / min (H(w1, w2) = -55,77 dB,               (filtre passe-bas).                                                                                                                      

- Les résultats obtenus dans la méthode SDP sont comparables aux deux autres méthodes, tel 

qu’on trouve un décroissement dans la performance dans les deux bandes (bande passant et 

bande coupée), il est possible d’améliorer les résultats par l’augmentation de nombre des 

coefficients ou de nombre d’itération. Il y a un bon aspect de cette méthode, c’est la stabilité, 

tel que la stabilité est mesuré par le grand module des racines de vecteur de colon ou ligne de 

la matrice de dénominateur ‘a’, on a trouvé les résultats suivant : 

- max(abs(roots(a( :,1)))) = 0,8926 => (filtre passe-bas).               

                                         = 0,7235 => (filtre passe-haut).               

                                         = 0,8578 => (filtre passe-bande).               

                                         = 0,7202 => (filtre coupe-bande).               

où max, abs, et roots sont des fonctions dans logicielle Matlab qui représentant le valeur max 

d’un vecteur, le valeur absolue, et les racines d’une vecteur, respectivement.   

* La réduction :  

- A cause de la réalisation non minimal de filtre synthétiser par les méthodes de Prony et 

Itérative, et a cause que le filtre réduit peut être instable, et les résultats de réduction n’est pas 

bien (voir les figures 5.27, 5.31), on peut remarque que ces résultats de réduction comparable 

avec les filtres synthétiser par la méthode Itérative de même ordre (r1, r2)( filtre passe-bande ) 

n’est pas mieux (voir les figures 5.28, 5.32). 

- Mais dans la méthode de programmation semi-définie (SDP) la stabilité reste préserver : 

max(abs(roots(a( :,1)))) = 0,8926 => (filtre original ) =>  0,9119 => (filtre réduit) (filtre 

passe-bas).                          

max(abs(roots(a( :,1)))) = 0,7202 => (filtre original ) =>  0,6859 => (filtre réduit) (filtre 

coupe-bande).                          

Les résultants obtenus apparent que le filtre passe-bas réduit mieux que filtre coupe-bande tel 

que le nombre des coefficients diminuer de 338  128, et l’erreur entre la réponse 

fréquentielle de filtre initial et réduit (figure 5.35=> max(E) = 0.02)  mais pour filtre coupe-

bande le nombre des coefficients diminuer de 338  162 avec un erreur entre la réponse 

fréquentielle de filtre initial et réduit (figure 5.38=> max(E) = 0.08)  .      
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CONCLUSION GENERALE 

 

    La stabilité et la linéarité de la phase d’un filtre RII 2-D sont peut être les grand problèmes 

dans la synthèse. Dans le cas 1-D on représenter un pôle ou un zéro par un point dans repère 

2-D (partie real et partie imaginaire), mais dans le cas 2-D les pôles rendre des surfaces dans  

repère 4-D, il est extrêmement difficile de tester la stabilité et stabiliser un filtre instable. 

    Dans le traitement d’image, l’image qui sortie d’un système (un filtre dans ce cas) peut être 

déformé a couse la non linéarité de la phase. 

    La réduction aussi endurer quelques problèmes, la réduction dans l’espace d’état par les 

méthodes classique, par exemple, la réduction par la transformation équilibre exiger la 

réalisation minimal d’une fonction transfert dans l’espace d’état, ensuit, trouver une méthode 

pour calculer la matrice de transformation à modèle équilibre, qui exige que le nombre du 

calcule soit le plus possible réduit et en même temps le maintien de la stabilité. 

-    Dans ce travail nous essais de obtenir une méthode de synthèse qui traiter ces problèmes 

avec les méthodes classiques tel que la méthode de Prony ou Itérative qui basant sur l’aidée 

d’identification. Pour obtenir un filtre à phase linéaire, nous avons divisé la région de support 

de la réponse impulsionnelle désirée à quatre régions, ensuit, nous avons synthétisé les 4 

filtres (un seul filtre dans la cas où hd(n1, n2) a symétrie quadruple) par la méthode de Prony 

ou méthode itérative. Le résultat un filtre à phase linéaire a ordre réduit (nombre totale de 

coefficients égale 200) par apport la troisième méthode. La méthode de programmation semi-

définie (nombre totale de coefficients égale 338) mais dans cette méthode la stabilité est 

assureé, avec une phase approximativement linéaire. 

-    Dans la réduction d’ordre nous avons choisie la méthode de quasi-équilibrées en raison de 

sa simplicité. Mais cette méthode a un inconvénient est ne préserve pas la stabilité du système 

réduit généralement, mais le cas où le système à un dénominateur séparable, le système réduit 

reste stable comme le filtre synthétisé par la méthode SDP. 
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