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Résumeé

Dans ce travail, la méthode de réduction d'ordre est présentée pour des systémes incertains
représentes par une transformation linéaire fractionnaire, pour réduire I’ordre de modeles des
systéemes incertains. Cette méthode implique une généralisation complete des realisations
équilibrées, des grammians, et la méthode de réduction équilibrée, basées sur des solutions a
une paire d'inégalites matricielles lineaires (LMI) qui généralisent des équations de Lyapunov.
La réduction d'ordre conduit a un modéle d'ordre reduit qui préserve les propriétes clé du
modeéle initial d'ordre complet, telles que la stabilité et la minimalité. Afin d’illustrer et de
mettre en valeur les performances et l'efficacité de notre travail, diverses simulations sur des
exemples pour des systemes incertains ont été effectuées.

Mots clés : Systeme incertain, représentation linéaire fractionnaire, réduction d’ordre de
modeles, valeurs singuliéeres, espace d’état.

Abstract

Model reduction methods are presented for the approximation of the uncertain systems
represented by a linear fractional transformation (LFT), for reducing the order of uncertain
system models. These methods involve a complete generalization of balanced realizations,
balanced Gramians, and balanced truncation model reduction, which is based on computing
solutions to a pair of linear matrix inequalities (LMI's) which generalize Lyapunov equations.
The model reduction yields a reduced order which interestingly preserves the key properties
of the original full-order model such as stability and minimality. To illustrate the performance
and the effectiveness of the proposed approach, some computer simulations are conducted on
some exampls.

Keywords: Uncertain system, linear fractional transformation (LFT), model reduction,
singular values, state space.
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Notation

. nxn Matrice dynamique d’un systéme

: nx p Matrice de commande d’un systéme

: mxn Matrice de mesure d’un systeme

: mx p Matrice de transmission directe d’un systéme

SO w>»

A B
M= |:C D:| Matrice définissant la représentation d’état d’un systéme

(réalisation nominale)

|-, |-]: Norme H,, Norme H_ .

LMI : Linear Matrix Inequality (Inégalité Matricielle Linéaire).

LFT : Linear Fractional Transformation (Transformation Linéaire Fractionnaire).
LTI : Linear Time Invariant  (Linéaire Invariant dans le Temps).

> : Matrice des valeurs singulieres.

SVD : singular values decomposition (décomposition en valeurs singuliéres).

0.

: iéme valeur singuliére.
o (A) valeur singuliere maximal de la matrice A.
A(.) : Valeur propre de (.).

Ip . px p Matrice identité.

X : Grammien d’observabilité.

Y : Grammien de controlabilite.

A : Matrice d’incertitude.

MIMO : multi-input/multi-output (multi-entrées/multi-sorties).

SISO :single-input/single output (une seule entrée/ une seule sortie)
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Chapitre 1

INTRODUCTION GENERALE

La réduction de modele est une étape importante lors de la conception de lois de
commande pour systéemes dynamiques complexes. La convention la plus courante du
terme ‘‘réduction’’ est le fait de diminuer 1’ordre du modéle d’un systéme dynamique.

Actuellement, il y a plusieurs méthodes bien connues de réduction d'ordre dans
I’espace d'etat, qui appliquent beaucoup approches de modéle de réduction. Par
exemples, on cite la méthode des realisations équilibrées [1], simplification par
projections internes d’un controleur LQG [2], ainsi, celle la simplification utilisée dans
I’espace d’état généralisée (Systemes singuliéres) [7]. Cependant ces méthodes ne sont
pas adaptées pour manipuler la réduction des systémes introduisant des descriptions
d’incertitudes [3].

Notre contribution dans ce travail consiste a 1’orientation de la technique de réduction
d’ordre aux systémes incertains discrets.

Ce type de systemes est en premier lieu décrit par une représentation basée sur la
transformation linéaire fractionnaire (LFT) [5]. La simplification du modele obtenue
sera essentiellement basée sur le calcule des grammiens, solution de deux inégalités
matricielles linéaires (LMI’s).

Cette mémoire est organisé comme suit :

Dans le chapitre 2, nous introduisons des genéralités sur les systémes incertains et les
paramétres d’incertitudes, et donnons une notion sur I’ensemble de modéles, dues aux
incertitudes, afin de définir la représentation de transformation linéaire fractionnaire
(LFT) et la technique de modélisation en (LFT). Dans le chapitre suivant, nous posons
le probléme de réduction d'ordre dans le cas des systéemes standard.
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Le chapitre 4 couvre ’essentiel de la théorie des systémes incertains. Il inclue les
notions de stabilité, de commandabilité, d’observabilité et des grammiens des systémes
incertains qui sont les solutions des inégalités de Lyapunov [4], et introduit 1’idée de
réduction d’ordre des systémes incertains, basée sur 1’extension de la technique
d’équilibre.

Des simulations sur le calcul des grammiens en résolvant les LMI et la réduction des
systémes incertaines, avec leurs interprétations sont données dans le chapitre 5.

Une conclusion générale, mettant en relief I'aboutissement de notre travail est présenté
en chapitre 6.

En annexes, nous donnons 1’algebre des LFTs (Annexe A), la factorisation de

Cholesky en (Annexe B), les propriétés des valeurs singulieres et algorithme SVD en
(Annexe C), et une notion générale sur Les LMI en (Annexe D).
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Chapitre 2

GENERALITES SUR LES

SYSTEMES INCERTAINS

2.1 Introduction
Ce chapitre présente une introduction générale sur les systemes incertains et les paramétres

d’incertitudes, en définissant la Transformation Linéaire Fractionnaire (LFT) et la
modélisation du systéme incertain représenter par une transformation linéaire fractionnaire.
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2.2 Systemes incertains

L’étude d’un processus physique passe nécessairement par I’utilisation d’un modele qui ne
peut jamais étre une représentation parfaite de la réalité : il y a toujours des incertitudes de
modé¢lisation, dont la conséquence est qu’on ne peut pas décrire exactement par un modele
mathématique le comportement d’un systéme physique. En effet, le modéle mathématique qui
peut étre issu, soit des équations physiques reflétant notre compréhension des mécanismes
mis en jeu, soit d’une procédure d’identification du comportement entrée/sortie du systeme,
dépend de parametres dont la valeur est souvent mal connue ou évolue au cours du temps.
Donc un systeme physique ne peut jamais étre caractérisé exactement par un modele
mathématique. Donc il se peut que nous ne voulions pas investir du temps et de l'effort pour
obtenir un modeéle plus précis, ou il se peut que le comportement change Iégérement entre les
expériences et nous ne pouvons pas déterminer un modele plus précis. Dans la pratique, les
deux aspects contribueront a l'incertitude. Nous voulons donc des moyens d'incorporer cette
incertitude dans le modele pour la procédure de manipulation et la réduction d’ordre de
modeéle.

La solution de ces problémes consiste alors a utiliser un modele LFT

Les incertitudes seront regroupées dans une composante inconnue du modeéle, notée A,

représentant alors les incertitudes de modélisation
Cet opérateur inconnu A sera supposé linéaire et invariant dans le temps, de norme bornée [4].

2.3 Structuration d’incertitudes

Les incertitudes se divisent en deux grandes classes [5]:

- Les incertitudes non structurées : ce sont les incertitudes sur les réponses de systemes.

- Les incertitudes structurées : ce sont les incertitudes sur les parametres de modele.
2.3.1 Incertitudes non structureées (incertitudes fréquentielles)

Ce type d’incertitudes correspond de maniere générale aux dynamiques non modélisées ou
négligées, typiquement des dynamiques haute fréquence.

La seule information dont on dispose pour caractériser ce type d’incertitude est bornée par la
norme de sa réponse fréquentielle. Donc si on note A(S) la matrice de transfert de

I’incertitude correspondant a une dynamique négligée normalisée, on sait seulement qu’elle
vérifie

IAG), <1 = VoeR &(A(jw)<l 2.1)

Ces incertitudes définissent des domaines d’appartenance d’une réponse de type :
* réponse transitoire a un échelon.

* réponse transitoire a une impulsion.

* réponse fréquentielle.

La représentation de ces incertitudes peut se faire de différentes manieres selon la fagon dont
elles interviennent dans le systeme. Elles peuvent étre sous forme :
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* Forme additive : G(s)=G,(s) + A, (s)

G,

"X

Fig. 2.1 Incertitudes additives

* Forme multiplicative en entrée : G(s) = G,(s)[l + A, (s)]

P

F§_<;—F- G, —»

Fig. 2.2 Incertitudes multiplicatives en entrée

* Forme multiplicative en sortie : G(s) = [l + A, (s)|G,(s)

i

—®

G'.

=,
o) —»

Fig. 2.3 Incertitudes multiplicatives en sortie

2.3.2 Incertitudes structurées (incertitudes paramétriques)

Les incertitudes paramétriques représentent les incertitudes qui affectent les paramétres de
modeéle, Elles sont dues au fait que des paramétres n’ont pas pu étre modélisés ou mesurés
avec précision, en (Annexe A) des exemples de I’incertitude paramétrique sont présentées.

Dans ce qui va suite, sont introduites les conditions nécessaires et suffisantes pour qu‘un
systtme affecté par diverses incertitudes paramétriques puisse s’écrire comme une
transformation linéaire fractionnaire d’une matrice de transfert et d’une matrice d’incertitude.

2.4 Les Transformations Linéaires Fractionnaires

2.4.1 Définition

La LFT est un formalisme qui permet de boucler deux systémes linéaires entre eux. Il est
notamment utilis¢ dans des problémes d’analyse et de synthése [5]. Ce formalisme résulte
directement du produit étoile introduit par Redheffer en 1960.
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La décomposition LFT est une représentation des systéemes pouvant s’écrire sous la forme
d’une matrice d’interconnexion M (matrice de transfert ou représentation d’état) connectée
par un retour A dont les éléments peuvent étre de nature diverse : intégrateurs, non linéarités,
systémes linéaires, paramétres dépendant du temps, dynamiques négligées. ..

Les Transformations Linéaires Fractionnaires (LFT) permettent une telle représentation. La

famille de modeles G(s) peut alors s’écrire :

u—h C}( 5...&] _._\' <;'::>

Pis) v

Fig. 2.6 Représentation linéaire fractionnaire haute des incertitudes

Rappelons simplement que 1’on peut définir deux types des LFTs :

2.4.2 Transformation linéaire fractionnaire haute

Soit la structures générales de la figure 2.7.a,

Iﬁﬂ
Y Ye
i P i
N —

Fig. 2.7.a Représentation LFT : supérieure

Ou P (matrice de transfert ou représentation d’état) est partitionné comme Sulit :

P — |:Pll Plz:| = C(P1+P2)><(m1+m2) et Au c Cm1><p1
P21 PZZ

P, B,)\u
Tel que Yo [T e Y| g U, =AY,
y Py Py u

Alors
Yo = Pllug + Plzu

y= Pﬂug +P,u

Or
Y, = PuA,y, +PoU

Y :(I - PllAu )71 P12u

Substituent la valeur de y, dans I’équation correspondent a y :
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y=PyA, Yy, +Pyu
y= PZlAu(I R TTAW )71 Pou+P,u

En supposons quedet(l —P,A, )= 0. Donc le transfert de u vers y du systéme en boucle
fermer par A, est donne par :

y= lpzz + PZlAu (I - PllAu )71 PlZJ u (2-2)

Cette équation sera abrégée par: y=F,(P,A,)u. Avec F,(P,A,) désigne la LFT supérieure
donneée par:

Fu(P1Au) = I:)22 + I:)ZlAu (I - I:)llAu )71 PlZ (23)
2.4.3 Transformation linéaire fractionnaire basse

De méme si det A(I — P,,A, )= 0 alors la LFT inférieure est définie d’une maniére similaire et
le transfert de u vers y, note par F (P,A) est donné par :

FI (P’A| ) = P11 + Ple(I - PZZAI )71 P21 (2-4)
L Y
R P e

o

Fig. 2.7.b Représentation LFT : inférieure.

L’indice ‘U’ indique que le bloc A est connecté en boucle supérieure, on trouve aussi la
notation ‘I’ lorsque A est bouclé inférieure.

Remarque :

On peut représenter un tel systeme LTI comme une représentation en LFT (figure 2.8),
Soit le modele d’état (LTI) :

T Al B 1
Avec la réalisation : M = , =]
CcC|D

Et la fonction de transfert entre u et y est donnée par
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FU(M,A)=C%(I—A§)1B+D=C(SI—A)1B+D (2.5)

Fig. 2.8 Représentation LFT d’un systéme LTI

Les représentations LFTs définies ci-dessus peuvent servir a représenter un systéme physique
incertain sous la forme du systéme nominal bouclé sur une matrice d’incertitudes représentant
les erreurs de modélisation. Le paragraphe suivant donne les différentes structures possibles
pour ces matrices suivant leur nature.

2.5 Modélisation des systemes incertains par transformation linéaire
fractionnaire

Cette modélisation par transformation lineaire fractionnaire (LFT) fournit un cadre général
de modélisation et d’étude pour la plupart des systémes, en particulier les systemes linéaires
dépendant de paramétres incertains, variant ou invariant dans le temps. Elle apparait dans nos
problémes lorsque I’on est amené a isoler un bloc d’incertitude entachant un modéle nominal
connu a priori.

Dans cette thése on se limitera au cas particulier des systemes linéaires invariants dans le
temps (LTI).

2.5.1 Modélisation des incertitudes paramétriques

Principe : I’idée consiste a mettre le systéme incertain sous forme d’une LFT

y=F,(P,A)u
Ou A : matrice d’incertitude est défini par A = diag {5i I, }
La matrice d’incertitude générale : La prise en compte de plusieurs formes (structurées et
non structurées) conduit a la structuration de la matrice d'incertitudes A en blocs diagonaux
[6], chaque élément étant alors relatif a lI'une des formes. La matrice A ainsi obtenue
appartient alors a la structure A donnée par :

A=diag i1, 05 1, O Tg nSE e AS o AS, |

Tmor !

ol & €R;5° eCAS eCv™;1<i<m ; 1<j<m; 1<p<m,

ol & représente une variation paramétrique, dite incertitude réel, 5 une incertitude scalaire

complexe et A un bloc complexe plein exprimant les dynamiques négligées.
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Remarque

L’application la plus évidente d'une structure de bloc scalaire répété se produit quand
des incertitudes se produisant dans plusieurs endroits dans un systéme sont identiques ou
seulement corrélées.

2.5.2 Incertitude paramétrique dans I’espace d’état

Lorsque des incertitudes paramétriques apparaissent dans le modele, il est plus facile de les
exprimer lorsque le systéme est sous forme d'état. L’idée consiste alors a mettre le systéme
incertain sous forme d’une LFT.

Pour le faire, on considére le systéme ou les matrices A(A), B(A),C(A) et D(A) dépendent de
facon rationnelle d’un vecteur de paramétres incertains o; , peut étre modélise par une LFT

ou les paramétres incertains du systéeme sont extraits et placés dans un bloc diagonal noté A,
tel que la matrice restante M decrive un systéme linéaire invariant dans le temps [5].

La matrice de transfert M(s) est fixée, et toutes les incertitudes paramétriques sont
rassemblées dans A. U et y représentent les entrée et les sorties physiques du systeme,tandis
que les scalaires réels o; représentent les incertitudes paramétrique normalisées (c’est-a-dire
que I’on fait typiquement I’hypothése que o, € [-11])

La modélisation sous forme LFT de tels systéemes peut étre abordée, en particulier dans le cas

ou les parameétres interviennent dans le modéle de facon affine, par la méthode suivante de
Morton [6].

2.5.3 Construction de LFT par la méthode de Morton

A partie d’un systéme incertain défini dans I’espace d’état, et a 1’aide de la méthode de
Morton, on peut représenter ce systéme sous forme LFT

L | A=y A DT+ (By A y

L y=(C) HA L+ (D + A

‘ méthode de AMorton

o
3% (4]
|

Y

= L

1
|

L— 1 a4 |a

]
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Soit un systéme incertain écrit sous forme d’état :

(Xj _ {A(A) B(A)}(XJ 26)
y C(A) D(A) {\u
X = A(A)x + B(A)u

y =C(A)x+ D(A)u 2.7)

X=(A, +A,)X+ (B, +Ag)u

y=(C, + A )X+ (D, + Ap)u (2.8)

Ou (A,,B,,C,,D,) estlareprésentation d’un systeme nominal et (A,,A;,Az,A) sont des

perturbations linéaires des modéles dis a des incertitudes paramétriques qui définissent une
matrice S(A)de la fagon suivante :

(2.9)

{AA AB}
S(A) =

A Ap

On suppose que la matrice d’incertitude S(A) peut se décomposer selon le développement
affine suivant :

[As AT [A B A Bl & .[A B
S(A)_[AC AJ_@{Q Dj*"'”{cf Df}_g(s{ci DJ (2.10)

Ensuite, pour chaque terme de ce développement on peut trouver deux matrices Ki et Hi par
décomposition en valeurs singulieres telles que :

{A* Bi}:KiHi (2.11)
C, D

En partitionnant ces matrices selon les dimensions de la représentation d'état :

Ki:(Kilj et H:(Hil Hi2) (2.12)

i2

On obtient :

K K
S(A):é‘l(KMJ(Hn H12)+"'+5f[Kfl](Hf1 Hfz) (2.13)
f2
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oyl H H
. Ky, K., 1t :11 12
(A) = : (2.14)
Kiz Kt
Ol |Hy, Hy,
On note :
Ky, ... K, [Kl}
K = =t (2.15)
K - Kfj K,
Hy, Hy
H= . . :[Hl HZ] (2.16)
_Hf2 Hy,
et
51|n1
A= (2.17)
51‘ Inf
Donc les incertitudes paramétriques s’écrivent :
S(A) = KAH (2.18)

On introduit les signaux z et v qui présentent des entrées et sorties fictives du systeme
définies par :

, X
z=[H, | HZL} ot V=Az (2.19)

La représentation d'état du systeme perturbé s'écrit alors:

X=AXx+K,v+Bju
z=H,x+0v+H,u (2.20)
y=Cyx+K,v+Dyu

La méthode de Morton permet donc de séparer les parties connues des parties inconnues du
transfert u — y. Et donc la matrice

BO
, (2.21)

A K
M=|H, 0 H
CO KZ DO
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M représente le modele ne contenant que les parametres nominaux, par exemple leurs valeurs
moyennes déterminées lors d’une identification. A est la matrice de perturbation dans laquelle
toutes les incertitudes, ici les variations paramétriques, sont stockées. Ces deux matrices sont
connectees via des entrées v et des sorties z artificielles du modele nominal M, de sorte que le
modele (M, A) couvre ’ensemble de toutes les configurations imaginables du systéme réel
quand A balaie I’espace paramétrique.

Ve

)

I"
_ -
hy
a1,
-+
(E;Irr}.
4, K, K, | B,
H, 0 0 .
£ 0 | Hf,
C, 1, K, | Dy

Fig. 2.9 Représentation LFT d’un systéme linéaire incertain

L’obtention d’une représentation pour un systéme incertain consiste donc a extraire tous les
parametres et intégrations de sa représentation symbolique. Cela signifie en d’autres termes

que identifier le systtme M(A) revient a identifier les matrices (A,,B,,C,,D,,K,H) de la

figure 2.9

i(s)

Byy(s)  Pyls)

Pl'z(-?)

Fig. 2.10 LFT supérieure de P sur A

Page 18



Ou les matrices de fonction de transfert Pij sont données par :

P.(s) =H,(SI - Ao)_l K,

P,(s) =H,(SI - Ao)f1 B, + H,
P,1(s) =Co(SI - Ao)_1 Ky +K;
P,,(s) =C,(SI — AO)_1 B, + D,

(2.22)

La méthode de Morton décrite précédemment a ’avantage, en plus de sa simplicité, de donner
une forme LFT dont la matrice d’interconnexion est de dimension raisonnable. Cependant,
elle n’est applicable que pour une famille tres limitée de systémes du point de vue de la
dépendance paramétrique. Pour obtenir une forme LFT d’un modele paramétrique
quelconque, il faut se référer a d’autres approches.

Remarque : la modélisation en LFT est pas seulement pour faire la réduction, mais aussi
pour analyser les systémes incertain tel que la stabilité robuste (Annexe A)

2.6 Conclusion

Nous avons introduit dans ce chapitre une notion genérale sur les systémes incertains. Ensuite
nous avons présenté la représentation linéaire fractionnaire LFT, en considerant que le
systéme incertain peut étre décrit par un modele nominal et des incertitudes de modele
représentées dans un composant inconnu supposeé borné. En effet, cette représentation permet
d’applique la routine de réduction d’ordre des systémes incertains.
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Chapitre 3

METHODES DE REDUCTION

D’ORDRE POUR LES SYSTEMES

STANDARDS

3.1 Introduction et position du probléme

Tres souvent, dans le cadre classique de la théorie et de la commande des systemes, les
systémes a grande dimension ne s’apprétent pas facilement a ’analyse qui s’aveére, parfois
non faisable et/ou trés colteuse, ce qui rend la nécessité de réduire plus que souhaitable : mais
irremédiablement imposable : surtout si ’on sait que la dimension (ordre) du modéle
mathématique utilisé, qui pour représenter correctement un systéme physique, en tenant
compte de toutes les contraintes auxquelles il est assujetti, devient relativement tres
importante [7].

La réduction d’ordre est une étape presque obligatoire pour la conception de lois de contréle
pour systemes complexes dynamique.

La réduction de modele est la simplification ou ’approximation d’'un modele mathématique
sous la contrainte que le comportement globale Entrée/Sortie (E/S) du modele initial, pour un

méme ensemble d’entrées soit bien approximé.

En résumé, le terme réduction de modele désigne la procédure qui consiste a simplifier un
modele trop complexe. Généralement, il s’agit de diminuer 1’ordre d’un systéme.
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Dans ce chapitre, nous poserons le probléme de la nécessité de simplification de modeles
dynamiques, par la suite, nous présenterons deux approches de réduction d’ordre de systémes
classiques opérant dans I’espace d’état, basées sur ’approche SVD [8].

Un systéme dynamique est généralement représenté par un ensemble d’équations
différentielles et un ensemble d’équations algébriques.
Le systéme en question sera noté S, et est définit par

X(t) = F(x(t),u(®)),

y(t) = h(x(t), u(t)). (3.1)

Pour plus de simplicité, on adoptera la notation suivante

S=(f,h) avec x(t) e R" est le vecteur d'état, u(t) e R™est le signal d'entrée ou fonction
d’excitation et Y(t) € R"est le signal de sortie

La dimension n d’un systéme n’est autre que le nombre des équations différentielles qui le
représentent (c’est aussi le nombre des états).

Le probléme de la réduction est d’approximer S par un autre systéme dynamique S de
dimension r, donné par S = (f, ﬁ) avec X(t) € R" est le vecteur d'état réduit, u(t) e R™ et

y(t) € R”, ou le nombre des états de I’approximant doit étre inférieur devant celui du systéme

original r<<n . Dans le cas de systémes dynamiques linéaires, invariants dans le temps
continu, S sera représenté par

%(t) = Ax(t) + Bu(t),

y(t) = Cx(t) + Du(t), (3.2)

ol AeR™, BeR™, CeR™, DeR”™  sont les matrices d'état. et I’on adoptera la

notation
A|B
S= 3.3
[C Dj 339

le probléme est alors de trouver un modele d'ordre réduit (r < n),

. (A |B,
SE(C D) (3.4)

r r

Ou AecR™ BeR™, CeR™, DeR™ sontles matrices d'état du modéle d'ordre
réduit.

Nous commengons par donner les outils mathématiques indispensables pour décrire les
propriétés de Commandabilité et d’observabilité des systeémes dans 1’espace d’état.
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3.2 Commandabilité et observabilité pour les systemes standards
3.2.1 Définition Commandabilité

Un état X, associé a un mode A, est gouvernable si, quelle que soit la condition initiale X; (0),
il existe une commande u permettant de transférer cet état d’une condition initiale X; (0) a
une condition finale X arbitraire, et ce en temps fini.

3.2.2 Définition Observabilité

Un systéme est observable si, partant de I’observation de la sortie pendant un temps fini, il est
possible de déterminer les conditions initiales.

3.2.3 Matrices de commandabilité et d’observabilité

Mathématiquement, une condition suffisante de commandabilité consiste en ce que le rang de
la matrice de commandabilité P soit égal a I’ordre du systéme. La matrice P est définie par
I’équation

P=[B AB A’B ... A"'B] (3.5)

Pour I’observabilité, une condition suffisante est que le rang de la matrice d’observabilité¢ Q
soit égal a ’ordre du systeme. La matrice Q est définie par I’équation

C
CA
Q=| CA? (3.6)

Une des applications importantes, théoriqguement, des tests disponibles pour la maniabilité et
l'observabilité est un test explicite pour le minimality

Critére de Kalman [5]

La paire (A, B) est commandable si et seulement si : Rang(P)=n
La paire (A, C) est observable si et seulement si : Rang(Q)=n

3.3 Grammiens de commandabilité et d’observabilité

Des mesures de gouvernabilité et d’observabilité d’un systéme asymptotiquement stable sont
données par les grammiens.
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3.3.1 Grammien de Commandabilite
Le grammien de commandabilité Y permet d’exprimer, pour une condition initiale X(t) = X,

en t =0 donnée, la plus petite quantité d’énergie a apporter en entrée du systéme sur
I’horizon t € [0,4o0[ pour atteindre cette condition initiale. On a I’égalité suivante :

min {J(u) = [ " Qu@dt/x(0) =x, }: XT XX, 3.7)

Pour un systeme LTI asymptotiquement stable d’équations (A.1) on définit le grammien Y de
gouvernabilité par :

Y = IeAt BBTe*'dt (Dans le cas continu) (3.8)
0

Y=> ABBT (AT )k (Dans le cas numérique) (3.9)
k=0

Y, symétrique et semi-défnie positive, est solution de I’équation de Lyapunov :
AY +YA"T +BB" =0 (Dans le cas continu) (3.10)

AYA" —Y +BB" =0 (Dans le cas numérique) (3.11)
Le systeme est comandable si et seulement si Y est définie positive.
3.3.2 Grammien d’observabilité

Le grammien d’observabilité¢ X permet d’exprimer, pour une condition initiale x(t)=x0 en t=0
donnée et une commande nulle, I’énergie de la sortie y du systéme sur 1’horizon t € [0,+oo[ .

Pour un systéme LTI asymptotiquement stable d’équations (A.1) on définit le grammien X
d’observabilité de ce systéme par :

X = jeAT‘CTCeAtdt (Dans le cas continu) (3.12)
0

X = (AT )kCTCA" (Dans le cas numérique) (3.13)

k=0
X, symétrique et semi-défnie positive, est solution de I’équation de Lyapunov :
A" X + XA+ C"'C =0 (Dans le cas continu) (3.14)

A" XA— X +CTC =0 (Dans le cas numérique) (3.15)
Le systeme est observable si et seulement si X est définie positive.
Par définition, Y >0 et X > 0. De plus, X > 0 si et seulement si (C, A) est observable et Y >0

si et seulement si (A, B) est gouvernable. Par conséquent, le fait que la matrice X soit définie
positive constitue un critére de gouvernabilité et le fait que la matrice Y soit définie positive
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constitue un critére d’observabilité. D’un point de vue pratique, ces deux critéres sont
numériquement plus fiables que ceux utilisant les matrices de gouvernabilité et
d’observabilité.

3.4 Valeurs singuliéres

La décomposition en valeurs singuliéres d’une matrice A € C™" de rang k s’écrit :

T zq 0 T
= = .l
A=UXV U[O 0v (3.16)

UeC™ et VeC™ sont unitaires:
UU*=1_etW" =1

Z s’écrit, avec qg=min{m,n}

- sim<n
o, 0
2= 0
0 oy |
- sim=n
Z:diag{o], ,Gq}
- sim>n
o, 0
z:
0 - o,

Les o; sont appelées valeurs singulieres de A, ce sont les racines carrées des valeurs propres

de AA”. Elles sont réelles positives ou nulles et en général on les ordonnera de la maniére
suivante :

0,20,220,20,,="=0,=0 (3.17)

Les colonnes de U et V sont respectivement les vecteurs propres de AA" et A"A. On les
appelle vecteurs singulieres (respectivement a gauche et a droite) de A.

Le détail des valeurs singuliéres et algorithme SVD est présentée (Annexe C).
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3.4.1 Valeurs singulieres de Hankel

On appel valeurs singulieres de Hankel d’une matrice de transfert, les racines carrées des
valeurs propres du produit YX des grammiens de commandabilité et d’observabilité :

o; =4 (YX) (3.18)

3.5 Changement de base

Il existe une infinité de représentations d’état d’un systéme. On passe par exemple d’une
représentation d’état (A, B;,C,,D,) , de vecteur d’état X,, d’un systéme a une autre

représentation d’état (A,,B,,C,,D,) , de vecteur X,, du méme systeme par changement de
base caractérisé par une matrice de passage T.ona :

X, =TX, (3.19)

En appliquant au systeme d’équations d’état

X, =AX +Bu
1 Al 1 + 1 (320)
y=C.x, +Dyu
On obtient :
T -1
X =T "ATX, +T "By (3.21)
y=C.Tx, +Du
On en déduit :
A, =T AT
!
B,=T "B, (3.22)
C,=CT
D, =D,

3.6 Troncature

Le systéme d’ordre n, de réalisation équilibrée (A, B,C, D) ., que ’on désire réduire & I’ordre
r est partitionné de manicere a différencier les r états que I’on désire conserver, contenus
dans X, , et ceux que I’on veut tronquer, contenus dans X, :

Xl_Ail A, X1+Blu
X, - Ay Ay X%, B,

X
y:[Cl C, X +Dyu

2

(3.23)
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Le mode¢le réduit de représentation d’état (A, B,,C,,D,), obtenu par troncature est alors de
maniere suivante :

Ar = All =TrilATrT

B =B, =T.B

' ' ' avec Tr :[Ir Orxn—r]rxn (324)
C,=C,=CT/
D, =D

3.7 Approches SV D

Les techniques de réduction d’ordre de mode¢les basées sur la méthode SVD opérent dans
I’espace d’état. Elles reposent sur le calcul d’une certaine base appelée base d’équilibre [7]
dans laquelle les grammiens de commandabilité et d’observabilité sont égaux et diagonaux ;
leurs composants appelés valeurs singulieres de Hankel sont d’importants invariants qui
rentrent dans la construction du modé¢le d’ordre réduit (par troncature des valeurs singulieres
les plus faibles), et aussi dans le calcul de la norme de Hankel. Divers travaux ont été realisés
dans ce sens, et ont été aussi bien orientés vers 1’approximation des systémes continus (SISO
et MIMO) que systémes numériques, et sur les controlleurs [9],

3.7.1 Réalisation équilibrée

Cette méthode a été développée par Moore (1981), elle est basée sur une transformation d’état
particuliére dite "transformation d’équilibre" qui rend symétrique certaines propriétés du
systéme, du point de vue entrées/sorties, dans un sens énergétique [10]

3.7.2 Définition des réalisations équilibrées

Rappelons que le Grammien de Commandabilité X et le Grammiens d’observabilit¢ Y d’un
systeme asymptotiquement stable, de réalisation minimale (A, B,C, D), , sont les solutions des

équation de Lyapunov suivantes :

AY +YA"T +BB' =0

(Dans le cas continu) (3.25)
ATX + XA+CTC=0
T T _
AYAT-Y +BB =0 (Dans le numérique) (3.26)
ATXA-X+C'C=0
Une réalisation est dit équilibrée si et seulement si :
X =Y =Y =diag{o,} avec o, =,/ (YX) (3.27)

Les o; appelées valeurs singulieres, sont alors des mesures de la commandabilité et
d’observabilité jointes. En général, on les classe dans 1’ordre décroissant :

0,20,2..20,2..20 (3.28)

1 n
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La représentation (A, B,C, D), d’un systéme, dont les grammiens sont notés X et Y , peut

donc étre transformée en une représentation équilibrée (A, B,C, D), par un changement de
base de matrice T vérifiant :

TNTT=T'XT=X (3.29)

Par la suite les détails sur les algorithmes utilisés pour déterminer la matrice de passage T
sont présentés

3.7.3 Procédure de la réduction d'ordre par la méthode des réalisations
équilibrées [10]

. . A B . .
Pour une réalisation minimale donnée par M = {C D] et une paire de Grammiens Y >0

et X >0 correspondanta M

Etape 1 : Calculer la Factorisation de Cholesky (Annexe A) de Y etde X, c.-a-d.,
Y=LL{ (3.30)
X =L,L]. (3.31)

Etape 2 : Calculer la decomposition en valeur singuliere SVD (Annexe B) de la quantité

LiL, =UXVT (3.32)

telle que
> 0
X=| " 3.33)
{ 0 Z:small:| (

et

2yig = diag(oy,...,0,) >0

Y =diag(o,,q,.n0,) >0
ou

o,>0,>.>0,>..>0,>0
Noté que n c’est I’ordre de systéme initiale, et I c’est I’ordre de systéme réduit

Etape 3 : Obtention de la transformation d'équilibre T, et de son inverse T, |

T, =LVX™? (3.34)

T =2 Y2UTL] (3.35)
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Etape 4 : Appliquer la transformation d’équilibre @ M pour obtenir une réalisation équilibrée

équivalente M donnée par :

T T
M :FbgTATba' Tb«'E') B] (3.36)
bal

Etape 5 : Partition de la matrice M compatible avec 3. selon l'ordre de la troncature, c’est-a-

dire,
All A12 Bl
M=|A, A, B, (3.37)
¢, C, D
Donc,
A, B , S .
M, = {gﬂ 1} représente la réalisation d'ordre réduite .
1

Il est important de noter que M, est stable et equilibré

Remarques
- La réalisation simplifiée (A,,B,,C,,D), correspond bien & la partie la plus

commandable et la plus observable de la réalisation complete (A, B,C, D), .

- Il est important de noter que la réduction d'ordre par l'approche de réalisation
équilibrée preserve les propriétés clés du modele initial d'ordre complet, comme la minimalité

et la stabilité.

3.7.4 Conclusion
- Cette approche permet de donner un modele simplifié possédant d'intéressantes
propriétés, telles que la garantie de la stabilité des modeles d'ordres réduit, et de la minimalité.

- En particulier, I'équilibre peut devenir mal conditionné, lorsque les modes du

systéme sont presque hon commandables ou/et mal observables.
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3.8 Technique de Schur

Cette approche permet d’aboutir au méme mod¢le de Moore sans calculer la transformation
d’équilibre. Elle repose essentiellement sur le calcul d’espaces propres droite et gauche, mais
cette fois-ci associés aux plus grandes valeurs propres des grammiens de commandabilité et
d’observabilité. Plus générale que la méthode de Moore, elle est principalement utilisée dans
des problémes de simplification de systemes non minimaux.

3.8.1 Procédure de la simplification par Schur [10]
Etape 1 : Calcul des grammiens de commandabilité Y et d'observabilité X

Etape 2 : Calcul de la matrice réelle orthonormale V , telle que la matrice (VYXV ") soit
triangulaire supérieure ; c'est a dire, mettre sous la forme de Schur.
Etape 3 : En utilisant les rotations orthogonales, calculer les transformations réelles

orthogonales V, etV qui ordonnent la forme de Schur respectivement en ordre ascendant et
descendant, telles que

ﬂ,An * * * *
0 ﬂA‘H * % *
ViYXV, = 1 0 o % = (3.38)
: * % *
L /1/*1_
_ﬂDl * * % % |
0 /1D * % *
VIYXV,=| & 0 % % % (3.39)
: * % *
ﬂDn

Avec

Ay =g =0t (i=1r)
Ap =Ap =op (i=r+1Ln)

Etape 4 : Partition de V, etV telles que

Vo=V, V (3.40)

Vo =|V,, V (3.41)
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Etape 5 : Former la projection
T
By =VgoVag (3.42)
et calculer sa décomposition en valeurs singulieres SV D
Eq =Ueg LegVeg (3.43)

Etape 6 : Former les matrices

Sg0 =VogVeg Zeg » €R™ (3.44)
Sy, =V, V. > eR™ (3.45)
d,g dg“Eg“Eg’

Etape 7 : Construction de la réalisation d'état du modéle simplifié

A B.]_|S54ASs, Sg.B (3.46)
(:r [)r C:deg D

Remarque

La réalisation d'état (A, B,C, D), présente des grammiens de commandabilité et
d'observabilité donnés respectivement par

Y, =5,,YS,, €R™ (3.47)
X, =S;,XS,, €R™ (3.48)

Notons que le modéle d'ordre réduit vérifie la borne de I'erreur de Hankel

I6(9)-G(s).], <20, (3.49)

i=r+l

ot G(s)et G, (S)sont les fonctions de transfert du modéle initial d'ordre n et celle du modéle
d'ordre réduit r

3.9 Conclusion

Nous avons posé le probléme de la simplification de systeémes classiques décrits dans I’espace
d’état, et décrit des récentes approches de réduction d’ordre.

Dans le cas ou le modele est completement commandable et completement observable

(modeéle minimal), la méthode des réalisations équilibrées peut étre utilisée. Par contre, si le
modele est non minimal, c'est-a-dire ; non observable et/ou non commandable, la méthode des
réalisations équilibrées n'est plus utilisable, et l'approche de Schur vient pour y remédier.

Page 30



Nous en déduisons que la méthode de Schur n'est rien d'autre que la généralisation de la
methode des réalisations équilibrées.

Dans ce qui va suivre nous allons voir une classe de systemes plus large que celles des
systémes standards, qui est celle de réduction d’ordre des systémes incertain, et par la suite
nous allons montrer comment sera étendue la théorie d’approximation par la réduction d’ordre
aux systemes incertain.
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Chapitre 4

REDUCTION DES SYSTEMES

DISCRETS INCERTAINS

4.1 Introduction

Un certains nombre de travaux ont été consacrés a la réduction de systemes sous forme LFT
[4, 11,12]. Le principe, introduit dans [4], a été developpé par C. Beck dans [12]. Et de
nombreuses extensions sont étudiée, comme par exemple la réduction de forme LFT de
systémes a parametres variant avec le temps [13].

Nous présentons maintenant une généralisation de la notion des réalisations non minimale et
la technique de réduction de modele équilibrée donnée pour les systemes standard aux
systemes discrets incertains sous forme LFT.
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4.2 La structure de modele LFT

Le modéle LFT, représenté sur la figure (Fig 4.1), permet une représentation mathématique
des systemes incertains.

Fig. 4.1. LFT/systéme incertain.

Est une nouvelle représentation des systémes discrets incertains, le détaillé est dans le chapitre

2, la matrice A contient les incertitudes de modéle ainsi que I’opérateur retard z " et est de la
forme

= 1diag[S,1, S, 1y Ay Ay 116, € L(,) A, € LA | (4.0)

p np’ m ! 1 m¢ i

Lun du J; est 'opérateur retard ; nous indique que o, 1 , comme le bloc scalaire répété, et au
I

A entant que de blocs plein. Considéré A est lié dans un sous-ensemble de norme limité
de A , celui est

B, —{AeA:|Al 4.2)

I2—)I2 }

Cette relation se traduit par o, €[-1,1] pour les scalaires réels, par |5i| <1 pour les scalaires
complexes et par o (A;) <1 pour les blocs complexes pleins.

ou | .|,,,,, définit la norme induite [12]

Dans cette thése, on considére que I’ensembles de scalaires répété, c’est-a-dire :

5l|n1
5,
A= e . (4.3)

o,l

p-np

A B . X . .
M = {C D} Représente la réalisation de systéeme nominal, on suppose que M est composee

d'un systéme linéaire invariant dans le temps LTI dont les matrices d’états sont A, B, Cet D
partitionnées de maniére compatible avec la structure de A
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A11 ' Aip
A=| : :
_Apl APP
(4.4)
.
B=| c=|c, C,|
BP

4.3 Réalisations équivalentes

Analogue a la réalisation de systéme standard LTI, donné une réalisation LFT (A*M), pour
obtenir une réalisation équivalente est en appliquant une transformation structurée de
similarité.

Pour les structures d'incertitude scalaires répétées, nous définissons I'équivalence comme suit.

Définition 4.1
Deux réalisations
5l|nl
A= 20, € L(1,)
59'“9
i B
v, [A }
C, D
et
§1|r1
A, = 10, e L(1,)
S,
B
M, {Az 2}
C, D

Sont équivalent si
A M, =A, *M, pour o; € L(l,), i=1,....p.
Noter que A, est construit utilisant les mémes variables d'incertitude que A,, mais avec des

dimensions probablement différentes. Cette définition est facilement généralisée pour des
structures d'incertitude contenant des blocs pleins.
Le modeéle équivalent obtenue par cette transformation doit vérifiée ce qui suit
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Définition 4.2 [10] soit ”:zipzlni , L'ensemble de matrice commutatif pour un ensemble

d'incertitude indiqué A est dénoté parT , et défini par :
T ={T «C™" :TA=AT, pourchaqueAc A} (4.5)
Ou A est défini comme dans (4.1), I'élément T posséde la structure de bloc diagonale tel que
. N x
T =diag[T; ..., Tp] et chaqueT; €C o (4.6)

Lemme 4.1 soient une réalisation de LFT (A * M), et n'importe quel T €T non singulier,
dénotent

M = (4.7)

AT~ 1 1B
ctl D
Alors A*M =A=*M pour chaque AeA.

4.4 Stabilité et inégalités de Lyapunov pour les systéemes discrets incertains

Afin de généraliser les concepts de Lyapunove et de grammiens aux systemes discrets
incertains, nous discutons d'abord I'analyse de stabilite de tel systeme discret incertain.

Considérer le systeme dans fig.4.1 avec A et M définis comme en (4.3) et (4.4). Nous disons
qu'un tel systéme est stable quand la carte (A*M) est bien défini pour chaque A € B,

Définition 4.3 Le systeme défini par le paire (A*M)est stable si (I — AA) est inversible
dans I’espace £(l,) pour chacunA € B, (B, défini dans (4.2)).

4.4.1 Condition de stabilité pour les systemes discrets incertains

Théoréme 4.1 [14] : donné un ensemble d’incertitude A € B, et une matrice constant A,
(I — AA) est inversible dans £(l,) pour chacun A € B, , si et seulement si il existe une
matrice Y >0, Y e T tels que

AYA" —Y <0 (4.8)

Puisque cet condition de stabilité est défini en termes de A et A, nous dirons parfois que la
matrice A est stable avec respect a la structure de A, signifiant que la carte (A*M) est bien

définie pour tout A € B,

La condition de LMI (Inégalité matricielle Linéaire) en (4.6) prolonge directement I’inégalité
de Lyapunov pour le test de stabilité d’un systéme standard.
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La stabilité peut étre exprimée sous la forme de LMI en définissant les matrices positif défini
YetXparY =(TT*)™" et X = T*T. Alors ce qui suit est équivalent :

()& (TAT 1) <1
(ii)AYA" —Y <0 (4.9)
(iii)A"XA— X <0

En effet, c'est la stabilité robuste au lequel nous nous référerons simplement comme stabilité.

4.4.2 Grammiens structurés [12]

La notion des grammiens a été généralisée afin de prendre en compte la perturbation
structurée de modele A (voir figure 4.1) : on parle de grammies structureés.

La définition des grammiens structurés est la suivante : si I’interconnexion de M et de A est
stable, alors il existe Y >0 et X >0, qui commutent avec A (c’est-a-dire tels que AY =YA
et AX = XA) et qui satisfont les inégalités de Lyapunov suivantes :

AYA* —Y +BB™ <0

. ] (4.10)
A*XA-X +C*C <0

Le calcul de ces grammiens structurés fait intervenir la résolution de deux Inégalités Linéaires
Matricielles (LMI) avec contrainte sur la minimisation de rang. La méthode de résolution des
LMI pour le calcul des grammiens est présentée en (Annexe D).

4.5 Controlabilité et observabilité pour les systéemes incertains

Dans ce qui suit, nous définissons la construction des matrices de commandabilité et
d'observabilité pour les systemes incertains [14] modelisés par des réalisations LFT.

4.5.1 Matrice de commandabilité

Définition 4.4 étant donnée une réalisation de systeme incertain (A,M), ou A est structuré
comme en (4.3), alors la matrice de commandabilité est définie comme suit :

2
B AP Aipo Al AilplpBP Aoy
C-= B_z Az;Bl - Azpo A21'61181 - A21A_1po AzzA.lep - (4.11)

Bp AplBl Appo AplAllBl Aplpipo Ap2A21Bl

Tel que les lignes du bloc donnée par :

C: =[B;: A.B, -] (4.12)
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La relation suivante peut étre montrée pour se tenir entre grammiens structurés singuliers et
conditions de rang sur C
Lemme 4.2 soient (A, M) est une réalisation de systéme discret incertain stable, ou A est

défini comme en (4.3), ou C est la matrice associée de commandabilité structurée. Alors
rang(C,) <n, Vi=1 p, sietseulement s’il existe un singulierY >0, Y e T satisfaire :

AYA*-Y + BB*<0 (4.13)
Y représente le grammien structuré de commandabilité.
4.5.2 Matrice d'observabilite

Définition 4.5 étant donnée une réalisation de systeme incertain (A,M), ou A est structuré
comme en (4.3), alors la matrice d'observabilité est définie comme suit :

C1 C2 CIO
Chr Gl ClAlp
O=|~ ' ' ’ (4.14)
C,A C A -+ CLA
P 2pl p p2 P pp
G GAuhe Clplp
Tel que les colonnes de bloc donnée par:
c,
C.A.
O, = 1A (4.15)

' CLA,

Lemme 4.3 soient (A,M) est une réalisation de systeme incertain stable, oU A est défini
comme en (1), ou O est la matrice structurée associée d’observabilité. Alors rang(O,) <n.
pour certains i =0,..., p, si et seulement s’il existe un singulier X >0, X € T satisfaire

AXA*—X +BB*<0 (4.16)
X représente le grammien structuré d’observabilité

Conséquence : soient (A,M) une réalisation pour un systéme incertain stable, ou A est
défini comme in (4.3), et suppose C et O sont les matrices de commandabilité et
d’observabilité associés. Alors (A, M) est une réalisation minimal si et seulement si :

rang(C,) =n, et rang(O,)=n, Vi=1p.
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4.6 Réalisation minimale
Une réalisation minimale pour un systeme incertain est définie par :

Définition 4.6 [11] une réalisation (A,M)est minimale si dim(A) est le plus bas parmi
toutes les réalisations équivalentes.

Soit une réalisation de systéme stable (A,M), la réalisations minimale est trouvée par la

transformations de similarit¢ M et partition du systéme originale en deux sous systéme I’un
contenant les modes les plus commandables et observables (pour conservées dans le modele
d’ordre réduit), I’autre contenant les états les plus faibles.

. [TaT TB
M [

= L TeT
CT™ D

Si nous considérons le cas le plus simple pour ces représentations des LFT du systémes
incertains, c.-a-d., il n'y a aucune incertitude et A = Al , nous obtenons les résultats standard,
a part les inégalités dans les équations de Lyapunov.

4.7 Réalisations équilibrées des systemes discrets incertains

Pour définir une notion des réalisations équilibrées pour les systemes de type LFT, nous
procédons comme dans le cas standard de I’espace d’état. Soit T 7" une matrice inversible ,
tel que

-1
M = TAT ™ TB
CT* D
Définition 4.7 [11]

Une réalisation de systéme discret incertaine (A, M), est équilibrée s’il existe Y et X qui
satisfont les inégalités suivante :

AYA® Y +BB™* <0

(4.17)
A*XA-X +C*C <0

telle que Y =X =X =diag[>,,....2,] (4.18)

ou 2, =diag[oyy,..., 0y,..., 04, 1> 0,0, > ... 2 0

in;

Des réalisations équilibrées pour les systemes discret incertains peuvent étre construites
comme dans le cas de systeme LTI en utilisant une transformation de similarité, T, pour

transformer la réalisation M a2 M , et les Grammiens structuré X et Y aX et Y tel que
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X=Y=> (4.19)

Nous considérons les transformations de similitude pour lesquelles il peut facilement montrer
que :
Y=TYT" et X=(T)YT? (4.20)

sont les solutions aux inégalités de Lyapunov du réalisation M

4.8 Réduction du systeme discret incertain [12]

Soit le systéme discret incertain stable décrit par la réalisation sous forme LFT (A,M), le
probléme est de trouver une réalisation d’ordre réduit (A,,M,).

Une fois la réalisation équilibrée construite, c'est-a-dire ;

2,
Y=X=3= . (4.21)

2,
La dimension des blocs >, est dim( X, )=dim(A;)=n, pour i=1p.

Le principe de la réduction repose alors sur la partition de chaque bloc >, tel que :

>, =diag[>,,>,] Pouri=1p
ou

>, =diag[oy,..., 0y, ], <n; [Partie a conserver],

et
2, =diag[oy .y 03, 1 [Partie a éliminer],

Avec >, correspondant aux o, les plus faibles. Si on considére la réalisation équilibrée M,
on partitionne les matrices A, B et C de maniére compatible avec . :

A11 A:I.p B1

M = A B B S : :
_{C D}_ Apl ' App Bp
c, -- C,|D
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A A

A, Alllz Alp Alplz B,
A1121 Allzz o Alpu Alpzz Blz

_ A: . A: A: (4.22)
Apl Apllz o App Applz B p
AEIZI Aplzz o APPM Appzz B Py
C, Clz .- C o C o, D

La réduction consiste alors a tronquer les parties de ces matrices correspondant au 2., , par
exemple, pour A, B, et C,

All A11 B1 S
= 2|, B, = et C, =[C, Clz] (4.23)
Al [Allu A1122 :| |:Blz :|

On obtient :
A, B etC,.

Partitionner et tronquer chacun A;,B; et C;, i, j=1,P. Finalement, on obtient :

A, A, B
M:{"f‘ B}z N A, (4.24)

C D Apl APD BP

C, - ép D

Avec i i
A, = diag[S1 ;8,1 5,5, 1,116, € L(L,) (4.25)

La solution des inégalités (4.15) n’étant pas unique, on cherchera Y et X de rang minimal
afin de faire apparaitre tous les modes non observables et non commandables. Ce probléme
de résolution de LMI avec minimisation de rang.

Cette réduction a les mémes propriétés que la réduction équilibrée simple, le modele réduit est
équilibrée et stable et il existe une borne a I’erreur de troncature.

Lemme 4.4 Supposer que (A,, M )est le modéle réduit obtenu a partir de la troncature de
systéme stable et equilibrée (A, M) . Alors (A,, M, ) est aussi équilibré et stable.

Remarque Lorsqu’il s’agit des systémes non minimaux, 1’équilibre devenir mal conditionné
[8], pour cela la technique de réduction par troncature de le racine carrée est utilisée.
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4.9 Algorithme de réduction pour les systemes discrets incertains sous

forme LFT

On utilise I’algorithme de troncature de racine carrée « Square Root Truncation Algorithm »

[15] aux systemes sous forme LFT.

Pour une réalisation de systeme discret incertain stable donnée par (A, M) (minimal ou non

minimal) et une paire de grammiens Y >0 et X >0 correspondant a M .

Les grammiens Y et X sont les solutions des LMIs représentée en (4.8), tels que

Xl
X = %
X p
et
Y1
Y = Y2
Yp
et pour chaque Y;, X,, i= 1,P, on applique les étapes suivant de réduction.

(4.26)

(4.27)

Etape 1 Calculer les racines carrées de Y et de X suivant un procédé simple de SVD comme

donné ci-dessous

Yi :UYi ZYi UJi :UYi %{12 (UYi #/Iz )T
xi :UXiZXiU;r(i :Uxi 1)€i2(UXi 1)£i2
Donc,
I—ci :UYi \1(12

_ 1/2
Ly =Uy 2x -

Etape 2 Calculer le SVD du produit « des racines carrées »

LZiLci :Ui Zi ViT'
Partitionné >, ,U, et V, comme suit
Z- — zli O
I 0 Z2i

ou
2= diag(syy,..,0;, ) >0

2o = diag(a; ;. ,1ys-40i, ) 20

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)
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et

01 20i;2..20;2 .20, 420, 20
U=, U

i [Ull 2|] (432)
Vi=DVy Vil

Etape 3 Calculer les r, premier colonnes de T,/ (donné par S, ,; ) et les r, premiéres lignes

de T,, (donné par S ; ) se produire

V,.=L.U..
Ldi 00— 1i (433)
Ves = LaVy
OU  V_ Ve € R™ . Alors mettre
S i =V i —il/2
oo (4.34)
SR;Li :VR,li Z1i
Etape 4 Calculer la réalisation équilibrée d’ordre réduite M, , donnée par
T T
M. = S /AS;, S/B (4.35)
CS; D
Tel que
SL,ll SR,ll
S, = et S = (4.36)
SL,1P SR,lP
Remarques

i/- Talgorithme donne la méme réalisation d’ordre réduite que si on utilise 1’équilibre
puis la réduction de modele.

2i/- comme dans les systemes standards, cette approche préserve la stabilité et la
minimalité des modeéles d'ordres réduit pour les systémes incertains.

3i/ L’erreur de réduction

Pour mesurer l'erreur résultant de la réduction des systemes discrets incertains, nous
employons le norme 2 induit structuré, (SI2-norm), ce que nous définissons comme suit.

Définition 4.8 [12] le S12-norm d'un systeme stable (A, M) est donné par :

A M]

(4.37)

SI2

=sup[A*M
AeB,

l,—l,
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Cette norme est une généralisation de la norme de H_, et pour des réalisations de systéme
LTI sans incertitudes, ces normes sont identiques.

La différence entre deux réalisations (A, *M,) et (A, *M,), (voir Annexe B) est évalué
dans le SI2-norm en formant la réalisation de différence de

(A*E)=(A, *M,)—(A, *M,) (4.37)
ol
A 0 B,
E=| 0 A B,
Cl _Cz Dl_DZ
et
5 A, 0
0 A,

Puis calculant HA * EHS ,
|

4i/ La borne de I'erreur : Théoréme 4.2 [12] Suppose (A, * M )est le modéle réduit
obtenu a partir du systeme stable équilibré (A = M), alors

”(A *M) - (Ar * Mr)”sm = Zzp: iaij ' (4.38)

i=l j=r;+1

4.10 Conclusion

Nous avons présenté dans cette section quelques notions et résultats importants relatifs aux
systémes discrets incertains sous forme LFT, tels que la commandabilité, ’observabilité et la
stabilite. Nous avons aussi donné la notion de réalisation équilibrée pour les systémes sous
forme LFT, et comment sera étendu la procédure et ’algorithme de réduction d’ordre aux
systémes discrets incertains.
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Chapitre 5

SIMULATIONS

5.1 Introduction

Ce chapitre illustre la procédure de réduction d’ordre, pour les systemes numériques
incertains.

Dans un premier temps, nous traiterons deux exemples pour tester et valider notre programme
pour résoudre les inégalités linéaires matricielles (LMI), et de calculer les grammiens de
commandabilité et d’observabilité Y et X d’un systeme discret incertain.

Ensuit, nous traiterons diverses applications sur la réduction d’ordre de systémes discrets
incertains. Dans chaque exemple, on part de la réalisation d’état sous forme LFT (A, M)
d’ordre n du systeme initial et en appliquant I’algorithme donné dans le chapitre 4, les
modeles d’ordre réduits (A,,M,) r<<n sont calculés.

Pour mieux apprécier la qualité des approximants, nous tracerons les réponses fréquentielles
(spectres d’amplitude et spectres de phase), ceci pour le modéle initial et son approximant
d'ordre réduit, ainsi que le lieu des pdles du modele initial d'ordre complet et celui d'ordre
réduit pour voir la stabilité avant et apres la réduction, nous tracons la répartition des valeurs
singulieres en fonction de I’ordre. Pour chaque exemple, la borne supérieure de I’erreur sera
calculée et la norme de I’erreur de Hankel est vérifiée.
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5.2 Exemples illustratifs de résolution des LMI

L’algorithme de réduction pour les systemes discrets incertains, que nous avons présenté dans
le chapitre précédent, exige le calcul des grammianes basé sur les solutions a des inégalités
de Lyapunov de (4.8), qui appartient & une grande classe des problémes, largement connu
comme inégalités matricielles linéaire (LMI) (Annexe D).

Application de l'algorithme de minimisation de trace pour résoudre les exemples numériques,
ces testes ont été calculées en utilisant la boit d’outil de MATLAB LMI-LAB

5.2.1 Exemple 1

Considérons un modéle [14] avec la structure de A est
A =diag[o,1,,5,1,] .
Les matrices qui comportent la réalisation M sont :

(05 -04]025 02]
A_{AM Am}_ 005 02 ‘015 0.05
A, |A,| |01 -02|-03 035
|02 -04|-10 09|
A
{Bl} 0 2
B=|_t|=|—=Z
B,] |1 1
_2 2_
et C=[C, |C,]=lr -2]0 1]

Un test de la minimalité de ce systéme peut étre fait par I'évaluation des matrices de
commandabilité et d’observabilité, tel que pour I’exemple

C= Bl AilBl A12A2282:|
Bz AZlBl A22282
Cl Cz
ot 0= leb‘u leA&z

2
_Cz A22A21 Cz Azz_
les calculs de rang des blocs des matrice de commandabilité et d’observabilité donne

rank[C,]=2 et rank[C,]=1; rank[O,]=1et rank[O,]=2
Donc le systéme est non minimal.
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Les grammiens structurés singuliers X et Y, par résolution du systéeme d’inégalités de
Lyapunov, sont donnés par :

eig(Y)=[48.14, 0.29| 27.71 0] et eig(X)=[14.67, 0 | 0.82, 8.73].
ou eig(Y) et eig(X) sont les valeurs propres de la matrice Y et X

5.2.2 Exemple 2

Considérer un modele [16] avec la structure de A est
A =diag[d,1;,0,1,] .
Les matrices qui comportent la réalisation M sont :

[ 05034 0.1768 —0.2340 | —0.1406 0.5814]
0.0096 0.5498 —0.0362 | —0.6744 2.2496
A{i“ 212}: 0.0337 0.2546 0.0984 | —0.4051 1.3599
20024102709 0.1470 0.3249 | 0.0484 0.6356

| -0.0909 0.0491 0.1075 |-0.1019 0.5681

0.3306 0.1700]
. 0.8951 0.3442
B{—l}: 0.5487 0.2143|,

0.8748 0.8821
10.5217 0.4479

3.0396 —-0.9913 -0.7073| 5.2369 —8.4887

c=|[c, |c2]={

3.0622 -0.9986 -0.7126 | 6.4339 —10.4291}

et
A =diag[o,1,,0,1,]

Les solutions des inégalités de Lyapunov X et Y données par (4.8) pour cette exemple, ont été
trouvées, tel que :

eig(X) =[1.3896, 4.4123, 117.3544,| 3.6771, 434.0172] et
eig(Y) =[0.0000, 0.0425, 10.3292,|0.0187, 6.8346].
Remarque

Nous avons obtenu les mémes résultats de ces deux exemples proposes dans les références
[14,16],
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5.3 Exemples de simulations

5.3.1 Exemple 3
Considérons un systéme discret incertain et stables MIMO (2E/3S), décrit par le

formalisme LFT (A,M), d’ordre 20, avec un paramétre d’incertitude &, tel que :

A=diag[z"1,5,8,15] donc dim(A) =20 avec &, €[-1,1],

27" est opérateur retard, il indique la partie nominale du systéme discret incertain.

Nous présentons 7 échantillons de notre systéeme incertain dans les figures (5.1 5.2), c’est-a-
dire on prend 7 valeurs pour le paramétre incertain ¢, (voire Tab. 5.1), et chaque valeur de &,
donne un systeme légérement différent de celui de systéme nominal.

Les grammiens d’observabilité et de commandabilité, respectivement X et Y sont :
X =diag[X,, X,] tel que

X, =[15x15] =

Colonne 1a 10

1.9609 [0.9975 {-0.9198 {0.0870 {0.0550 {1.1021 {2.8338 {1.8332 {-0.1280 |-0.1293
0.9975 [3.9190 |-0.4156 |[0.3269 |3.2323 |-1.1565 |1.9654 |3.8383 |1.5913 |4.4000
-0.9198 |-0.4156 |[3.2356 |0.1630 |-2.3438 |-4.3651 |-1.1777 {-0.4602 {1.4469 |0.9420
0.0870 {0.3269 |{0.1630 |0.0936 |0.0270 |-0.4672 {0.2320 |0.3759 |0.2519 {0.4229
0.0550 {3.2323 |-2.3438 {0.0270 [5.9323 11.4462 |{-0.0244 |2.7942 |-0.0757 {4.2189
1.1021 |-1.1565 |-4.3651 |-0.4672 |1.4462 |7.4042 |1.1803 |-1.1095 |-2.5421 |-3.9194
2.8338 11.9654 |-1.1777 {0.2320 |-0.0244 {1.1803 {4.8395 [3.1461 |0.5633 |0.2566
1.8332 13.8383 |-0.4602 |0.3759 [2.7942 |-1.1095 |3.1461 [4.9223 [1.3124 |4.4904
-0.1280 |1.5913 |1.4469 |0.2519 |-0.0757 |-2.5421 |0.5633 |1.3124 |1.8508 |2.1062
-0.1293 {4.4000 {0.9420 {0.4229 4.2189 :-3.9194 i0.2566 4.4904 21062 !7.2301
-0.3969 {2.1384 {25418 {0.3185 :0.4126 (-4.7951 {-0.0670 {2.2252 21757 |4.2662
-1.1348 {-0.3868 {-0.3633 i-0.1737 :0.8182 :0.7702 :-1.6226 i-1.3151 -0.1582 |-0.2746
0.8835 {0.7544 {-0.2610 {0.0446 :0.0701 :0.5659 {1.6538 :1.2095 :0.4143 {0.1980
0.0344 4.7564 -4.1866 |{0.0050 :8.4069 :3.4899 :0.2113 3.6376 :-0.0076 :5.2675
-0.7676 |-2.0438 {1.2737 |-0.1744 |-2.3784 |-0.6564 |-1.4564 |-2.2690 |-0.3136 |-2.0341
Colonne 11 a 15

-0.3969 (-1.1348 {0.8835 {0.0344 |{-0.7676

2.1384 |-0.3868 |0.7544 |4.7564 |-2.0438

2.5418 1-0.3633 {-0.2610 | -4.1866 | 1.2737

0.3185 (-0.1737 {0.0446 |0.0050 |-0.1744

0.4126 10.8182 {0.0701 (8.4069 |-2.3784

-4.7951 {0.7702 {0.5659 |3.4899 |-0.6564

-0.0670 |-1.6226 {1.6538 (0.2113 |-1.4564

2.2252 1-1.3151 {1.2095 |3.6376 |-2.2690

2.1757 :-0.1582 {0.4143 :-0.0076 :-0.3136

4.2662 -0.2746 i{0.1980 :5.2675 |-2.0341

4.0024 -0.4910 :0.0664 :-0.1359 i-0.2693

-0.4910 {1.2107 {-0.4232 i1.6291 |0.2472

0.0664 |-0.4232 {0.9844 0.0868 | -0.4255

-0.1359 |1.6291 |0.0868 |13.3970 |-3.6420

-0.2693 [0.2472 {-0.4255 |-3.6420 |1.6529
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X, =[5x5] =

3.3941 |[-2.9675 |-0.1879 |-1.3807 |-0.5533

-2.9675 |10.4528 |-2.6550 |4.1390 |8.2646

-0.1879 {-2.6550 {3.4502 [1.4637 |-3.8511

-1.3807 {4.1390 {1.4637 {8.3785 |2.9846

-0.5533 {8.2646 {-3.8511 {2.9846 |8.6537

Y =diag[Y,,Y,] tel que

Y, =[15x15] =

Colonne 1a 10

0.1957 {0.0961 {-0.0033 {-0.0401 {0.0057 :0.0744 {0.0715 |-0.2055 {-0.1233 |-0.0492
0.0961 {0.2551 {0.1244 {0.0318 :-0.0365 :0.1129 :{-0.1756 | -0.2431 {-0.0587 :-0.0444
-0.0033 {0.1244 {0.4475 {0.9291 |-0.3105 | 0.0349 |{-0.8043 |-1.6683 {0.1940 |-0.0093
-0.0401 {0.0318 {0.9291 {2.4421 10.0290 |0.0198 |-2.0070 |-3.5427 {1.3890 |-0.0637
0.0057 {-0.0365 {-0.3105 {0.0290 {3.1132 {0.0293 {-0.4112 {2.8981 {3.1984 |0.0025
0.0744 10.1129 {0.0349 {0.0198 |0.0293 !0.0852 {-0.1105 |-0.1814 {0.0101 |-0.0794
0.0715 {-0.1756 |{-0.8043 |-2.0070 | -0.4112 | -0.1105 {2.0209 |2.7303 {-1.5293 |0.1254
-0.2055 {-0.2431 {-1.6683 {-3.5427 {2.8981 {-0.1814 {2.7303 {8.6181 {1.1968 |0.2777
-0.1233 {-0.0587 {0.1940 {1.3890 {3.1984 {0.0101 {-1.5293 {1.1968 {4.1392 |-0.0227
-0.0492 {-0.0444 {-0.0093 {-0.0637 {0.0025 {-0.0794 {0.1254 {0.2777 {-0.0227 {0.1355
0.0226 {0.0782 {-0.1491 {-1.1888 |-2.4210 |-0.0537 {1.2807 |-0.4986 {-3.1650 |0.1272
-0.0008 {0.0103 {-0.0011 {-0.0185 {0.0033 {0.0168 {-0.0414 {-0.0388 {-0.0178 |-0.0129
-0.0914 {-0.0411 {-0.9329 {-2.0471 {1.6772 {-0.0289 {1.4648 |4.8509 {0.6908 !|0.0928
0.0842 |0.0388 |-1.3425 |-3.6033 |0.0377 |-0.0135 |3.0056 |5.3936 |-1.9476 |0.1209
0.1200 {0.1083 {0.0290 {-0.0393 {-0.1091 {0.0484 {0.0754 |-0.1614 {-0.1886 |-0.0116
Colonne 11 a 15

0.0226 -0.0008 |-0.0914 :0.0842 |0.1200

0.0782 10.0103 {-0.0411 | 0.0388 |0.1083

-0.1491 {-0.0011 {-0.9329 |-1.3425 |0.0290

-1.1888 |-0.0185 |-2.0471 |-3.6033 |-0.0393

-2.4210 10.0033 {1.6772 10.0377 |{-0.1091

-0.0537 {0.0168 {-0.0289 |-0.0135 |{0.0484

1.2807 |-0.0414 |1.4648 {3.0056 |0.0754

-0.4986 |-0.0388 |4.8509 |5.3936 |-0.1614

-3.1650 |-0.0178 {0.6908 |-1.9476 |-0.1886

0.1272 |-0.0129 |0.0928 |0.1209 |-0.0116

2.5691 [0.0038 {-0.3116 |1.7510 |0.1425

0.0038 |0.0233 |0.0023 |0.0044 |-0.0118

-0.3116 {0.0023 {2.8222 {3.1272 {-0.0716

1.7510 |0.0044 |3.1272 |5.4368 |0.1185

0.1425 1-0.0118 {-0.0716 |(0.1185 |0.1047

Y, =[5x5] =

9.7857 13.2816 |-3.2393 {-0.3392 |0.8618

3.2816 [1.2846 |-0.9526 |-0.2176 |0.3297

-3.2393 {-0.9526 [3.7262 |-2.7590 |-0.6949

-0.3392 {-0.2176 {-2.7590 i3.4966 |0.4279

0.8618 {0.3297 {-0.6949 {0.4279 |0.2187
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Les valeurs singulieres du systeme nominal (c’est-a-dire >°, =Y, = X, ), correspondant au
bloc 1 sont:

2., =diag[1.5770e+001, 2.4575e+000, 1.7237e+000, 1.1073e+000, 3.7632e-001, 3.0706e-

001, 1.0243e-001, 7.2237e-002, 1.5558e-002, 8.0232e-003, 5.0930e-003, 3.4052e-003
1.8929e-003, 1.3366e-003, 3.0869e-004].

Les valeurs singulieres du bloc 2 correspondant au parametre incertain o, (c’est-a-dire
2,=Y,=X,) sont:

2., =diag[ 7.3189e+000, 5.0566e+000, 1.1548e+000, 6.8848e-001, 7.0839%¢-002].

Les figures 5.3 et 5.4 montrent la répartition des valeurs singuliéres de Hankel.

En fixant d’apres les figures 5.3 et 5.4 les ordres réduits, tel que le modéle d'ordre réduit
(A,,M, )posséde une structure de A, = diag[zl,,d5,1,], défini par : 4 I’ordre de model

nominal réduit indiquée par z™*, et 3 ’ordre de paramétre incertain &, répété, et M_est

donneée ci-dessous, dont les réponses sont données ci-dessous, voir les Fig. (5.5, 5.6, 5.7, 5.8,
5.9,5.10, 5.11, 5.12)

o
C,| D

A =[7TxT7]= B, =[7x2]=

0.1231 10.0174 {-0.0358 {0.0558 {-0.0129 {-0.1277 {0.0093 0.4776 :3.3749
0.3274 1-0.0204 {0.1393 {-0.0574 {0.0600 {-0.0852 {-0.0076 -0.3624 1-0.1132
0.0875 10.0967 {-0.2534 {0.1073 {-0.0343 {0.1641 |0.0254 0.7912 -0.0593
0.0028 0.1623 |-0.2733 {0.1495 |{-0.0752 |{0.2827 |0.0105 -0.3119 {0.0068
-0.0143 |-0.0341 {0.2851 |-0.1548 |-0.0544 |-0.0364 |0.0653 1.8457 |-0.2136
-0.0565 |-0.0167 {0.2235 |-0.0064 |-0.1438 |0.1359 |0.0424 -0.1844 |1.1069
-0.0921 |-0.0456 {0.2621 |-0.1123 {0.0259 |-0.0500 |{0.1291 -0.0815 |-0.0172

C, =[Bx7]= D=[3x2]=
-1.6367 10.1086 :-0.3972 :-0.6896 :0.9033:0.0868 |-0.3687 0 0
-2.5157 10.2534 1{0.2161 :0.3748 11.2200:i0.3724 10.4316 0.04101.9243
0.5119 1{1.2887 {0.1000 {-0.0811 0.2224:-1.0681 {0.0601 0 0

Les Figures 5.13, et 5.14 montrent respectivement le lieu des p6les du modele d'ordre complet
et celui d’ordre réduit.

Le modgle d'ordre réduit (A,, M) satisfait la borne de I'erreur de Hankel

2 n;
IG-G,||, =0.3531<2) > o, =3.3059, (, =4,r,=3,n,=15etn, =5)
i=1l j=r+l
Pour une meilleure comparaison, le tableau Tab. 5.2 donne la mesure de H _ pour le systéme

initial et I’approximant.
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Tab. 5.1 Les 7 valeurs choisie du parametre incertain o,

Paramétre 1 : 6,

Systeme équivalent

-0.05

-0.0333

-0.0166
0.01
0.0166
0.0333
0.5

Sys #1
Sys #2
Sys #3
Sys #4
Sys #5
Sys #6
Sys #7

Tab. 5.2 Estimation de I’erreur et les bornes supérieures des modeles d’ordre réduits

Sys initial (A, M )

Sys réduit(A,, M)

%[ el | % [ [l [lo-cl | L
* * * d’erreur
[15; 5] 12.1538 [4;3] 12.02172 0.35312 3.3059
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Spectres d'amplitude des systéme initial, 1ereS-1éreE
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Fig. 5.1 Spectres d’amplitude des systémes original relatifs a la 1°' entrée
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Spectres d'amplitude des systemes initial, 1ereS-2émeE
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Fig. 5.2 Spectres d’amplitude des systémes original, relatifs a la 2°™ entrée
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Répartition des valeurs singulieres

16 T T T T T T T T T T T T T T

Valeurs singuliéres

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Indice de la valeur singuliere

Fig. 5.3 Répartition des valeurs singuliéres de Hankel du systeme nominal

En observant les valeurs singulieres données sur la figure 5.3, nous pouvons clairement voir
que le choix évident pour l'ordre de la troncature est quatre pour une trés bonne
approximation, les autres derniers valeurs singuliéres sont presque nulles

Répartition des valeurs singulieres
8 C C T C C

Valeurs singulieres

1 2 3 4 5
Indice de la valeur singuliere

Fig. 5.4 Répartition des valeurs singuliéres correspondant au parametre incertain o,

Nous choisissons de maintenir les 3 premiéres importantes valeurs singuliéres et de tronquer
le reste.
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Spectres d'amplitude des systems initial et réduit, 1éreS-1ereE
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Fig. 5.5 Spectres d’amplitude des systémes original et réduit, relatifs a la 1 entrée
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Spectres d'amplirude des systémes initial et réduit, 1ereS-2emeE
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Fig. 5.6 Spectres d’amplitude des systémes original et réduits, relatifs a la 2°™ entrée
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Spectres d’'amplitude de l'erreur, 1éreS-1ereE
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Fig. 5.7 Spectres d’amplitude de I’erreur d’approximation, relatifs a la 1% entrée
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Spectres de phase des systemes initial et réduit, 1ereS-1ereE
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Spectres de phase des systemes initial et réduit, 1ereS-2emeE
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Fig. 5.10 Spectres de phase des systémes original et réduits, relatifs a la 2°™ entrée
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Réponse indicielle
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5.3.2 Exemple 4

Soit la réalisation d’un systéme discret incertain stable SISO, décrit par le formalisme

LFT (A, M ), d’ordre 25, avec un seul parametre d’incertitude &, , tel que :

A =diag[z7'1,,,6,15] donc dim(A) =25 avec 5, e[-11],

27" est opérateur retard, il indique la partie nominale du systéme discret incertain.

La figure 5.15 présentons 7 échantillons de notre systéme incertain, c¢’est-a-dire on prend 7
valeurs pour le paramétre incertain &, (voire Tab. 5.3), et chaque valeur de 5, donne un
systeme légérement différent de celui de systeme nominal.

Les grammiens d’observabilité et de commandabilité, respectivement X et Y sont :
X =diag[X,, X,] tel que

X, =[20x 20] =

Colonne 1a 10

1.8109 {-0.4439 [0.0363 {0.0558 {0.1291 |0.3146 {0.6957 |{-0.0916 |-0.8873 | -0.0127
-0.4439 {0.1279 {-0.0135 [-0.0104 | -0.0275 {-0.0221 {-0.1332 | 0.0301 | 0.2079 | 0.0256
0.0363 {-0.0135 {0.0212 {-0.0014 |0.0065 {-0.0277 {-0.0187 {-0.0198 |-0.0089 | 0.0004
0.0558 {-0.0104 {-0.0014 {0.0488 {0.0386 {-0.0486 |-0.0175 {-0.0483 |-0.0064 | -0.0094
0.1291 {-0.0275 {0.0065 |0.0386 |0.0645 {0.0055 {0.0261 {-0.0382 {-0.0444 | -0.0132
0.3146 {-0.0221 {-0.0277 (-0.0486 {(0.0055 {0.4574 10.3547 | 0.0816 {-0.2330 | 0.1044
0.6957 1-0.1332 {-0.0187 {-0.0175 {0.0261 {0.3547 {0.4284 {0.0499 |-0.3948 | 0.0477
-0.0916 {0.0301 {-0.0198 |-0.0483 {-0.0382 {0.0816 {0.0499 {0.0828 |0.0122 | 0.0048
-0.8873 10.2079 {-0.0089 |-0.0064 {-0.0444 |-0.2330 {-0.3948 {0.0122 |0.4598 | -0.0187
-0.0127 10.0256 {0.0004 |-0.0094 {-0.0132 {0.1044 {0.0477 {0.0048 {-0.0187 | 0.0680
0.1755 {-0.0529 {0.0419 {0.0813 {0.0578 {-0.1532 {-0.0857 {-0.1437 {-0.0359 | 0.0184
-0.8924 10.2237 10.0037 {-0.0452 {-0.1038 {-0.1521 {-0.3584 | 0.0259 |0.4226 | 0.0845
-0.1561 {0.0771 {-0.0322 | -0.0562 |-0.0428 {0.2446 {0.1144 {0.0973 {0.0114 | 0.0771
-0.6465 {0.2051 {-0.0582 | -0.0215 |-0.0093 {0.1834 {-0.0723 {0.0882 |{0.2755 | 0.0471
-2.1383 10.4967 {0.0176 |-0.0273 {-0.1606 |-0.6664 |-1.0211 {-0.0066 |1.1001 | 0.0120
24942 1-0.5242 {-0.0550 | -0.0573 {0.1148 {1.1113 {1.4345 {0.1605 |-1.3776 | 0.0769
0.5032 i-0.1156 {0.0076 | 0.0137 :0.0484 i0.1301 :0.2193 i-0.0158 i-0.2497 | -0.0154
-1.6970 i0.3731 {0.0023 | 0.0089 {-0.0957 i-0.6358 {-0.8636 i-0.0218 i 0.9060 i-0.0691
1.0369 -0.2383 i0.0111 i 0.0533 i0.0936 0.2282 i0.4238 -0.0632 -0.5128 i 0.0144
2.0820 {-0.4870 i0.0256 0.0310 i0.1147 05039 {0.9009 :-0.0478 :-1.0632 | 0.0353
Colonne 11 a 20

0.1755 |-0.8924 |-0.1561 |-0.6465 |-2.1383 |2.4942 | 0.5032 |-1.6970 |1.0369 |2.0820
-0.0529 {0.2237 (0.0771 0.2051 {0.4967 |-0.5242 |-0.1156 {0.3731 {-0.2383 |{-0.4870
0.0419 |0.0037 |-0.0322 |-0.0582 |0.0176 |-0.0550 |0.0076 |0.0023 |0.0111 |0.0256
0.0813 {-0.0452 |-0.0562 |-0.0215 {-0.0273 {-0.0573 | 0.0137 {0.0089 {0.0533 {0.0310
0.0578 {-0.1038 |-0.0428 |-0.0093 |{-0.1606 |{0.1148 | 0.0484 |{-0.0957 {0.0936 |{0.1147
-0.1532 1-0.1521 {0.2446 {0.1834 {-0.6664 |{1.1113 | 0.1301 {-0.6358 {0.2282 {0.5039
-0.0857 -0.3584 (0.1144 |-0.0723 {-1.0211 |1.4345 | 0.2193 {-0.8636 {0.4238 {0.9009
-0.1437 10.0259 {0.0973 {0.0882 {-0.0066 |{0.1605 | -0.0158 {-0.0218 |-0.0632 |{-0.0478
-0.0359 {0.4226 (0.0114 |(0.2755 1.1001 {-1.3776 | -0.2497 {0.9060 |-0.5128 |-1.0632
0.0184 10.0845 (0.0771 0.0471 {0.0120 {0.0769 !|-0.0154 {-0.0691 {0.0144 {0.0353
0.2930 (0.0173 {-0.1663 (-0.2110 {0.0518 {-0.3108 {0.0024 {0.0294 {0.1189 {0.1185
0.0173 :0.6243 :0.0967 :0.2125 :1.2066 :-1.3811 :-0.3073 {0.8426 |-0.5153 i-0.9939
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-0.1663 10.0967 (0.2163 0.2359 :-0.0117 {0.2882 ' -0.0230 {-0.0957 |-0.0629 |-0.0612
-0.2110 {0.2125 |0.2359 |0.5444 |0.4598 |-0.3447 | -0.1154 {0.3606 |-0.3085 |-0.6692
0.0518 [1.2066 |-0.0117 |0.4598 |2.9133 |-3.6332 | -0.6592 |2.2800 |-1.2575 |-2.5467
-0.3108 |-1.3811 |0.2882 |-0.3447 {-3.6332 {4.9522 |0.7951 |-2.9714 |1.4818 |3.1496

0.0024 {-0.3073 |-0.0230 |-0.1154 {-0.6592 {0.7951 | 0.1749 {-0.5044 {0.2936 |0.5807

0.0294 10.8426 |-0.0957 | 0.3606 |2.2800 {-2.9714 | -0.5044 {1.8939 {-1.0053 |-2.0842
0.1189 {-0.5153 |-0.0629 |-0.3085 {-1.2575 |{1.4818 | 0.2936 {-1.0053 {0.6217 {1.2043

0.1185 {-0.9939 |-0.0612 |-0.6692 |-2.5467 |{3.1496 | 0.5807 {-2.0842 {1.2043 {2.4751

X, =[5x5]=

2.6409 {-0.4817 {-0.0144 {3.3491 |0.0838

-0.4817 {0.4975 {-0.0639 |-0.4549 |-0.3627

-0.0144 |-0.0639 |0.1342 |-0.0408 |0.0970

3.3491 {-0.4549 |-0.0408 |4.4261 |-0.0919

0.0838 |-0.3627 |0.0970 |-0.0919 |0.3673

Y =diag[Y,,Y,] tel que

Y, =[20x 20] =

Colonne 1a 10

0.0921 {0.1910 {-0.0006 {0.1249 |-0.0607 | 0.1234 {0.2826 {-0.2019 {0.0920 | 0.0149
0.1910 {2.3795 {0.0834 {1.1377 |-0.0269 [0.9201 {2.3401 {-1.8706 {1.3377 {-0.0146
-0.0006 {0.0834 {0.1706 {-0.1794 {-0.1848 {0.0340 {0.0281 {0.0433 {0.0011 {-0.0253
0.1249 {1.1377 {-0.1794 {0.9004 {0.1847 {0.5051 {1.2757 {-1.1021 {0.6927 |0.0359
-0.0607 {-0.0269 {-0.1848 {0.1847 |0.2903 |-0.0727 {-0.0803 {-0.0414 {0.0576 |0.0094
0.1234 {0.9201 {0.0340 {0.5051 |-0.0727 {0.4450 {1.0274 {-0.8007 {0.4894 {0.0150
0.2826 {2.3401 {0.0281 {1.2757 |-0.0803 |1.0274 {2.5158 {-1.9838 {1.2784 |0.0280
-0.2019 |-1.8706 |0.0433 |-1.1021 |-0.0414 |-0.8007 |-1.9838 |1.6158 |-1.0655 |-0.0255
0.0920 {1.3377 {0.0011 {0.6927 |0.0576 |0.4894 {1.2784 {-1.0655 {0.7999 {-0.0111
0.0149 {-0.0146 {-0.0253 {0.0359 :0.0094 :0.0150 {0.0280 (-0.0255 {-0.0111 |0.0257
0.0534 {-0.0250 {0.0054 {-0.0116 -0.0567 {0.0140 {0.0286 |-0.0061 |-0.0168 |0.0237
0.0670 {0.4148 {-0.0567 {0.2850 {0.0566 |0.1740 {0.4603 (-0.3845 {0.2414 |0.0245
-0.0160 {-0.0966 |{-0.0971 {0.1329 |0.0967 |0.0143 |-0.0113 {-0.0250 {-0.0473 |0.0064
0.0192 {0.2753 {-0.3414 {0.6537 0.3904 :0.1491 {0.4126 |-0.4873 {0.2582 |0.0402
-0.0285 {-0.0183 {-0.0708 {0.0751 {0.1018 |-0.0204 {-0.0190 {-0.0170 {0.0033 {0.0121
0.1813 :1.8902 :0.0505 {0.9517 :-0.0434 :0.7580 19136 {-1.5258 i1.0638 i-0.0032
-0.0219 {0.0786 {0.1716 {-0.1731 {-0.1772 :0.0442 {0.0368 {0.0508 i-0.0313 {-0.0433
0.2533 {2.1372 i-0.0629 i{1.3188 :0.0234 :0.9666 :2.3476 (-1.8943 i{1.1933 :0.0298
0.0541 {0.6332 {-0.0352 {0.3681 :0.0695 :0.2323 {0.6182 (-0.5273 {0.3849 i0.0045
0.2262 {1.5873 {-0.0281 {0.9584 :-0.0357 :0.7406 :1.7861 :-1.4138 {0.8635 :0.0302
Colonne 11 a 20

0.0534 [0.0670 |-0.0160 |0.0192 |-0.0285 |0.1813 |-0.0219 |0.2533 |0.0541 |0.2262

-0.0250 {0.4148 {-0.0966 {0.2753 {-0.0183 {1.8902 {0.0786 {2.1372 {0.6332 |1.5873

0.0054 |-0.0567 |-0.0971 |-0.3414 |-0.0708 |0.0505 |0.1716 |-0.0629 |-0.0352 |-0.0281
-0.0116 {0.2850 {0.1329 {0.6537 {0.0751 {0.9517 {-0.1731 {1.3188 {0.3681 |0.9584

-0.0567 |{0.0566 |0.0967 |0.3904 |0.1018 |-0.0434 |-0.1772 {0.0234 {0.0695 |-0.0357
0.0140 {0.1740 {0.0143 :0.1491 {-0.0204 {0.7580 {0.0442 {0.9666 |0.2323 |0.7406

0.0286 |0.4603 (-0.0113 | 0.4126 |-0.0190 {1.9136 {0.0368 {2.3476 |0.6182 i1.7861

-0.0061 |-0.3845 |-0.0250 |-0.4873 {-0.0170 {-1.5258 {0.0508 |-1.8943 |-0.5273 |-1.4138
-0.0168 {0.2414 {-0.0473 {0.2582 {0.0033 {1.0638 |-0.0313 {1.1933 {0.3849 |{0.8635

0.0237 :0.0245 :0.0064 :0.0402 :0.0121 :-0.0032 {-0.0433 i{0.0298 {0.0045 i0.0302
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0.0674 10.0241 {-0.0450 |-0.0558 :-0.0261 :0.0030 :-0.0474 {-0.0031 ;-0.0014 :0.0273

0.0241 10.1306 -0.0006 ;0.1701 10.0195 ,0.3384 |-0.0791 10.4396 ;0.1397 0.3399

-0.0450 |-0.0006 {0.1499 10.2706 |0.0518 |-0.0609 |-0.0342 10.0940 |-0.0108 |0.0484

-0.0558 10.1701 0.2706 ;0.8733 10.1524 0.2587 |-0.3070 ;0.6236 0.1882 0.4029

-0.0261 10.0195 1{0.0518 10.1524 10.0509 |-0.0207 {-0.0530 {0.0221 0.0158 |-0.0026

0.0030 10.3384 -0.0609 :0.2587 1-0.0207 {1.5266 {0.0387 {1.7610 ;0.5034 {1.3181

-0.0474 1-0.0791 {-0.0342 |-0.3070 {-0.0530 [0.0387 {0.2500 {-0.0269 |-0.0562 |-0.0079

-0.0031 10.4396 10.0940 :10.6236 10.0221 !1.7610 :-0.0269 {2.2751 :0.5899 !1.7063

-0.0014 10.1397 1-0.0108 {0.1882 10.0158 10.5034 |-0.0562 {0.5899 10.2013 10.4293

0.0273 10.3399 10.0484 :10.4029 :-0.0026 :1.3181 :-0.0079 {1.7063 :0.4293 :1.3069

Y, =[5x5]=

5.0032 10.1011 11.6517 1-0.6779 10.2404

0.1011 :0.1836 -0.0402 :0.0176 -0.2888

1.6517 1-0.0402 |0.6021 |-0.2261 |0.2753

-0.6779 10.0176 1-0.2261 10.2413 1-0.1172

0.2404 1-0.2888 10.2753 1-0.1172 10.8854

Les valeurs singuliéres du systeme nomina (c’est-a-dire >, =Y, = X, ), correspondant au
bloc 1 sont:

2., =diag[3.1779e+000, 9.7797e-001, 2.6360e-001, 1.1747e-001, 6.4223e-002 3.0596e-

002, 2.1005e-002, 1.5718e-002, 5.9005e-003, 2.8499e-003, 1.8676e-003, 8.8239e-004,
7.0678e-004, 2.0214e-004, 1.6297e-004, 7.4962e-005, 5.7534e-005, 1.7585e-005,
7.5686e-006, 1.3629e-006].

Les valeurs singuliéres du bloc 2 correspondant au parameétre incertain 9, (c¢’est-a-dire
2, =Y, =X,)sont:

2., =diag[3.1117e+000, 8.5013e-001, 1.2793e-001, 5.0318e-002, 2.3250e-002].

Les figures 5.16 et 5.17 montrent la répartition des valeurs singulieres de Hankel.
En fixant d’aprés les figures 5.16 et 5.17 les ordres réduits, tel que le modéle d'ordre réduit

(A,,M, )posséde une structure de A, = diag[z1,,5,1,], défini par : 2 I’ordre de model
nominal réduit indiquée par 2, et 2 I’ordre de paramétre incertain &, répété, et M est

donnée ci-dessous, dont les réponses sont données ci-dessous, voir les Fig. (5.18, 5.19, 5.20,
5.21,5.22).

243
C,|D

r

A =[4x4]= B, =[4x1]=

0.2023 10.2973 |-0.0680 |0.1969 -1.3964

-0.2726 -0.5441 :-0.0009 :-0.1448 : i-0.3061

-0.0556 1 0.1401 -0.0754 10.1688 -0.8889

-0.2541 1-0.2435 {-0.0580 :0.0862 0.0831

C, =[1x4]=

11.4068 |-0.2157 {-0.9651 |-0.0811 | D=-0.0154

Page 65



Les Figures 5.23, et 5.24 montrent respectivement le lieu des p6les du modele d'ordre complet

et celui d’ordre réduit.

Le modele d'ordre réduit (A, M) satisfait la borne de I'erreur de Hankel

2.
IG-G,|, =02006<2) > 5,=14536,(r,=21,=2n, =20etn, =5)

i=l j=r+]

Pour une meilleure comparaison, le tableau Tab. 5.4 donne la mesure des résultats de
réduction pour différents ordres de réduction de systéme discret incertains.

Tab. 5.3 Les 7 valeurs de paramétre incertain choisie

Paramétre 1: ¢, Systéme équivalent
-0.1 Sys #1
-0.0667 Sys #2
-0.0333 Sys #3
0 (valeur nominale) Sys #4 (systéeme nominal)
0.0333 Sys #5
0.0667 Sys #6
0.1 Sys #7
8 :7777E777 _ T r L r L T
7 == —
6L =
Sys #1
@ 5~ Sys #2
_\g/ Sys #3
24T sys #4
g 3 sys #5
Sys #6
2 Sys #7
1 [
0 [

0 0.05 0.1 0.15 0.2

0.25 0.3 0.35 0.4 0.45

Frequences (Hz)
Fig. 5.15 Spectres d'amplitude du systéme incertain
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Répartition des valeurs singulieres
35 L L L L

Valeurs singuliéres

0 5 10 15 20 25
Indice de la valeur singuliére

Fig. 5.16 Répartition des valeurs singuliéres de Hankel du systéme nominal

Répartition des valeurs singuliéres
35 L C C L |8

Valeurs singuliéres

1 2 3 4 5
Indice de la valeur singuliére

Fig. 5.17 Repartition des valeurs singulieres correspondant au paramétre incertain o,
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Fig. 5.18 Spectres d’amplitude des systemes initial et réduit
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Fig. 5.19 Spectre d’amplitude de ’erreur

Spectres de phase des systemes initial et réduit
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Fig. 5.20 Les phases des systémes initial et réduit

Page 68



Tab. 5.4 Estimation de I’erreur et les bornes supérieures des modeles d’ordre réduits

Sys initial (A, M)

Sys réduit(A,,M, )

Blk HGH Blk HGrH HG -G, H Limite
* * * d’erreur
[20:5] |3.6137 [2 :2] sysrl 3.5167 0.2006 1.4536
L C C C C C
0 T R D R R S R o A R
4
1%} .
g 05 —# systéme initial |
K]
K7%)
=
£
o -1~ -+
2
2
@
15 -4
-
-2 L r L L L L L

5 10 15 20 25 30 35 40
Temps (sec)

—& systéme réduit

L L L L L r r

Q
©
c
c
K]
%)
>
Q.
£

) -1
[%2]
c
S
o
)
@

-1.5

<
ot
0

5 10 15 20 25 30 35
Temps discrets (sec)

Fig. 5.21 Réponses impulsionnelle des systemes initial et réduit
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Réponse indicielle

Réponse indicielle

-0.5~

25+

——& systéme initial

L E L LE L L L CE L L L L L e L
r r i r r r L

5 10 15 20 25 30 35 40
Temps discrets (sec)

-0.5~

25+

—& systéme réduit

A R a s  d axs

r r r r r

5 10 15 20 25 30 35
Temps discrets (sec)

Fig. 5.22 Réponses indicielles des systemes initial et réduit
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Partie Imaginaire

Partie Imaginaire

Lieu de stabilité
|8

L r r r

-1 -0.8 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Partie Réelle

Fig. 5.23 Le lieu des pdles du modéle d'ordre complet

Lieu de stabilité
|8

o r r r r r
-1 -0.8 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Partie Réelle

Fig. 5.24 Le lieu des pdles du modéle d'ordre réduit
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5.3.3 Exemple 5

Soit la réalisation d’un systéme discret incertain et stables SISO, décrit par le formalisme
LFT (A,M), d’ordre 30, avec deux paramétres d’incertitude 5, et J,, tel que :

A =diag[z 1,5, 15,5,15] donc dim(A) =30 avec 6, e[-11], &, €[-11],

27" est opérateur retard, il indique la partie nominale du systéme discret incertain.

La figure 5.25 présente 9 échantillons pour ce systéme incertain, c¢’est-a-dire on a prend 3
valeurs pour le paramétre incertain o, et 3 valeurs pour le parametre incertain J,(voire Tab.

5.5), ce qui engendre 9 systéemes légérement différent de celui de systeme nominal.
Autrement, la figure 5.26 présente 9 échantillons pour ce systeme incertain avec autres

valeurs choisies pour &, et ¢, (voire Tab. 5.6).

Les grammiens d’observabilité et de commandabilité, respectivement X et Y sont :

X =diag[X,, X,, X,] tel que
X, =[20x 20] =
Colonne 1a 10

0.0613 |-0.0015 {-0.0328 {0.0176 |0.2582 |-0.0308 {0.0604 {0.0901 |-0.0083 {-0.0141
-0.0015 |0.3243 |{-0.0570 {0.0500 |-0.9337 |-0.0278 {-0.4043 {-0.3000 |-0.0866 |-0.1010
-0.0328 {-0.0570 {0.0800 {0.0123 {0.2695 |0.0210 {0.1910 {0.0725 {0.0114 {-0.0049
0.0176 | 0.0500 {0.0123 {0.0486 |0.0298 |-0.0156 {0.0276 {0.0064 |-0.0255 {-0.0481
0.2582 1-0.9337 {0.2695 {0.0298 (8.0610 |-0.0237 {3.0796 {2.4187 |-0.0789 {-0.0411
-0.0308 |-0.0278 {0.0210 {-0.0156 | -0.0237 [ 0.0263 {0.0160 {-0.0160 {0.0132 {0.0194
0.0604 |-0.4043 {0.1910 {0.0276 3.0796 |0.0160 {1.3054 {0.9139 |-0.0015 i-0.0075
0.0901 |-0.3000 |0.0725 |0.0064 |2.4187 |-0.0160 |0.9139 |0.7433 |-0.0079 |-0.0088
-0.0083 |-0.0866 |0.0114 |-0.0255 |-0.0789 |0.0132 |-0.0015 |-0.0079 |0.0598 |0.0464
-0.0141 {-0.1010 {-0.0049 {-0.0481 {-0.0411 {0.0194 {-0.0075 |-0.0088 |0.0464 {0.0742
0.1865 |-0.4284 |0.1299 |0.0613 |4.5814 |-0.0457 |1.7160 |1.3815 |-0.0843 |-0.0876
0.0037 {-0.0455 {0.0026 {-0.0110 {0.1405 :0.0064 {0.0568 (0.0445 {0.0154 {0.0192
0.0025 [0.2967 |{-0.0383 {0.0624 |-1.0133 |-0.0332 {-0.3931 {-0.3178 |-0.0708 |-0.0904
0.0006 {0.0563 {0.0071 {0.0148 {0.0211 {-0.0036 {0.0093 {-0.0015 |-0.0221 {-0.0312
0.1260 |-0.3826 {0.1022 {0.0099 3.6086 (-0.0179 {1.3509 {1.0853 |-0.0488 |-0.0280
0.0554 10.0007 {-0.0620 {0.0030 {0.0125 {-0.0281 {-0.0635 {0.0213 {0.0006 |0.0041
-0.0366 |0.4233 {-0.0707 {0.0519 (-1.8406 :-0.0323 {-0.7350 {-0.5660 :-0.0783 i-0.1036
0.1366 -0.3315 i{0.0765 {0.0349 3.2963 :-0.0296 :1.2118 {0.9989 :-0.0507 i-0.0521
-0.0664 :0.0131 {0.0145 {-0.0236 :-0.6816 :0.0345 {-0.2211 i-0.2071 :0.0367 {0.0296
0.0044 $0.3191 {-0.1201 i{0.0052 {-1.0925 :-0.0323 {-0.5487 i-0.3356 :-0.0819 i-0.0663
Colonne 11 a 20

0.1865 [0.0037 {0.0025 {0.0006 |0.1260 |0.0554 |-0.0366 | 0.1366 |-0.0664 |0.0044
-0.4284 1-0.0455 {0.2967 {0.0563 |-0.3826 {0.0007 {0.4233 {-0.3315 {0.0131 {0.3191
0.1299 |0.0026 |-0.0383 |0.0071 |0.1022 |-0.0620 |-0.0707 | 0.0765|0.0145 |-0.1201
0.0613 {-0.0110 {0.0624 {0.0148 {0.0099 {0.0030 {0.0519 | 0.0349 {-0.0236 |0.0052
45814 |0.1405 |-1.0133 [0.0211 |3.6086 |0.0125 |-1.8406 | 3.2963 |-0.6816 |-1.0925
-0.0457 10.0064 {-0.0332 {-0.0036 |{-0.0179 {-0.0281 |-0.0323 | -0.0296 |{0.0345 |-0.0323
1.7160 10.0568 |-0.3931 {0.0093 {1.3509 {-0.0635 |-0.7350 | 1.2118 {-0.2211 |-0.5487
1.3815 {0.0445 |-0.3178 {-0.0015 {1.0853 {0.0213 {-0.5660 | 0.9989 |{-0.2071 |-0.3356
-0.0843 10.0154 {-0.0708 |-0.0221 |{-0.0488 |{0.0006 |-0.0783 | -0.0507 {0.0367 |-0.0819
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-0.0876 10.0192 {-0.0904 {-0.0312 {-0.0280 i{0.0041 :-0.1036 | -0.0521 {0.0296 |-0.0663
2.6832 [0.0663 {-0.4788 |0.0371 |2.0685 |0.0374 |-0.9410 | 1.9217 |-0.4361 |-0.5319
0.0663 |0.0114 |-0.0441 |-0.0083 |0.0607 |0.0047 |-0.0672 | 0.0525 |-0.0043 |-0.0412
-0.4788 |-0.0441 {0.3088 {0.0434 |-0.4288 |-0.0003 |0.4166 | -0.3782{0.0162 |0.2712

0.0371 {-0.0083 {0.0434 {0.0234 {0.0165 |-0.0128 | 0.0546 | 0.0175 {-0.0118 {0.0375

2.0685 [0.0607 {-0.4288 {0.0165 {1.6309 {0.0162 |-0.7913 | 1.4859 {-0.3207 {-0.4350
0.0374 {0.0047 {-0.0003 {-0.0128 {0.0162 {0.0745 |-0.0120 { 0.0423 {-0.0423 {0.0408

-0.9410 {-0.0672 {0.4166 {0.0546 {-0.7913 {-0.0120 | 0.6452 {-0.7081 {0.0902 {0.4282

1.9217 {0.0525 |-0.3782 {0.0175 {1.4859 {0.0423 {-0.7081 | 1.3925 {-0.3053 |-0.3879
-0.4361 |-0.0043 {0.0162 {-0.0118 {-0.3207 |-0.0423 {0.0902 {-0.3053 {0.1126 {0.0178

-0.5319 {-0.0412 {0.2712 {0.0375 {-0.4350 {0.0408 {0.4282 {-0.3879 {0.0178 |0.4046

X, =[5x5] = X, =[5x5] =

0.1700 |-0.0208 |0.0066 |-0.0429 |-0.0608 0.1946 {-0.0521 {0.1824 {0.2233 {0.0593
-0.0208 {4.1305 {-2.5091 {0.0210 {-0.1737 | {-0.0521 {0.1050 |-0.0490 {-0.1076 |0.4104
0.0066 |-2.5091 |1.5773 |0.0453 |0.1483 0.1824 |-0.0490 |0.2225 [0.2081 |0.0762
-0.0429 {0.0210 {0.0453 {0.1084 |0.0493 0.2233 {-0.1076 {0.2081 {0.3612 {0.0817
-0.0608 {-0.1737 {0.1483 |0.0493 |0.1213 0.0593 |0.4104 |0.0762 [0.0817 |4.0732
Y =diaglY,,Y,,Y,] tel que

Y, =[20x 20] =

Colonne 1a 10

0.1226 {0.0914 {0.0552 i0.1416 :0.0677 :-0.0679 {-0.0455 :0.0005 :0.0673 |-0.0924
0.0914 {0.6801 {-1.4632 {0.1258 1.9294 |0.4035 |-0.0907 [-0.1023 1 0.3369 |-0.0698
0.0552 {-1.4632 {4.0088 {0.1171 |-4.7583 |-1.2000 |{-0.0124 {0.2810 |-0.5695 |-0.0592
0.1416 {0.1258 {0.1171 {0.2831 10.1117 |-0.0688 {-0.0924 |0.0395 |0.0665 |-0.1514
0.0677 11.9294 |-4.7583 {0.1117 15.9496 |1.3905 |{-0.1416 |-0.3112 !0.8447 |-0.0574
-0.0679 {0.4035 {-1.2000 {-0.0688 {1.3905 {0.4105 {0.0267 |-0.0809 {0.1260 |0.0487

-0.0455 {-0.0907 |-0.0124 {-0.0924 |-0.1416 |{0.0267 |{0.1550 |-0.0084 {-0.1639 {0.0412

0.0005 |-0.1023 |0.2810 |0.0395 |-0.3112 |-0.0809 |-0.0084 |0.0448 |-0.0502 |-0.0208
0.0673 {0.3369 |-0.5695 |0.0665 |0.8447 |0.1260 |-0.1639 |-0.0502 |0.3106 |-0.0321
-0.0924 |-0.0698 |-0.0592 |-0.1514 |-0.0574 |0.0487 |0.0412 |-0.0208 |-0.0321 |0.0919

-0.0463 {0.7154 |-1.9176 |-0.0530 |2.3184 |0.5863 |-0.0503 |-0.1307 |0.3287 {0.0410

-0.0138 |0.1050 |-0.2050 |-0.0464 |0.2833 |0.0708 |-0.0827 |-0.0378 |0.1460 |0.0360

0.1262 {1.5370 {-3.6324 {0.1891 |4.6143 |1.0248 {-0.1060 |-0.2356 |0.6544 |-0.1080
0.0507 |-0.5263 |1.6029 |0.0909 |-1.8040 |-0.4872 |-0.0873 |0.1122 |-0.1356 |-0.0446
0.0618 {0.0787 {0.0168 {0.0619 |0.0854 |-0.0294 {-0.0785 |-0.0168 {0.1139 -0.0305
-0.0395 {0.6208 {-1.7253 {-0.0307 {2.0500 :0.5561 {0.0172 |-0.1083 {0.2078 {0.0203

0.0545 {0.0015 {0.0839 {0.1303 |-0.0453 {-0.0398 {0.0551 {0.0301 {-0.1039 {-0.0769
0.0650 {-0.1492 {0.6708 {0.1189 |-0.6472 |-0.2068 |-0.1030 (0.0541 |0.0176 |-0.0607
-0.0050 {-0.0025 {-0.0201 {-0.0319 {0.0006 {0.0124 {0.0075 {-0.0092 |{0.0043 {0.0133

0.0733 {-1.5758 {4.4956 {0.1139 |-5.2297 |-1.3863 |{-0.1850 |0.3043 |-0.4216 |-0.0511
Colonne 11 a 20

-0.0463 {-0.0138 {0.1262 {0.0507 |0.0618 |-0.0395 |0.0545 |0.0650 |-0.0050 | 0.0733
0.7154 [0.1050 |1.5370 |-0.5263 |0.0787 |0.6208 |0.0015 |-0.1492 |-0.0025 | -1.5758
-1.9176 |-0.2050 {-3.6324 {1.6029 |0.0168 |-1.7253 |0.0839 |0.6708 |-0.0201 | 4.4956
-0.0530 |-0.0464 {0.1891 {0.0909 {0.0619 {-0.0307 | 0.1303 {0.1189 |-0.0319 | 0.1139
2.3184 (0.2833 {4.6143 {-1.8040 {0.0854 {2.0500 |-0.0453 {-0.6472 {0.0006 |-5.2297
0.5863 [0.0708 {1.0248 {-0.4872 {-0.0294 {0.5561 |-0.0398 {-0.2068 |0.0124 |-1.3863
-0.0503 |-0.0827 {-0.1060 |-0.0873 {-0.0785 {0.0172 {0.0551 {-0.1030 {0.0075 |-0.1850
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-0.1307 |-0.0378 ;-0.2356 {0.1122 :-0.0168 :{-0.1083 {0.0301 {0.0541 {-0.0092 : 0.3043

0.3287 10.1460 ;0.6544 1-0.1356 ;0.1139 0.2078 -0.1039 10.0176 0.0043 |-0.4216

0.0410 10.0360 |-0.1080 | -0.0446 |-0.0305 | 0.0203 |-0.0769 |-0.0607 {0.0133 |-0.0511

0.9576 10.1464 1.7471 -0.7341 ;0.0130 0.8271 -0.0821 |-0.2868 ;0.0066 |-2.0765

0.1464 10.1257 10.1718 {-0.0232 {0.0624 10.0776 {-0.1173 {0.0252 10.0183 -0.0831

1.7471 10.1718 {3.6493 1-1.3806 {0.0839 11.5495 10.0474 1-0.4834 ;-0.0151 | -4.0317

-0.7341 1-0.0232 {-1.3806 {0.7005 [0.0553 |-0.6938 {0.0015 {0.3370 {-0.0084 | 1.8984

0.0130 10.0624 :0.0839 {0.0553 10.0792 {-0.0282 !-0.0350 {0.0659 :0.0040 {0.1151

0.8271 10.0776 11.5495 1-0.6938 |-0.0282 {0.7958 |-0.0230 |{-0.2800 }0.0103 |-1.9949

-0.0821 :1-0.1173 :0.0474 :0.0015 :-0.0350 :-0.0230 {0.1675 {-0.0035 :-0.0304 : -0.0480

-0.2868 10.0252 :-0.4834 :0.3370 :0.0659 :-0.2800 :-0.0035 {0.2110 :-0.0019 : 0.8497

0.0066 10.0183 | -0.0151 :{-0.0084 :0.0040 :0.0103 {-0.0304 :{-0.0019 :0.0155 :-0.0162

-2.0765 1-0.0831 [-4.0317 11.8984 10.1151 1-1.9949 1-0.0480 10.8497 1-0.0162 | 5.3315

Les valeurs singulieres du systéme nominal(c’est-a-dire >, =Y, = X, ), correspondant au
bloc 1 sont:

2., =diag[7.7901e+000, 6.9425e-001, 3.1899e-001, 7.1682e-002, 5.1560e-002, 3.5862e-002,

1.7119e-002, 1.0451e-002, 8.1516e-003, 6.0970e-003, 4.3614e-003, 2.3788e-003, 1.4982¢-
003, 6.0032e-004, 5.3460e-004, 3.0069e-004, 2.7405e-004, 9.6977¢-005, 2.6733e-005,
1.4219¢-005].

Les valeurs singuliéres du bloc 2 correspondant au parameétre incertain 9, (c’est-a-
dire>, =Y, = X,), sont:

2., =diag[ 3.4421e+000, 2.5711e-001, 1.5754e-001, 5.0950e-002, 1.6859e-002]

Les valeurs singuliéres du bloc 3 correspondant au paramétre incertain J, (c’est-a-
dire>2; =Y, = X,), sont:

2., =diag[ 3.0963e+000, 3.8966e-001, 1.1429¢e-001, 1.1000e-001, 2.6829e-002]

Les figures 5.27, 5.28 et 5.29 montrent la répartition des valeurs singulieres de Hankel.

En fixant d’aprés les figures 5.27, 5.28 et 5.29 les ordres réduits, tel que le modele d'ordre
réduit (A,, M, ) posséde une structure de A_ =diag[zl,,d,l,,,8,1,], défini par : 2 ’ordre
de model nominal réduit indiquée par z™*, 1 est I'ordre de paramétre incertain &, répété et 1
est ’ordre de paramétre incertain o0, répété, et M, est donnée ci-dessous, dont les réponses
sont données ci-dessous, voir les Fig. (5.30, 5.31, 5.32, 5.33, 5.34)
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B

M ) — Ar r —

C.,|D
A =[4x4]= B, =[4x1]=
0.1444 0.2061 :0.0181 -0.1072 : 1-2.1258
0.2154 1-0.1370 :-0.0305 :0.1474 0.0479
-0.0430 {-0.0865 {0.0604 { 0.0372 -0.6511
-0.0461 :0.0543 :0.0106 :-0.0640 0.9110
C, =[x 4] =

12,1763 1-0.0845 {-0.8523 {0.6575 | D=0

Les Figures 5.35, et 5.36 montrent respectivement le lieu des p6les du modele d'ordre complet
et celui d’ordre réduit.

Le modeéle d'ordre réduit (A,, M, ) satisfait la borne de I'erreur de Hankel

3N
IG-G,|, =0.2055<2> > o, =3.3064, (,=2,r,=1r,=1n =20,n,=5etn, =5)

i=1l j=r+1

Pour une meilleure comparaison, le tableau Tab. 5.7 donne la mesure de H _ pour le systéme
initial et I’approximant.

Tab. 5.5 Les valeurs choisie pour les paramétres incertain o, et o,

Paramétre 1 : o,

Paramétre 1: o,

Systeme équivalent

-0.01

-0.01

-0.01
0 (valeur nominale)
0 (valeur nominale)
0 (valeur nominale)

0.01

0.01

0.01

-0.01

0 (valeur nominale)
0.01
-0.01

0 (valeur nominale)
0.01
-0.01

0 (valeur nominale)
0.01

Sys #1
Sys #2
Sys #3
Sys #4
Sys #5 (systeme nominal)
Sys #6
Sys #7
Sys #8
Sys #9
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Fig. 5.25 Spectres d'amplitude du systéme incertain

Tab. 5.6 Les autres valeurs choisie pour les paramétres incertain o, et J,

Paramétre 1 : o,

Paramétre 1: o,

Systeme équivalent

-0.1

-0.1

-0.1
0 (valeur nominale)
0 (valeur nominale)
0 (valeur nominale)

0.1

0.1

0.1

-0.1

0 (valeur nominale)
0.1
-0.1

0 (valeur nominale)
0.1
-0.1

0 (valeur nominale)
0.1

Sys #1
Sys #2
Sys #3
Sys #4

Sys #5 (systeme nominal)

Sys #6
Sys #7
Sys #8
Sys #9
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Fig. 5.26 Spectres d'amplitude du systéme incertain
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Fig. 5.27 Répartition des valeurs singuliéres de Hankel du systéeme nominal
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Répartition des valeurs singuliéres

Valeurs singuliéres
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Fig. 5. 28 Répartition des valeurs singuliéres correspondant au parametre incertain o,

Répartition des valeurs singuliéres
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Fig. 5.29 Repartition des valeurs singulieres correspondant au paramétre incertain 9,
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Fig. 5.30 Spectres d’amplitude des systémes initial et réduit
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Fig. 5.31 Spectres d’amplitude des systemes initial et réduit

Spectres de phase des systemes initial et réduit
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Fig. 5.32 Spectres des phases des systemes initial et réduit
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Tab. 5.7 Estimation de I’erreur et les bornes supérieures des modeles d’ordre réduits

Sys initial (A, M) Sys réduit(A,,M, )
sk 1]l S el |le-al, | tme
” * i d’erreur
[20;5;5] 6.4394 [2;1;1] 6.4786 0.20553 3.3064

LF“""."T"—""FT""""“‘FTFT?T?F“'FT"T“‘TTTTFT“'F"FT
-0.5 l -t
1 -
= —# systéme initial
2 -15- -+
c
i)
2 2 .
Qo
£ 25 -1
(]
2
s -3 M
Q.
O
T 35 -+
4 |- -
-45 % -+
r r r r r r r L
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Temps discrets (sec)
0 T T T T T T T P_
Lmtﬂwﬁﬂm**ﬂww
05 l : .
1k |
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@ .15+ .
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Eel
@ 2~ -
>
Q.
E 25+ -
]
2
o -3~ 7
[oX
b
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Fig. 5.33 Réponses impulsionnelle des systemes initial et réduit
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Fig. 5.35 Le lieu des pdles du modéle d'ordre complet
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Fig. 5.36 Le lieu des p6les du modele d'ordre réduit
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5.4 Interprétation

Partant d’un systéme discret incertain sous forme LFT (A, M ) initial de grande dimension,
stable, ’algorithme utilisé permet de calculer le modele d’ordre réduit (Ar M, ) tel que :

- Pour les trois exemples, nous avons illustré les réponses fréquentielles et temporelles en
tragant les spectres d’amplitude en (dB), spectres de phase ainsi que la distribution des valeurs
singulieres. Les graphes montrent que les approximant suient fidélement le comportement du
systeme initial. On notera comme méme une légere déviation : ces erreurs sont ddes a une
réduction conséquente d’ordre

- Les figures montrant la distribution des valeurs singulieres de Hankel, nous donnent une
idée quant au choix de I’ordre de réduction (Ar M, ) et fournit une excellente aide visuelle
pour comparer les valeurs singuliéres et pour décider I'ordre de réduction.

- Le mod¢le d’ordre réduit est stable, et minimal (complétement commandable et
compléetement observable)

- Pour les mode¢les d’ordre réduit, la norme de Hankel vérifie la borne supérieure (4.11) et ce
pour chaque exemple (voir Table5.1, Table5.2, Table5.3).

- Pour bien apprécier la distance entre modéle initial et approximant issus de la réduction, les
spectres d’amplitude du systéme original et celui réduit a été tracé et montre bien que sont
presque confondus.

5.5 Conclusion

Diverses simulations ont été réalisées, parmi lesquelles nous avons choisi de proposer trois
exemples pour mettre en évidence les traits caractéristiques des approximants issus de
I’algorithme proposé dans le chapitre 4, construits a partir de la réduction d’ordre par
I’approche SVD, opérée sur les systémes discret incertain de dimension élevée, représentée en

LFT(A,M).

Tres important a souligner, que le modeéle d’ordre réduit (Ar M, ) suit fidelement le

comportement du systéme original, ceci permet de conclure quant a I’efficacité de notre
algorithme qui permet de construire des approximant de faible ordre, pour lesquelles la
stabilité est toujours garantie.
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Chapitre 6

CONCLUSION GENERALE

Tout au long de ce mémoire, apres avoir présenté les systéemes incertains et les types
d’incertitudes que 1’on peut rencontrer dans la littérature, nous avons abordé la représentation
des systémes incertains en LFT.

Nous avons présenté la réduction d’ordre par la réalisation équilibrée et I’approche SVD pour
les systémes standard qui opére dans 1’espace d’état, qui sont la base de comprendre
déférentes techniques de réduction d’ordre, basée sur la notion des grammiens.

Nous avons défini dans le cas des systéemes incertains discrets les notions de stabilité, de
réalisations équilibrées, des matrices de commandabilité et d’observabilité, et minimalité,

Par la suite, nous avons présenté les Inégalité Matricielle Linéaire (LMIs) de Lyapunov qui
donnent une notion sur les propriétés de commandabilité et d’observabilité, et dont la
résolution permet de calculer les grammiens de commandabilité et d’observabilité importants
parametres qui rentrent dans la réduction d’ordre de modéles et peuvent étre considérés
comme mesure de 1’énergie de chaque état du systéme comme pour le cas standard.

Par la suite, nous avons présenté la méthode de réduction par la méthode des réalisations
équilibrées étendue aux systemes discrets incertains décrits par la réalisation sous forme LFT.
L’algorithme de troncature de racine carrée que nous avons utilisé est présenté avec la limite
supérieure de ’erreur de Hankel est garantie.

D'aprés les résultats de simulations, le modéle d’ordre réduit est stable, et minimal, et la
norme de Hankel vérifie la borne supérieure de Hankel.

Le modéle d’ordre réduit suit fidélement le comportement du systéme original. Cette bonne
approximation est dde au fait de l'approche de réduction présentée.
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L’intérét majeur de ce type de schéma de réduction d’ordre est que la stabilité soit toujours
garantie et I’erreur d’approximation est quantifiable.

Nous notons d’autres domaines de recherche connexes a envisager, comme par exemple :
- La réduction d’ordre pour les systémes incertains continus ouvert a la recherche.

- Dans ce travail, nous nous sommes focalisés sur la réduction de systémes discrets incertains
stables. La méthode de réduction pour les systemes incertains instables reste intéressante.
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Annexe A

EXEMPLES DES SYSTEMES

INCERTAINS ET ALGEBRE DES

LFTS

A.1 exemples sur Pincertitude et les systemes incertains
A.1.1 Exemples de I'incertitude paramétrique

Nous donnons quelques exemples pour représenter l'incertitude paramétrique.

a- Incertitude paramétrique de gain : soit I’ensemble de modéeles possible

G, (5) =k, Gy () (A1)
Koin <K, <Ko

Ou kp est un gain incertain et G,(s) est une fonction de transfert sans incertitude.
Normalisation : On peut normalisé le paramétre incertain kp , tel que :
k, =k, +Wo (A.2)

ou
o e[-1+1] (A.3)
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et (A.4)

b- Dans la fonction de transfert :

b,s™+b ,s"" +..+bs+b,
n n-1
as +a, ;s +.+as+1

G(s) = (A5)

Pour (i =1, 2, 3, ..., n), 8, =&,(¢) ou @ est un vecteur de parametres physiques. Chaque &
est de la forme a, = a,, £ Aa,.

c- Incertitude paramétrique dans I’espace d’état:

Ici les incertitudes affectent les coefficients des matrices de la représentation d'état d'un
systeme. Ce type d'incertitude permet de traduire d'une part le caractere incertain des
parametres de modélisation, et, dautre part, permet d'encadrer certains parametres
susceptibles d'évoluer dans de fortes proportions

Soit la représentation d’état

X=Ax+Bu
(A.6)
y=C,x+D,u
Tel que
A =A+X5A
B, =B,+2>9B
C,=C,+206C (A7)
D,=D,+>4D,.

A.1.2 Ensemble de modéles pour les systémes incertains

Chaque perturbation différente A, donne un modele de systeme légerement différent.

Le modéle complet de systéeme incertain est donc une description de l'ensemble et nous
espérons que certains membres de cet ensemble décrivent une partie des aspects incertains ou
non modélisés de notre systeéme physique. Donc, un mod¢le d’étude unique est en général trop
restrictif : il est plus raisonnable de considérer un ensemble de modeles permettant d’englober
les éléments incertains

Exemples illustratifs
Afin d’illustrer la notion d’un ensemble de modele pour les systémes incertains. En utilisant

la fonction Matlab « ureal » pour spécifier les parametres incertain, on considére les exemples
suivants :
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Exemple 1

Soit la fonction de transfert suivant de deux parametres gain et pole sont considérés comme
incertains tel que : I’ensemble de modéles possible

avec

Et choisir comme G (s) =

kp

G,(s)= ,
TpS+l
ZSKP,TPSS
k 25
s+1 255+

1 (La fonction de transfert de systeme nominal). La

figure suivant montre le systéme nominal avec ensemble de 10 échantillons de modéles de

systeme incertain

Spectres d’'amplitude et phase du systéme incertain

10 = e c < C -
jié:%::; —
\\;\
- 0or SN -
g \\\
) \\\,\
B .10+ N .
= \\
c
—
-20 |- ensemble des systémes incertains S
systéme nominal
-30 I3 I3 r r rrrrf I3 r r r rrrerf I3 r r r rrreref
0= E E 1
—_
(o))
(3]
©
Z
o 45 -
(%]
©
T
ensemble des systémes incertains
systéme nominal
-00 k- - P+ ¢ rrrF - P+t r orrcrF - ==
-2 -1 0 1
10 10 10 10

Fréquences (rad/sec)

Fig. A.1 reponse fréquentielle du systeme nominal et I’ensemble des systémes di a

parameétres incertains.
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Exemple 2

Soit la représentation d’état d’un systéme incertain de trois paramétres incertain pl, p2 et p3.

tel que :

P1 : est paramétre incertain, sa valeur nominale est 10 varie dans le domaine [9.5 a 11]

P2 : est paramétre incertain, sa valeur nominale est 3 varie dans le domaine [2 a 4]

P3 : est paramétre incertain, sa valeur nominale est 1 varie dans le domaine [-1a +1]

P1, P2, et P3 sont introduit dans les matrices d’état comme suit :

P,

[CE A
_pl p2+p3

-p
Ap{ 01

C, :[1 O]

La figure suivant montre le systéme nominale c’est-a-dire les parametres pl, p2 et p3 prends
ses valeurs nominaux avec ensemble de 5 échantillons de modeles de systéme incertain

Amplitude (dB)

Phase (deg)

Spectres d’'amplitude et phase du systéme incertain

-10 =

[FRT T E A L L - -toog

-20

-30 +~

ensemble des systémes incertains
systéme nominal

P rrrrck P r r rorrrcE P r or RN

50

225

ensemble des systémes incertains

systeme nominal

180

135 -

90 &

N |

P r r rorrrcE P s e e 3

1 2
10 10

Fréquences (rad/sec)

3
10

Fig. A.2 réponse fréquentielle du systéme nominal et I’ensemble des systémes di a

parameétres incertains.
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Les ensembles de modeles les plus générales peuvent étre obtenus en utilisant la
transformation linéaire fractionnaire LFT qu’on détaillera dans la section suivante.

A.2 Algebre des LFT’s

Avec une boite a outils pour Matlab décrite initialement par Terlouw et Lambrechts puis par
Magni [17], on peut manipuler des objets LFT’s, en particulier mettre en paralléle (addition),
mettre en série (multiplication), inverser et concaténer des objets LFT’s.

Nous allons ici expliciter le mécanisme associé a ces manipulations en considérant I’addition,
la multiplication et ’inversion

Soient deux matrices sous la forme LFT suivante :

A e—

w Z
. D]l D]E

u—p Dy Dy —py

Fig. B.1 Représentation LFT d’une matrice incertaine
Ces deux matrices sous forme LFT sont notées F,(D’,A") et F,(D",A") avec:
Dr — |:D1'l D{2:| et Drr — |:D2[’1 DZ['Z:|
Dy Dz D;: Dz

Les deux transferts entre u et y sont respectivement donnés par :

{ l:u (DI,A!) = DélAI(I - DlllAl)_1 D1’2 + D£2 (A 7)

F,(D",A") = DA"(1 - DjA") "D}, + DY,
A.2.1 Sommation

La LFT issue de la somme des deux LFT’s F,(D’,A") et F, (D",A")est donnée par :

’ ” A, 0 Dl,l O A’ O B D1’2 ' "
(D21 D21 " I - " " " + Dzz + Dzz
0 A 0 D0 A D;,

A0
Soient FU(D',A')+FU(D",A"):FU(S(D', D”),{O A"D (A.8)
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D, 0 D.,
Avec s(p,D")=| 0 D,| D
D, Dj | D;,+Dj,

(A.9)
A.2.2 Produit

La réalisation issue du produit de deux LFT’s F,(D',A") et F, (D",A") est donnée par

A0
Fu (D" Af) . Fu (D"’ A”) — FU(P(D” D”),{ ”}j
0 A
D;, D.,D; | D,D;,
Avec P(D',D")=| 0 Dy} D, (A.10)
D, D;,D, | D;,D;,

A.2.3 Inversion

L’inverse d’une LFT F,(P,A)estune LFT F,(Q,A) comme illustré dans la figure

A le A le
¥V L z v z
u A By y y o O u
le 52 : Q!l QE?_

Fig. B.2 Exemple d’une LFT et son Inverse

-1
P, P P,-P,P,P, P,P,

|:Fu (|: 11 12}’A):| .= Fu |: 11 1_21 22721 12 _52 :|,A (All)
I321 I:)22 - P22 PZl PZZ

A.2.4 Permutation de deux éléments de A

Etona:

Afin de ranger les éléments de A résultant aprés une opération comme 1’addition et la
multiplication, par exemple si A" =diag(5,,6,,5,) et A° =diag(s,,5,,5,) alors le bloc
obtenu par concaténation de A" et A’ est A =diag(d,,5,,5,,6,,5,,5,), il faut appliquer une
permutation a A pour avoir A =diag(9,,9,,9,,9,,9,,0,)

en utilisant ’algorithme suivant:

* Permutations de lignes et colonnes de P11,

* Echange les lignes de P12 ,
* Echange les colonnes de P21 .
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A.2.5 Produit étoile de Redheffer

L’interconnexion de deux LFT selon la figure A.3 peut étre décrite par le produit étoile de
Redheffer (star produit) R(Q,P)=Q=* P, ou la matrice partitionnée

R11 = Q11 + Q12 P11(| - sz P11 )_1Q21
R12 = le(l - P11Q22 )_l P12
R21 = 21(I - sz P11 )_1Q21

Rzz = Pzz + lesz(I - P11Q22 )71 PlZ
(A.12)

>
-
F 3

L A
1
=
&‘3

=3

! P21 PH !

Fig. A.3 Produit étoile de Redheffer
correspondant a la LFT supérieure F,(R,A").
Le produit de Redheffer est associatif, ce qui peut s’averer utile lorsque :

- Une LFT F,(P,A) a été creée sans normaliser les incertitudes. La normalisation peut
facilement étre mise sous une forme de LFT F,(P,A") en combinant deux LFTs selon
I’équation (A.5)

- Une LFT F,(P,A)est d’abord déterminée en ignorant que les paramétres sont soumis a des
contraintes supplémentaires. Ces contraintes sont prises en compte en exprimant que certains
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paramétres sont en réalité une fonction de parametres complémentaires. Cette dépendance ne
représente rien d’autre qu’une LFT F,(P,A").

A.2.6 Stabilité robuste (La robustesse) [6]

Soit un systeme incertain décrit par la structure d'interconnexion de la figure A.1. Il sera
supposé que P se compose des matrices de fonction de transfert stables, ou la stabilité
signifie que le systeme n’a strictement aucun pole dans le demi plan droite. Dans la pratique,
ceci revient a supposer que P,, (le modéle nominal) est stable comme les autres

eléments P, , P,, et P,, sont des fonctions de pondération et ils peuvent étre choisis stables.

A.T
E:il ‘FiZ—

u ¥
By Pp

—p —

Fig. A.4 systeme LFT

On considere le cas ou le modele a seulement un seul bloc A non structuré (m =1). Le résultat
de stabilité robuste est donné dans le lemme suivant :

Lemme A.1

Si P(s)et A(s) ont tous leurs p6les a partie réelle strictement négative, Le modeéle
F, (P, A)est stable pour toute matrice A(s) satisfaisant :

G (A)<1 Sietseulementsi: [P, <1

Une généralisation de ce lemme a des modéles F,(P,A) avec plus qu’un seul bloc A (m >1)

demande I’utilisation de la fonction réelle positive x qu’on rappelle sa définition donnée
par :

0 s'il n'existe aucun A qui résoud det(l1 — PA) =0
u(P) = (A.13)

(min {5|E|A, o (A) <6 tel que det(l — PA) = 0})7l sinon

La valeur singuliére structurée u est définie essentiellement pour donner une réponse au
probleme de stabilité robuste suivant :

Lemme A.2
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Le modele F,(P,A)est stable pour tout A € B, si et seulement si :

|u(Py)], <1 Ou lu(Py), = sup (P, (Jo)) (A.14)

Annexe B

FACTORISATION DE CHOLESKY

Les opérations de factorisation et de triangularisation de matrices constituent les opérations de
base de nouveaux algorithmes de contréle ou de traitement de signal.

Ainsi la procédure de décomposition LU d'une matrice A (n, n), avec

- L : matrice triangulaire inférieure,
- U : matrice triangulaire supérieure,

permet par exemple de ramener la résolution du systéme d'équations linéaires

Ax=B ou A=nxn matrice, B; x =n vecteur a la résolution de deux systemes particuliers
-Systéme triangulaire inférieur L =B

- Systeme triangulaire supérieur U =Y

Si A est une matrice symétrique définie positive, alors l'algorithme de Cholesky nous affirme
gue A peut se mettre sous la forme
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A=SS", (B.1)

ou S est une matrice triangulaire inférieure.

all aln Sll 0 O Sll Snl
T O

= B-2
a - | S B 0 --- 0 s

Certains auteurs considérent S comme étant la racine carrée de la matrice A, du fait qu'une
telle décomposition (Cholesky) est unique. L'algorithme de factorisation de Cholesky permet
de calculer les coefficients s de la matrice S par récurrence.

Algorithme

-Entrée- A=nxn matrice

For i=1 to n Do

_ i1 o2
Sy =& — 2ua Si

If s, =0, then Halt (A est non définie positive)
While j>iand j<n Do s, :i[a,j—z‘k’jos,ksjk]

1T K>
End loop on i.

-Sortie- S =nxn matrice triangulaire inférieure.

Page 97



Annexe C

VALEURS SINGULIERES ET

ALGORITHME SVD

Les valeurs singulieres d'une matrice AeC"™" de rang g, notées o, sont les racines carrés non
négatives des valeurs propres de A" A, ordonnees telles que :

o,20,2--20,20. (C.1)
Si g < nnous aurons n - g valeurs singuliéres nulles, c'est a dire :

c,=0,==0,=0. (C.2)

Il existe deux matrices orthogonales U e C™" , V € C"" et une matrice diagonale
2. C"" telles que [8]
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T __ zﬂl O T
A=UYV —U{O O}v , (C.3)

et les valeurs singuliéres o i =(1,q) sont les racines carrées des q valeurs propres positives
(non nulles) de A™A.

U et V sont les matrices orthogonales ayant pour colonnes les vecteurs propres de A'A et
AA'respectivement.

Cette décomposition est dite "Décomposition en Valeurs Singuliéres" SV D de la matrice A.

Remarque

Si A=U XV est la décomposition en valeurs singuliéres de la matrice A, alors les
décompositions en valeurs propres de A"A et de AA" sont données par [8]

ATA=V (X IV =V IV, (C.4)

AA"=UQXHUT=U2*U". (C.5)
Notons
& (A) = o, [la plus grande valeur singuliére de la matrice A],

o(A) = o, [la plus petite valeur singuliére de la matrice A].

Les valeurs singulieres maximum et minimum d'une matrice A, notées respectivement & et
o, sont équivalentes en terme de norme spectrale a

(A=A, (c5)
() = {”Al "si, det(A) =0, )
0 si, det(A)=0

La valeur singuliere minimale o(A)= donne une mesure de la tendance a la singularité
de la matrice A.

Propriétés des valeurs singuliéeres [8]

Pour tout matrice A, de dimensionmx n, a coefficients, de rang r,

1) &(A)=max[o;(A)]=max % =0y
2) a(A)=min o, (A)]=min % =0,

3) o(A) <|A4 (A)| <5, (A), ol les 4 (A) sont les valeurs propres de A
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1
a(A™)
1
a(A?)

4) Si A™* existe, alors o(A) =

5) Si A existe, alors &(A) =

6) G(aA) =||5(A) , o scalaire

7) G(A+B)<&5(A)+5(B)

8) o(A.B)<c(A).c(B)

9) max{5(A),5(B)}< & (AB) <2 max{5(A),5(B)}

10) max‘ai’j‘ <o(A)<n max‘ai,j‘

11) > o’ (A)=trace(A" A)

12) Vi=12,..n;0,(A) -5(B) <o, (A+B) < o, (A) +5(B)

Annexe D

NOTIONS GENERALES SUR LES

LMI

Un grand nombre de problémes d’optimisation convexe peuvent s’exprimer sous forme de
contraintes de type Inégalité matricielle Linéaire (en anglais Linear Matrix inequality d’ou le
sigle LMI utilisé dans la littérature). Ce formalisme mathématique, introduit par Lyapunov a
la fin du 19eme siecle, connut un essor particulier durant les années 90 car il permet de
formuler des problémes d’automatique de plus en plus complexes et de plus en plus divers
dans un cadre unifié et de simplifier la résolution des problémes ainsi obtenus. L utilisation de
cet outil a été favorisée par I’apparition d’un certain nombre de solveurs numériques capables

de donner des résultats en un temps raisonnable.

L’optimisation sous contraintes LMI est I'outil de base utilis¢é dans la résolution des

problemes posés dans ce mémoire.
D.1 Définition d’une LMI

Une Inégalité Matricielle Linéaire est une contrainte du type :

AX)=A +xA +..+ XA <0

(D.1)
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Ou x=[x...x,]" € R" est un vecteur de n scalaires inconnus (variables de décision) et
A, A ..., A sont des matrices symétriques données appartenant & R™" < 0, signifie que la

matrice A(x) est définie négative.

Il existe également des LMI non strictes de la forme A(x) < 0 ol « < » signifie que la matrice

A(x) est semi définie négative.

Les contraintes A(x) > 0 et A(x)< B(x) sont des cas particuliers de (D.1) puisqu’elles peuvent

étre écrites comme : - A(x)< 0 et A(x) - B(x)< O.

Généralement, les probléemes de LMIs peuvent étre décrits d'une manier concise par le
probleme de décision suivant

X A XA+ XB+B"X +C'C<0

(D.2)
acondition de: XeT

Ou T décrit I'ensemble faisable pour X, c’est, 'ensemble des matrices Hermitienne de bloc
diagonale structure, et A, B, et C sont des matrices constant

Additionnelles contraintes sur X est parfois exigées, par exemple, dans les problemes modéles
de réduction que nous considérons, X doit étre semi défini positif ; pour des exemples des
systémes et des problemes de commande qui peuvent étre formulés comme LMI [18].

Noter que

A(X) = A"XA+ XB+B*X +C*C (D.3)

Le probléme de décision de LMI ci-dessus de (D.2) peut se reformuler comme d’un probléme
d'optimisation convexe par

min A__ (A(X
N Ay (A(X)) (0.
acondition de: X eT

Amax (A(X)) désigné sous le nom de la fonction objective, et la condition X T est une
contrainte. Ou A(X) est une matrice Hermitianne qui est affiner dans X.

Alors, les problemes de types LMI peuvent étre résolus numériquement par des algorithmes
d’optimisation, les méthodes d’optimisation convexe sont utilisées.

La méthode projective a été utilisée dans les routines d'optimisation de LMI du Logiciel
MATLAB, qui utiliser pour développer un algorithme pour trouver les Grammiens structuré
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Y et X d’un systéme discret incertain décrit par le paire (A * M) . Cet algorithme est décrit
dans la section suivante.

D.2 Probléme d'optimisation

Rappeler que les LMIs avec lequel nous intéressees sont le systeme d’inégalités de Lyapunov
construit en utiliser les matrices d'une réalisation de systéeme incertaine (A*M) :

AYA* Y +BB* <0
(D.5)

A'XA-X +C*C <0

Ou n'importe quelle paire solution faisable de Y, X sont exigé d'étre matrices semi définie
positif et permuter avec la structure de A.

Pour trouver le rang minimum des Grammiens structuré Y et X pour les LMIs ci-dessus, il
doit résoudre le probleme d'optimisation suivant
Min AMinn rank(YX-A1)

a condition de
AYA" -Y +BBT <0 (D.6)
ATXA-X +CTC<0
YX>0etYXeTl

Ici, A dénote les valeurs propres de la matrice produite Y X.

Les solutions faisables Y et X peuvent étre obtenues pour ce probléme en utilisant des
algorithmes de programmation convexe (en particulier, utiliser les solveurs récents de LMI ),
donc nous utilise un algorithme heuristique, I’algorithme de Trace, qui reformuler le probleme
d’optimisation de (D.6) en un probléme convexe de faisabilité pour résoudre 1’inégalités de
(D.5), et obtenir les Grammiens structuré Y et X du systéme discret incertain

D.3 Algorithme de Trace « Trace algorithmes »

Donné une réalisation de systéme discret incertain (A * M), Considéré le probléme

d'optimisation convexes suivants
I\Y/qur] Trace(Y) acondition de:

(D.7)
AYAT-Y+BB ' <0et Y>0
et
Min Trace(X) a condition de:
XeT (D.8)
ATXA-X+C'C<0et X>0
Remarques

1- pour n'importe quelle matrice Hermitienne Trace(Y) = Ziﬁi (Y) , enplus Trace(Y) est
une fonction différentiable des éléments de la matrice Y.
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Donc la fonction objective dans notre algorithme de Trace est « computationally
attractive » .et également noter le suivant

2- Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour deux matrices semi définies positives quelconques
YetX
Trace(YX) < Trace(Y) .Trace(X) (D.9)

Donc, la minimisation séparée de la trace de Y et de X aboutir aux solutions pour les quelles
une limite supérieure de la Trace(Y X) est diminuer, et par conséquent la valeur de chaque

A; (YX) est aussi bien diminuer.

Dans ce mémoire, les problemes de types LMI seront rencontrés et seront résolus par
utilisation de la boite a outil Matlab LMI Control Toolbox.

Dans le chapitre 5 de simulation, nous allons tester et validé notre programme pour résoudre
le probleme d’un LMI.
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