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AVANT-PROPOS

E polycopié concerne des équations intégrales linéaires de seconde du type Fred-
holm, c’est-a-dire les équations faisant intervenir une fonction inconnue qui ap-
parait sous un signe intégral. Ces équations sont largement appliquées dans divers
domaines des mathématiques appliquées et de la physique (voir [2]). Ils fournissent
une technique puissante pour résoudre divers problemes pratiques. Une raison évidente
d’utiliser I’équation intégrale de Fredholm plutot que les problemes aux limites est
que, dans la plupart des cas, ’équation différentielle et toutes ces conditions aux li-

mites peuvent étre résumées en une seule équation intégrale.

Dans le processus de préparation de ce travail, nous avons pris en compte le pro-
gramme officiel de I'offre de formation master mathématique, spécialité : Analyse Fonc-
tionnelle, qui a été préparé au cours de 'année universitaire : 2016 /2017 par I’Université
Ziane Achour de Djelfa.

Ce polycopié comporte quatre chapitres axiaux, ot sont exposés les généralités sur
équations Intégrales, équations intégrales linéaires de Fredholm de seconde espece, mé-
thodes élémentaires et équations intégrales singulieres. Chacun de ces chapitres contient
des exemples bien détaillés et des exercices suggérés qui permettent d’avancer dans la

compréhension et 'assimilation des concepts mathématiques présentés.

Enfin, j'espére que l'étudiant et I'enseignant de mathématiques trouveront leurs
besoins dans ce polycopié et j'estime que ce travail est toujours dans le besoin de

révision, donc je peux accueillir toutes les critiques constructives et utiles.
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INTRODUCTION

Les équations intégrales sont I'un des outils les plus importants utilisés dans la
modélisation de nombreux phénomenes scientifiques et nous mentionnons par exemple,
mais sans s’y limiter, les équations de Maxwell, ’équation de Marchenko et I’équation
de viscoélasticité. Il peut aussi parfois étre exprimé par des équations différentielles,
comme il existe une relation étroite entre les équations différentielles et intégrales, cer-
tains problémes peuvent étre formulés dans les deux cas. Voir, par exemple, la fonction

de Green, la théorie de Fredholm et les équations de Maxwell.

Dans ce travail, nous aborderons le concept d’équations intégrales et leurs clas-
sifications, les méthodes de résolution des équations linéaires intégrales de Fredholm
de seconde espece. Ainsi que les équations intégrales singuliéres, le terme singulier est
parfois utilisé lorsque l'intégration est impropre, c’est-a-dire, si I'une ou les deux des
bornes d’intégration sont infinies ou lorsque le noyau de I’équation (intégrale) devient
non borné a un certain point de l'intervalle. Par exemple, notamment les équations

intégrales d’Abel et de Cauchy.



CHAPITRE 1

GENERALITES SUR EQUATIONS INTEGRALES

Définition 1. Une équation intégrale est une équation dans laquelle la fonction incon-

nue apparait sous un signe intégral.

La forme générale des équations intégrales est donnée par :

h(z,u(z) )+ )\/ k(x,t,u(t))dt, (1.1)

ou h(z,u), f(z), a(z), b(x) et k(x,t) sont des fonctions données, u(x) est la fonction
inconnu, A est un parametre non nul réel ou complexe. k(x,t) est une fonction de deux
variables x et t appelées le noyau ou le noyau de I'équation intégrale. Il est a noter
que les limites d’intégration a(x) et b(z) peuvent étre a la fois variables, constantes ou

mixtes, dans le cas général, a(x) est constante.

Exemple 1. On considére les équations intégrales suivantes :

e L’équation intégrale de Wiener-Hopf :
h(z)u(z) +)\/ (& — t)u(t)dt. (1.2)

e L’équation intégrale de Renewal :

h(z)u(z) = f(z) + A /0 k(e — t)u(t)dt. (1.3)
e L’équation intégrale de Tricomi :
L1 1
u(z) = f(z) + A/O (= — g b, (1.4)



1.1. NOYAUX PARTICULIERS

e L’équation intégrale de Schlomilch :

/2
/ uw(&)dt = f(x), ¢ =wsint. (1.5)
0
e L’équation intégrale d’Abel :
*_u(t)
——dt = 1. 1.
L Lopdt=SE),  0<as< (1.6)

Remarque 1. 57 les dérivées de la fonction inconnue apparaissent dans l’équation,
nous l’appelons équation intégro-différentielle. par exemple l’équation de Schwarzschild-

Milne et [’équation de Lévy-Khintchine.

1.1 Noyaux Particuliers

Noyau dégénéré : Le noyau k(z,t) est dit dégénéré ou séparable s’il peut étre
exprimé comme la somme d’un nombre fini de termes dont chacun est le produit d’une

fonction de z seulement et d’une fonction de ¢ seulement. c’est-a-dire

n

k(z,t) = ou(2)Bi(1).

i=1

Noyau symeétrique : Le noyau k(z,t) est dit symétrique (ou hermitien) si
k(x,t) = k(t,z) (ou k(x,t) = k(t, z)).

Noyau de convolution : Le noyau k(z,t) est dit de convolution s’il est une
fonction de la différence (z — t) seulement.

Noyau régulier : Le noyau k(z,t) est dit régulier s’il satisfait

b rb
//w@m%m<m.

Noyau faiblement singulier : Le noyau k(x,t) est dit faiblement singulier s’il est
de la forme bt
k(x,t):@, 0<a<l,
|z —t]
ol h est une fonction bornée sur [a,b]? et h(z,t) # 0.

Noyau de Cauchy : Le noyau k(z,t) est dit de Cauchy s’il est de la forme

_ hfa, 1)
e —t)

k(x,t)

ol h est une fonction différentiable sur |a, b[* et h(x,t) # 0.



1.2. CLASSIFICATION DES EQUATIONS INTEGRALES

Noyau hyper-singulier : Le noyau k(z,t) est dit hyper-singulier s’il est de la

forme W 1)
x

ke, t) = 00

ol h est une fonction différentiable sur ]a, b[* et h(z,t) # 0.

Noyaux orthogonaux : Deux noyaux M(x,t) et N(z,t) sont dits orthogonaux si
b b
/ M(z,2)N(z,t)dz=0 et / N(z,z)M(z,t)dz =0,

pour tout x,t € [a,b]. Lorsqu’'une seule de ces intégrales est nulle, ces noyaux sont dits

semi-orthogonaux.

Exercice 1. Donner un exemple pour chaque type de noyaux précédents.

1.2 Classification des équations intégrales

L’équation intégrée peut étre classée selon plusieurs dichotomies, tels que la linéa-
rité et I’homogénéité, ces deux concepts jouent un réle essentiel dans la structure des
solutions.

La linéarité désigne la propriété d'une fonction compatible avec I’addition et la

mise & I’échelle, également appelée principe de superposition *.

Définition 2. Une équation intégrale est dite linéaire si la fonction inconnue se pré-

sente d’une maniere linéaire dans [’équation intégrale.

Exemple 2. Soit I’équation intégrale suivante :

h(z,u(z)) = f(z) + A / l(’()) k(x, t,u(t))dt, (1.7)

est dit :
. . d h(x,u) 0 K(z,tu)
. lmecm*em%( - )zO et%(T> = 0.
L. .0 h(zw) 0 K(z,tu)
e non linéaire si Em (T) #0 ou Em (T) # 0.
Autrement dit, la linéarité de l'équation (1.7) dépend de la linéarité de h et k par

rapport a u.

L’homogénéité et son contraire, non homogénéité, surviennent en décrivant la

valeur d’un second membre de 1’équation.

1. La réponse nette provoquée par deux ou plusieurs stimuli est la somme des réponses qui auraient
été provoquées individuellement par chaque stimulus.



1.2. CLASSIFICATION DES EQUATIONS INTEGRALES

Définition 3. Une équation intégrale est dite homogene si le second membre est nul.

Exemple 3. L’équation intégrale (1.7) est dit :
e homogéne si f(x) = 0.
e non homogéne si f(x) # 0.
La classification des équations intégrales selon la linéarité et I’homogénéité est si-

milaire a la classification des équations différentielles. Cependant, il existe des classifi-

cations justes pour les équations intégrales comme suit :

Selon les limites d’intégration. On distingue deux types :

1. Equation de Fredholm : les deux limites sont fixées (des constantes)

hz,u(z)) = f(z) + )\/abk:(:r,t,u(t))dt, (1.8)

ou a et b sont des constantes.

2. Equation de Volterra : 'une des limites est variable
hz,u(z)) = f(z) + )\/ k(e ¢, u(t))dt. (1.9)

Selon la position de la fonction inconnue. On a deux especes :

1. Premieére espeéce : la fonction inconnue n’apparait qu’a 'intérieur de 1’'inté-
grale (h(z,u) = 0 dans les équations (1.8) et (1.9)),

0= f(x)+ A " k(x,t,u(t))dt. (1.10)

a(z)

2. Seconde espece : la fonction inconnue apparait a 'intérieur et a 'extérieur
de l'intégrale (h(x,u) # 0 dans les équations (1.8) et (1.9)),

b(x)
Wz, u(@)) = f(z) + )\/( R tu(t))dr. (1.11)
Les équations intégrales de Volterra et de Fredholm sont les plus fréquemment

utilisées. L’équation intégrale de Volterra est un cas particulier de ’équation intégrale

de Fredholm, il suffit de prendre le noyau k de la facon suivante
k(xz,t) =0, Vo < t.

Exercice 2. Classer chacune des équations intégrales suivantes en équation intégrale



1.3. VALEURS PROPRES ET FONCTIONS PROPRES

de Volterra et Fredholm, linéaire ou non linéaire, et homogéne ou non homogéne :

a) u(z) = z—1+ /01 ztu(z)dt.

b) u(r) = /Ox e~y (z)dt, i%.
1

c) u(zr) = v*(z)+ ; zv(t)u(z)dt.

d) u(x) = /116_” u(x)dt.

1.3 Valeurs propres et fonctions propres

On considere 1’équation homogene de Fredholm
b
ule) = /\/ k(z, u(t)dt, a<az<b. (1.12)

Si on prend A = 1/u dans cette équation, on trouve le probleme classique des valeurs
propres? :
Tu(x) = pu(zx), a<z<b. (1.13)

ou Vopérateur intégral Tu(z) = [°k(x, t)u(t)dt, p est la valeur propre et u(zx) est la
fonction propre ou fonction caractéristique correspondante.

Dans cette section, nous focalisons notre étude sur les valeurs propres de l'opéra-
teur intégral & noyau séparable k(z,t) uniquement. La méthode de calcul direct sera

employée ici pour traiter ce genre de probleme.

La méthode de calcul direct

Il est & noter que cette méthode n’est applicable qu’aux équations intégrales avec

noyau séparable de la forme

n

k(z,t) =Y ai(2)Bi(t), (1.14)

i=1

2. Un scalaire A est une valeur propre de u s’il existe une fonction v non nul tel que Tu = Au.



1.3. VALEURS PROPRES ET FONCTIONS PROPRES

ou les fonctions oy (z), -+, a,(x) et les fonctions f51(t),- -, B,(f) sont linéairement

indépendants. Avec un tel noyau, 1’équation intégrale (1.12) devient

n

w(@) = A / ’ > () Bi(t)u(t)dt

=1

n b
=AY ai(a) / Bu(tyult)dt. (1.15)

Notez que les intégrales qui apparaissent dans cette équation sont définies et ont des

valeurs constantes, nous pouvons donc supposer

i :/bﬂi(t)u(t)dt, i=1,-,n. (1.16)

En combinant (1.15) et (1.16), on trouve
u(z) =N cay(x), (1.17)
i=1

Si 'on substitue la relation (1.16) dans (1.12) obtient un systéme de n équations algé-

briques qui peuvent étre s’écrire sous la forme matricielle
(I —XA)c=0, (1.18)

ou ¢ = (1,69, ,¢,)7 est le vecteur inconnu, I est la matrice identité d’ordre n,

A = (a;i)1<ij<n €st une matrice carrée, avec

b
aj; :/ B;(x)ayi(x)dz, 0,5 =1,2,--- ,n.

On pose D(A) = det(I — AA). Si D(\) # 0, alors le systeme (1.18) a une solution
unique ¢ = 0). Par conséquent, la solution de 1’équation intégrale (1.12) est la solution
triviale u(z) = 0, ce qui n’est pas notre but alors que notre étude est de trouver une
solution non triviale u(z) # 0. Autrement dit, D(A\) = 0. Les valeurs du parameétre
A dans ce cas sont appelées valeurs propres ou valeurs caractéristiques de 1’équation
(1.12), et chaque solution non nulle de cette équation est appelée une fonction propre

correspondant au valeur propre A. Le nombre A = 0 n’est pas un valeur propre.

Théoréme 1 ([13]). Les valeurs propres de l’équation intégrale (1.12) sont racines de
D(N).

Théoréme 2 ([13]). A toute valeur propre X il correspond un nombre fini de fonctions
propres linéairement indépendantes, le nombre de ces fonctions est appelé l"indice de la

valeur propre.



1.3. VALEURS PROPRES ET FONCTIONS PROPRES

Des valeurs propres différents peuvent avoir des indices différents. Pour valeur

propre \; correspond une solution non nulle ¢ = (ci,c}, -+ ,c)T, et les fonctions

N

propres, seront de la forme

u;i(z) = Zn:cjaj(x). (1.19)

Une équation intégrale a noyau dégénéré a au plus n valeurs propres et fonctions

propres.

Exemple 4. On va déterminer les valeurs propres et les fonctions propres de l’équation

intégrale
u(z) = A / (cos? x cos 2t + cos 3x cos” t)u(t)dt.
0
On a
u(zr) = Acos® x/ u(t) cos 2tdt + X cos 3x/ u(t) cos® tdt (1.20)
0 0
= Ac¢jcos®z + ey cos 3, (1.21)
ot
¢ = / u(t) cos 2tdt, (1.22)
0
o = / u(t) cos® tdt. (1.23)
0

En substituant (1.22) et (1.23) dans (1.20), on obtient le systeme linéaire suivant :

1 (1 - A /Tr u(t) cos® t cos 2tdt> — e\ /7T u(t) cos3tcos2tdt =0, (1.24)
0 0

cl)\/ u(t) cos® tdt + cy (1 — )\/ u(t) cos® t cos 3tdt) = 0. (1.25)
0 0
Et comme
/ u(t) cos® t cos 2tdt = %, / u(t) cos 3t cos 2tdt = 0, (1.26)
0 0
/ u(t) cos® tdt = 0, / u(t) cos® t cos 3tdt = g (1.27)
0 0
il s’ensuit que le systéme (1.24)-(1.25) prend la forme
1-— )\z C1 = O,
4 (1.28)
1-— )\g Cy = 0.



1.3. VALEURS PROPRES ET FONCTIONS PROPRES

L’équation pour déterminer les valeurs propres sera

1-AT 0
0 1-Af

Donc, les valeurs propres sont A\ = % et Ao = %

Pour A\ = % la solution du systéme (2.3) est co = 0 et ¢y arbitraire. On substitue
ces wvaleurs dans 'équation (1.20), la fonction propre sera uy(x) = ciAcos’z, si on
prend ¢y = %, alors uy(z) = cos® .

Pour \y = % la solution du systéme (2.3) est ¢c; = 0 et ¢y arbitraire. On substitue
ces valeurs dans 'équation (1.20), la fonction propre sera us(x) = coAcos3z, si on

prend co = %, alors us(z)) cos 3.

8
Remarque 2. Une équation intégrale homogéne de Fredholm peut, en général, ne pas

avoir de valeurs propres ni de fonctions propres, ou elle peut ne pas avoir de valeurs

propres et de fonctions propres réels. Comme le montrent les deux exemples suivants,

Exemple 5. L’équation intégrale homogene
1

u(@) = A / 22 u(t)dt, (1.29)
—1

n’a pas de valeurs propres ni de fonctions propres. En effet, on a

1

u(z) = )\xQ/ tu(t)dt

-1

= Aex?, (1.30)

o

c= /_11 tu(t)dt. (1.31)

En substituant (1.31) dans (1.30), on obtient
1
[1 -2 t3dt} =0, (1.32)
-1

mais puisque [, t3dt = 0, I'équation (1.32) a comme solution ¢ =0, d’oti u(x) = 0.
Par conséquent, pour tout A, l’équation homogéne (1.29) n’a qu’une seule solution

nulle u(x) = 0 et, donc, elle n’a pas de valeurs propres ni de fonctions propres.

Exemple 6. Soit l’équation intégrale

ur) =2 [ (Va4 Vin)u()dt, (1.33)



1.3. VALEURS PROPRES ET FONCTIONS PROPRES

n’a pas de valeurs propres ni de fonctions propres. En effet, on a

u(r) = )\\/E/OTr tu(t)dt + Az /07r Vitu(t)dt (1.34)

= AoV + Aear, (1.35)

ot
6 = /Owtu(t)dt, (1.36)
o = [ Viu(t)dt. (1.37)

0
En substituant (1.36) et (1.37) dans (1.34), on obtient le systéme algébrique suivant :
2 A
(1 — )\5> c1 + 502 = O,
\ 3 (1.38)
—501 + <1 + >\5> Cy — O

Le déterminant de ce systeme est

2 A
-1+ =,
A 2 150
= 1422
2 + A

Pour tout X\ # 0 la solution de ce systéme est ¢, =0 et co = 0, et, par conséquent,
pour tout réel A\, l’équation homogéne n’a qu’une seule solution, qui est la solution
triviale.

Ainst, léquation (1.33) n’a pas de valeurs propres réel ni de fonctions propres.

Exercice 3. Déterminez les valeurs propres et les fonctions propres des équations in-

tégrales homogenes suivantes a noyaur dégénérés :
1) ulx)=A /07r cos zu(t)dt.
) @) =A [ (o = Du(t)dt.
3)  u(x) = A /0 (ot + 222)u(t)dt.
4 ulw)=A [ 11(5xt_3 + 42t + 3at)u(t)dt.
SCEY ll(x cosh t — ¢ sinh z)u(t)dt.

6) u(z)=A /ll(x cosht — t cosh x)u(t)dt.

10



CHAPITRE 2

EQUATIONS INTEGRALES LINEAIRES DE FREDHOLM
DE SECONDE ESPECE

Définition 4. On appelle équation intégrale linéaire de Fredholm de seconde espéce

toute équation de la forme

m@—xl%@Jmmﬁ:f@L (2.1)

ot u(x) est la fonction inconnu, k(z,t) est le noyau définit sur |a, b[x]a, b[, la seconde

membre f(x) est la fonction donnée définit sur |a, b[ et X € R.

Si f(x) = 0, "équation (2.1) est dite homogene, dans le cas contraire (f(z) # 0) on

dite équation est non homogene.

Définition 5. On appelle solution de l’équation intégrale (2.1) toute fonction u(x)

vérifie cette équation sur [a, b].

Exemple 7. Vérifier que la fonction u(z) = sin (%) est une solution de [’équation :

w2 1 T
M@—f/k@mmm:f, (2.2)
2 Jo 2
ol
2(2Y) 0<ux<t,
k(x,t) = t(22_$)
Lo t<az<l.

Solution : L’équation intégrale linéaire (2.2) est de Fredholm non homogéne de para-

11



N 2
metre A = . On a

2 2

2

- U

7;/01k(x,t)u(t)dt = g{/omk(:c,t)u(t)dwr/: k(z, t)u(t)dt

|
t)dt}

75{(2;@ /Owtu@dH§L1<2_t)u(t)dt},

T
2

T x
—/ xtsm( >dt—sm< >—.
2 2

Exemple 8. En utilisant [’intégration par partie, on a

/le(e”—l)dt:ex—x—l,

donc u(t) =1 est la solution de ’équation intégrale suivante :

en prenant u(x) = sin ( ) et intégrant par partie, on obtient

u(z) =e* —x — /01 x (e“t - 1) u(z)dt.

Exercice 4. Vérifier si les fonctions données sont solutions des équations intégrales

suivantes :
1

1) u(z) =e", u(z) + )\/ sin (xt) u(t)dt = 1.

0
2) u(z) = cos(z), u(zx) + )\/ﬂ 22+ t) cos (t) u(t)dt = sin(x).
3) u(x) = xe ¥, )+ )\/ —(@tt)y, =(x—1)"
4) u(z) =1, u(z —l—)\/ xtu(t)dt = 1.
5 ule) = eV —wwwA/ et (t)dt,
6) u(z) = sin(z), )+ / x —tu(t)dt =z

7 u(z) =3, /0 (& — 0)2u(t)dt = 2°.

8)  ulx) =3 KV@—mmwzﬁB
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2.1. RELATION ENTRE LES PROBLEME AUX LIMITES ET LES EQUATIONS INTEGRALES DE
FREDHOLM

2.1 Relation entre les probléeme aux limites et les

équations intégrales de Fredholm

Dans cette section, nous présentons comment un probléme aux limites (PL) peut
étre converti en une équation intégrale de Fredholm équivalente et inversement. Au

cours de ce processus, nous aurons besoin de la relation suivante
/ / t)dtdz = / (x — ) f(t)dt. (2.3)

2.1.1 Conversion du probleme aux limites en équation inté-
grale de Fredholm

Le but de la conversion d’un probleme aux limites en une équation intégrale est
d’écrit a la fois I’équation différentielle et les conditions aux limites dans une seule
équation.

Nous montrons cette méthode avec illustration.

Considérons 'EDO du second ordre avec des conditions aux limites :

y'(x) + B(x)y'(x) + Cla)y(z) = f(x), =< (a,b),

(2.4)
y(a) =a, y(b) = B,
ou « et (§ sont des constantes, a, b et f sont des fonctions données.
Faisons le changement suivant
y'(z) = u(x), Va € [a,b]. (2.5)

En intégrant les deux cotés de 1'équation (2.5) sur (a,x), on obtient

v (x) =19y (a) + /j u(t)dt. (2.6)

Notez que y/(a) est une constante inconnue. En intégrant les deux cotés de I'équation

(2.6) sur (a,x) en tenant compte la premiere condition au limite et 'identité (2.3), on

y(a +/ dt+/ /azu(t)dtdz

=a+ (x—a)y(a) + (x — t)u(t)dt. (2.7)

a

trouve

Pour déterminer la constante inconnue y'(a), en utilisant la deuxiéme condition au

13



2.1. RELATION ENTRE LES PROBLEME AUX LIMITES ET LES EQUATIONS INTEGRALES DE
FREDHOLM

limite et en prenant x = b dans I’équation (2.7), on obtient

ymoziij—bia[@—wmww (2.8)
Par conséquent
J(x) = i::—biw[w_omwﬁ+aﬂmmt (2.9)
= [ [
et
y(z) = i:a@— *‘%:ZX[“ Du(t)de+ [ (o= tyue)ds
_ 5_%x @+L“x1fz_@<wﬁ
+/ D=, (2.10)

En substituant les relations (2.5), (2.9) et (2.10) dans ’équation (2.4), on obtient

@+L%@@mmﬁ_¢@, (2.11)
ou g(t) = f(x) — i:SB(x) —aC(x) — i::(m —a)C(z) et le noyau k est donne par

(x =b)(t —a)C(x) + (t — a)B(x)

b ) a<t<uz,
k(x,t) = B B G B
@-at-HCE)+¢-B@)
b—a
Exemple 9. Considérons le probleme aux limites suivant
y'(@) + 9 (x) + y(x) = cos(x),  y(0) =y(1) =0. (2.12)

on pose y"(x) = u(x) et en intégrant les deux cotés sur (0,x), on obtient

:’®+A%®ﬁ. (2.13)

Encore une fois, en intégrant les deux c6tés sur (0, x), on trouve

y(r) = y(0)+/0$ y'(0 dt+/ / t)dtdz

= xy'(0) —I—/Ox (x — t)u(t)dt. (2.14)

14



2.1. RELATION ENTRE LES PROBLEME AUX LIMITES ET LES EQUATIONS INTEGRALES DE
FREDHOLM

Pour déterminer la valeur de l'inconnue ¢/(0), en prenant x = 1 dans 1’équation (2.7),

on obtient ,
Y (0) = — /0 (1 — t)u(t)dt. (2.15)

Cela nous donne

y(@) = — /01(1—t)u(t)dt+ w(t)dt (2.16)

et
y(z) = -z /01<1 ~ ()t + [ (o= tu(t)ds
-/ 21— Hu(t)dt + [t = utoyar (2.17)
En combinant les relations (2.12), (2.16) et (2.12), on arrive a
ulx) + / ' (e, u(t)dt = cos(a),

ou le noyau k est donne par

o) — {m 1)+, 0<t
zx(1—=t)+(1—-1t), =<t

IN
IN

','U?
1.

IN

Exercice 5. Convertissez chacun des problemes aux limites suivants en une équation

intégrale de Fredholm équivalente :

a)  Y'(x)+yx)=1,  y(0)=0, y(1)=0

b)  y'(z)+2y(x) ==,  y(0)=0, y(1)=0.

¢)  y'(z)+ay(x) =2,  y(0)=0, y(1)=0.

d)  y'(x)+y(x) +ay(x) =1,  y(0)=0, y(1)=0
e) y'(zx)+ay(zx)+aty(z) =1,  y(0)=0, y(1)=0
)y +3y (@) +2y(x) =z,  y(0)=0, y(1)=1
9)  y'(x) +cos(x)y(x) =sin(z),  y(0)=0, y(1)=0
h)  y'(x)=f(z), y0)=qa, y(1)=4

I yY'(@)=g(x,y@), y0)=a, y(1)=4

15



2.1. RELATION ENTRE LES PROBLEME AUX LIMITES ET LES EQUATIONS INTEGRALES DE
FREDHOLM

2.1.2 Conversion de I’équation intégrale de Fredholm en Pro-

bléeme aux limites

Dans cette partie, nous présenterons une technique qui permet de convertir I’'équa-
tion intégrale de Fredholm en un probléme aux limites (PL) équivalentes. Nous exa-

minerons deux types de problémes :

Type I

Considérons 1’équation intégrale de Fredholm donnée par

ute) — | Uk u(t)dt = f(z), (2.18)

ou f(x) est une fonction donnée, et le noyau k(x,t) est donné par

t(l—2x)g(x), si0<t <,
bo, 1) = {179 (2.19)
z(1—t)g(x), six <t<l.
Pour des raisons de simplicité, nous pouvons considérer g(x) = X ou A est

constant. Dans ce cas, I’équation (2.18) devient

u(z) = /\/OI t(1 — 2)u(t)dt + A/; 2(1 — Du(t)dt + f(z)
= A1) [ tult)de + A /961(1 D)t + f(x), (2.20)
En dérivant les deux cotés de (2.20), en utilisant la régle de Leibniz, nous obtenons
d(z) = (1 —z)u(z) — A /O tu(t)dt
a1 — 2)ulz) + A/:(l — Hult)dt + f()
= [ru(eyar + )\/:(1 — ult)dt + f(x). (2.21)

Pour se débarrasser du signe intégrale, en dérivant a nouveau les deux cotés de

(2.21) par rapport a z, on trouve
u'(z) = f'(x) — Meu(z) — M1 — 2)u(z), (2.22)
ce qui nous donne 'équation différentielle ordinaire :
u'(z) + Mu(x) = f(x). (2.23)

Les conditions aux limites associées peuvent étre obtenues en remplagant z = 0
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2.1. RELATION ENTRE LES PROBLEME AUX LIMITES ET LES EQUATIONS INTEGRALES DE
FREDHOLM

et = 1 dans (2.20), on obtient

w(0) = f(0),  u(1) = f(1). (2.24)

Une combinaison de (2.23) et (2.24) nous donne un probléme aux limites équi-
valent & I’équation de Fredholm (2.18).

Si g(z) n’est pas constante, nous pouvons procéder d'une maniére similaire a la

discussion présentée ci-dessus pour obtenir le probléeme aux limites équivalent.

Exemple 10. Soit [’équation intégrale de Fredholm

1
ulz) — / Kz, tu(t)dt = 1, (2.25)
0
ot le noyau k(x,t) est donné par

t(l —x), si0<t<uw,
k(z,t) = (2.26)
xz(1—1), siz<t<l1.

L’équation intégrale de Fredholm (2.25) peut étre réécrite sous la forme
T 1
(@) = (1 - :13)/ tu(t)dt—l—x/ (1= tyu(t)dt + 1, (2.27)
0 T
Dériver (2.27) deux fois par rapport a x, on obtient

()=~ [Ceutoyis + | (1= tyut)dt (2.28)

et
u"(x) = —u(x). (2.29)

Les conditions aux limites associées sont données par
u(0) =u(l) =1, (2.30)

obtenu en remplagant x =0 et x =1 dans (2.27).

Exemple 11. Soit [’équation intégrale de Fredholm

u(e) = | ke, Hyu(t)dt = sin(rz), (2.31)

17



2.1. RELATION ENTRE LES PROBLEME AUX LIMITES ET LES EQUATIONS INTEGRALES DE
FREDHOLM

ot le noyau k(z,t) est de la forme

t(l1 —x), si0<t<u,
k(x,t) = (2.32)
(1 —1t), siz <t<1.

L’équation intégrale de Fredholm (2.31) peut étre réécrite sous la forme
T 1
u(@) = 7(1 — z) / tu(t)dt + / (1 — t)u(t)dt + sin(rz), (2.33)
0 T

Dériver (2.33) deux fois par rapport d z, on obtient

T 1

i (x) = -7 /O tu(t)dt + / (1 — t)u(t)dt + 7 cos(rz) (2.34)

et
u'(z) = —mu(x) — 7 sin(rx). (2.35)

Les conditions aux limites associées sont données par
u(0) =u(1) =0, (2.36)
obtenu en remplacant v =0 et x = 1 dans (2.33).

Type 11

Considérons 1’équation intégrale de Fredholm donnée par

1
u(w) — / k(z, u(t)dt = f(z), (2.37)
0
ou f(x) est une fonction donnée, et le noyau k(x,t) est de la forme

k(o) tg(x), si0<t<u, (2.38)
x,t) = )
zg(x), stz <t<l.

En utilisant une technique similaire a la discussion présentée dans le type I afin
d’obtenir un probléme aux limites. Pour des raisons de simplicité, nous pouvons
considérer g(z) = A ot A est constant. Dans ce cas, I’équation (2.37) devient

1

xT

u(z) = A /0 tu(t)dt + A / u(t)dt + f(z). (2.39)
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2.1. RELATION ENTRE LES PROBLEME AUX LIMITES ET LES EQUATIONS INTEGRALES DE
FREDHOLM

En dérivant les deux cotés de (2.39), en utilisant la régle de Leibniz, nous obtenons

- )\/ tdt + f'(). (2.40)

Encore une fois, en dérivant les deux cotés de (2.40) par rapport a z, on trouver

I’équation différentielle ordinaire :

u'(z) + Mu(x) = f(x). (2.41)

Notez que la condition au limite u(1) dans ce cas ne peut pas étre obtenue a
partir de (2.39). Donc, les conditions aux limites associées peuvent étre obtenues

en remplacant © = 0 et x = 1 dans (2.39) et (2.40) respectivement, on obtient

u(0) = f(0), /(1) = f(1). (2.42)

Une combinaison de (2.41) et (2.42) nous donne un probléeme aux limites équi-
valent & I’équation de Fredholm (2.37).

Si g(z) n’est pas constante, nous pouvons procéder d'une maniére similaire a la

discussion présentée ci-dessus pour obtenir le probleme aux limites équivalent.

Exemple 12. Soit [’équation intégrale de Fredholm

1
ulz) — / Kz, tu(t)dt = 1, (2.43)
0
ot le noyau k(x,t) est donné par

k(1) t, si0<t<u, (2.44)
x,t) = )
z, six <t<l.

L’équation intégrale de Fredholm (2.43) peut étre réécrite sous la forme
T 1
u(z) = / tu(t)dt + / w(t)dt + 1, (2.45)
0 T
Dériver (2.45) deux fois par rapport a x, on obtient

(e = | (bt (2.46)

et
u"(x) = —u(x). (2.47)
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2.1. RELATION ENTRE LES PROBLEME AUX LIMITES ET LES EQUATIONS INTEGRALES DE
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Les conditions aux limites associées sont données par
u(0) =1, u(l) =0, (2.48)

obtenu en remplacant v = 0 et * = 1 dans (2.45) et (2.46) respectivement.

Rappelons que la condition au limite u(1) ne peut pas étre détermine dans ce cas.

Exemple 13. Soit [’équation intégrale de Fredholm
1
(@) — 7 / k(x, )u(t)dt = sin(rz), (2.49)
0
ot le noyau k(x,t) est donné par

k(1) t, si0<t<u, (2.50)
x,t) = )
z, six <t<lI.

L’équation intégrale de Fredholm (2.49) peut étre réécrite sous la forme

1

u(z) = W/I tu(t)dt + 7ra:/ u(t)dt + sin(mx), (2.51)
0 T
Dériver (2.51) deux fois par rapport d x, on obtient
1
u'(z) = 7r/ u(t)dt + 7 cos(mx) (2.52)

et

u"(z) = —ru(x) — 7 sin(rx). (2.53)

Les conditions aux limites associées sont données par
u(0) =0, u(l) = —1. (2.54)
Exercice 6. Convertir [’équation intégrale de Fredholm :
ulz) — /0 "k, u()dt = f(z), (2.55)
ot le noyau k(x,t) est donné par

M(1 — x), si0<t<u,
k(z,t) = (2.56)
Az(l —t), six <t <1,

20



2.2. THEOREMES D’EXISTENCE ET D’UNICITE

a un probleme aux limites équivalent dans les cas suivants

a) flz) = 3, A=T.
b) flx) = e”, A=2.
c) f(z) = cos(mx), A =72
d) flz)=  In(l+=z), A=05.
e) flx) = sin(z), A=1.

Exercice 7. Méme question que [’exercice précédent, mais avec le changement du noyau
(2.56) par le noyau

M, si0<t<u,
k(x,t) = (2.57)
Az, six <t<I1.

2.2 Théorémes d’existence et d’unicité

Définition 6. Soit T' un opérateur d’un espace de Banach E dans lui méme, T est

une contraction, s’il existe une constante k €]0, 1] telle que, pour tout x, y € E, on a
1T (z) =Tl < kllz—yll.

Théoréme 3 (Théoreme du point fixe de Banach). Soit T' une application dans un
espace de Banach E tel que TP est une contraction dans E pour quelque entier positive

p. Alors T admet un unique point fize.

Théoréme 4 (Théoreme du point fixe). Soit F' un sous-ensemble fermé dans un espace

de Banach et soit T': ' — F' une application contractante, alors
a. L’équation Tx = x, a une solution unique.

b. La solution unique x peut étre obtenir comme la limite de la suite (x,) de F' définie
par Tpy1 = Txy,n=1,2,--- ou xy est un arbitraire de F,
r = lim T"x.

n—oo

Théoréme 5. Soit [’équation suivante

b
(@) = f(z) + A / ez, t)u(t)dt (2.58)
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2.2. THEOREMES D’EXISTENCE ET D’UNICITE

si le noyau k est continu sur [a,b] x [a,b], f € L*([a,b]), et |]\|B < 1, ou

B= \//b /ab k(1) |2dadt

Alors Uéquation (2.58) admet une solution unique u € L*([a,b]).

Démonstration. On considere I’équation
b
(Tw)(z) = f(z) + A / (x, )u(t)dt, (2.59)

puisque f € L([a,b)), Tu € L*([a,b]) si [ k(z,t)u(t)dt € L*([a,b]). En utilisant I'in-
égalité de Cauchy-Schwartz, donc

< /ab Ik, £yu(t)|dt

S (/ab\/f(amt)\%lt)é (/ab!u(t)|2dt>é.
/abk(:c,t)u(t)dtrdx < /: (/b |k(a:,t)|2dt> (/b yu(t>y2dt> "

b rb b
g/ / \k(:c,t)\2dtd:c/ (1) 2dt

/ b, Du(t)dt

Alors

/

et comme - )
/ / k(1) 2dtdz < oo, et / lu(t)2dt < .
Alors I'équation (2.59) est satisfaisante et T de L?*([a,b]) dans lui-méme. Notons que
la démonstration ci-dessous est également que 'opérateur défini par
b
(Au)(z) = / k(e Ou(t)dt

a

est borné, donc par le théoreme du point fixe I’équation T'u = u admet une solution

unique, pour [A\|B < 1 ]

Lemme 1. Soient X etY deux espaces compacts. L’ensemble des fonctions continues

de X versY muni de la norme uniforme est complet.

Théoréme 6. Soit K : [a,b] X [a,b] — R et f : [a,b] — R, deux fonctions continues.

Alors si \ est suffisamment petit, I’équation

b
(@) — A / Kz, Hu(t)dt = f(z) (2.60)
admet une unique solution qui sera de plus continue sur [a,b].
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Démonstration. Nous considérons 'ensemble F' des fonctions continues [a, b] — [a, b],
muni de la norme uniforme, donc le lemme 1 implique que F' est complet. Nous consi-

dérons I'application ¢ : F' — F' donnée par

$(u)(z) = f(z) + A / ke, u(t)dt

Nous montrons que ¢P, est une application contractante pour un certain p. Pour tout

x € [a, b, nous avons

Jot0) = 00l < ]| [ bt 0futt) - o0

F

< [ vt Olut) — (0]
< ¥l o = 8l 1w = ol

ou ||k||m = Supx,te[a,b] |]€(J?, t)|
Si A est assez petit, et si p est assez grand, ’application ¢P, est donc une contraction.

Elle posséde donc un unique point fixe, qui est la solution de I’équation (2.60). O

Exercice 8. Montrer que ’équation intégrale

s1n.r—t
—1 )\/ 0<z <1, 2.61
+ 1+u2 =T ( )

admet une solution unique continue sur [0, 1].

Exercice 9. Montrer que [’équation intégrale
1
u(x) = / e " cos(u(t)/m)dt, 0<x<1, (2.62)
0

admet une solution unique.

Théoréme 7 ([0]). (Théoréme d’alternative de Fredholm) Si I’équation intégrale ho-

mogene de Fredholm

b
z) = A / k(x, )u(t)dt, (2.63)
possede seulement la solution triviale u(x) = 0. Alors, l’équation non homogéne de
Fredholm correspondante
b
(@) = f(z) + A / k(z, tyu(t)dt, (2.64)

possede toujours une unique solution.
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Exemple 14. L’équation
1
u(z) = f(x) + >\/ xtu(t)dt, (2.65)
0

a une seule solution pour A\ # 2 . Et pour A = 2, l’équation (2.65) n’admet aucune
solution si f(x) = 1, mais elle posséde une infinité de solutions si f(z) = (x — 1/2)3.
En effet,

u(z) = f(x)+ )\/01 xtu(t)dt

= J@)+ e ()t
= f(x)+ Aex, (2.66)

ot ¢ = [y tu(t)dt. Substituant I’équation (2.66) dans (2.65), on trouve

(1—A/2)c = /01 LF(t)dt

on a prouvé le résultat.

Exercice 10. Discuter selon les valeurs de A ’existence des solutions pour les équations

non homogénes correspondantes auxr équations homogenes suivantes

1. — / cos @ sin tu(t)d.
2. )\ / wu(t

3, (@) = A /0 tu(t)dt

3. u(e) =2 [ Lttt

L u(e) =2 [ Ceetult)dt

5. u(x):/\/olutdt
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CHAPITRE 3

METHODES ELEMENTAIRES

3.1 La méthode de calcul direct

Dans cette section, nous allons voir une classe d’équations intégrales de Fredholm
qui peuvent généralement étre résolues par la méthode de calcul direct ou dont la

résolution se rameéne a celle de systeme algébrique linéaire.

3.1.1 Cas de réduction a une équation algébrique

Il existe des noyaux spéciaux dans les équations intégrales de Fredholm qui peuvent
étre résolus par un calcul direct. Ces noyaux K (z,t) sont séparables de sorte qu’ils

peuvent étre exprimés comme

k(x,t) = a(x)p(t). (3.1)
En conséquence, ’équation de Fredholm de deuxieme espece peut s’écrire :
u(z) :f@ﬂml%@@mmu (3.2)
- ﬂ@+AM@L%ammﬁ.

L’intégrale définie donnée dans 'équation (3.2) est constante, donc on peut mettre

CZL%@wmm (3.3)
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ou ¢ est une constante inconnue qui doit étre déterminée. Il s’ensuit que ’équation
(3.2) devient
u(z) = f(x) + Aea(x). (3.4)

Comme derniere étape, en substituant la relation (3.4) dans (3.3) pour déterminer c.
Cette étape n’est pas toujours aussi simple, dans des équations intégrales non linéaires,
la détermination de la constante ¢ conduit souvent a la résolution d’une équation

algébrique tres compliquée (voir I'exemple 16).

Exemple 15. Considérons [’équation intégrale linéaire de Fredholm

On a

ot ¢ = [y u(t)dt.
En substituant I’équation (3.6) dans (3.5), on obtient

(1-Ne=1, (3.7)

donc, si X = 1 est une valeur propre de l’équation (3.5), ou bien l'équation n’admet
aucune solution ou bien [’équation a un nombre infini de solutions.

Si A # 1 l’équation (3.6) admet une solution unique :

Exemple 16. Considérons I’équation intégrale non linéaire de Fredholm

u(z) = e + /01 e“u™(t)dt, n>2. (3.8)

Donc, la solution de cette équation est donnée par

u(z) = &+A%w@ﬁ
= (1+c¢)e”, (3.9)

ot ¢ = [y u™(t)dt. Pour déterminer la valeur de c, en substituant I’équation (3.9) dans
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(3.8), on obtient I’équation a résoudre

c=(1+0" <€n_1>. (3.10)

n

Exercice 11. Par la méthode de calcul direct, résoudre les équations intégrales de

Fredholm suivantes :

1
1) u(x) =e" + )\/ e“u(t)dt.
0
27
2) u(z) = cosx + )\/ e’ sin tu(t)dt.
0
. 1
3) u(z) = " + )\/ "t (t)dt.
0
Ig 7'1'/2
4) ulz) =142+ =+ )\/ sin® tu(t)dt.
3! 0
2
5) u(z) = 2% — )\/ w2 tu(t)dt.
0
6) u(z) = lnz® + X /e In tu(t)dt.
1

3.1.2 Cas de réduction a un systeme d’équations algébriques

Soit k(x,t) un noyau séparable :

k(z,t) = iai(x)ﬁi(t), (3.11)

ou les fonctions oy (z), -+, a,(x) et les fonctions [1(t),--- ,5,(t) sont linéairement

indépendants. Avec un tel noyau, ’équation intégrale de Fredholm du second type

b
u(@) = f(z) + A / k(x, )u(t)dt, (3.12)

devient

n

w(@) = flz)+ A /bZai(x)ﬁi(t)u(t)dt

@ =1

- f(a:)+)\iai(x) /ab@(t)u(t)dt. (3.13)

Evidemment, la technique de résolution de cette équation dépend fondamentalement
du choix du parametre A et de la définition de

ci:/bﬁi(t)u(t)dt, i=1,-,n. (3.14)
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Les quantités ¢; sont des constantes, bien qu’elles ne soient pas encore connues. En
substituant (3.14) dans (3.13), on trouve

u(z) = f(x) + A Zn: cioy(T), (3.15)

i=1

la résolution de I'équation (3.12) se réduit a déterminer les constantes ¢; a partir du
systeme (3.24). Pour cela, en multipliant les deux c6tés de I'équation (3.24) par f; et

intégrant sur [a, b], nous trouvons

b b n b
/ B;(z)u(z)da = / Bi(@) f(@)dz + A ¢ / B;(z)i(z)dw. (3.16)
a a i=1 a
Pour réduire I’écriture, en utilisant les notations suivantes

b b
/a Bi(z) f(z)dx = f;, /a Bj(x)o(x)dr = aji, (3.17)

En combinant (3.14), (3.16) et (3.17), on arrive a
¢j =AY caji = f, J=1--n, (3.18)
i=1

C’est un systeme linéaire de n équations algébriques linéaires des inconnues ¢;, peut

aussi s’écrire sous la forme matricielle suivante
(I =XA)c=f, (3.19)

ou I est la matrice identité d’ordre n, A = (a;i)1<ij<n €St une matrice carrée, ¢ =
(c1,¢9,-++ ,cn)T et f = (f1, fa, -+, fu)T sont des matrice colonnes. Le déterminant

D()) du systeme algébrique (3.19) est donné par

1-— )\all —)\alg tee —)\aln
—Aa 1—Xa cee = Aagy,
D(/\) _ 21 . 22 2
—)\anl —)\Clng B )\ann

C’est un polynome en A de degré au plus n. Il a également un réle important dans
'existence de la solution du systeme (3.19), ainsi que ’équation intégrale concernée.
En d’autres termes, si D(A) = 0 le systeme (3.19) n’a pas de solution ou bien a une
infinité des solution. Dans ce cas, \;,i = 1,--- ,n sont des valeurs propres du systeme

(3.19), ce sont aussi les valeurs propres de 1’équation intégrale (3.12). Et si D(\) # 0 le
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systéme (3.19) a un unique solution ¢, qui est obtenu a partir des formules de Cramer :

I—Xay -+ _>\a1(i71) fi _)\al(iJrl) T — A1y,
1 —Aag; - —)\02(1—1) fa —)\G2(i+1) T gy
= —— . (3.20
“T DO . (3.20)
_)‘anl toe _)\an(i—l) fn )\an(i-‘rl) e 1= )‘ann
pour tout : =1,--- ,n.

Apres avoir substitué les valeurs ¢; dans 1’équation (3.15), nous avons résolu I’équa-
tion intégrale (3.24).

Exemple 17. Soit I’équation intégrale

1
u(r) =x+ )\/ (2%t + t*x)u(t)dt. (3.21)
—1
On a
1 1
u(z) = x+)\x2/ tu(t)dt+>\a:/ t2u(t)dt
-1 -1
= 4+ \2Cy 4 \xChy,
ot . .
C) = / tu(t)dt, Cy = / t2u(t)dt.
-1 -1
On pose

k(x,t) = 2%t + t?x = iai(x)ﬁi(t),

i=1
ot o (x) = 2%, ag(x) =z, Bi(t) =1 et Bao(t) = t2.

En utilisant les notations (3.17), on obtient

1
ap = [~ 23dx =0, Q99 = 3dr =

[\
AN

2
_rl _2 _ _ 4 _
a1 = [Jyx%dr = -, a9 = zidx = =

fi= 1 2%de =

Wl o

1
, f2:/ 23dx = 0.

Aprés avoir inséré ces valeurs dans le systéme (3.19), on obtient le systéme d’équations

algébriques suivant

Il
—
O wiy
N~~~ —
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alors, la solution de ce systeme est

3 2)\? 3 2)\?
Ci=1/(z — — Cy =2\/(5(= — —)).
Et A= @ et A = @ sont les valeurs propres de l’équation (3.21), dans ce cas, nous

n’avons pas de solution.
Si N # @ et A # @ I’équation (3.21) admet une solution unique :

() A2 N 2Nz
u(z) = . —.
A RS

Exemple 18. Soit I’équation intégrale

u(r) =x+ A /7r (z cost + t*sinx + cos z sin t)u(t)dt. (3.22)

Similaire a 'ezemple (17), on a

s ™

u(t)tdt + )\cosx/ u(t) sin tdt

—Tr

u(z) = :L'—i—)\ﬁc/7T u(t)costdt—i—)\sinx/

—T —T

= x4+ AxCq + AsinxCs + Acos (3,

ot

C = /7r u(t) costdt, Cy = /Tr

—T -7

u(t)t?dt, Cy = /W u(t) sin tdt

—T

et vérifient le systéme suivant

1 0 — AT Cl 0
0 1 4\ Cy | = 0 1,
2\t =t 1 Cs 27

la seule solution de ce systéme est

272\ —8m2\ 272

Cp = ——" -2 _ oA _ T
P 2w TP T T or2a2’ T 1 4 on2)2

On obtient la solution de l’équation intégrale suivante

Atx — 4 wsinx + Acosz

_ 2
u(z) = x + 27\ e

Exercice 12. Par la méthode de calcul direct, résoudre les équations intégrales de
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Fredholm suivantes :
1) wu(x)=cosz+ A /07r cos(x + t)u(t)dt.
2)  wu(z) =coshx+ A /Ol(tex + ze' + e"e’)u(t)dt.
) w(z)=1+A /2 “ n(te” — eyu(t)dt
4)  wu(x) =sin’z + A /{J%(x cost + x?sint + t)u(t)dt.
5 u(e) =+ A [ (@t o)t

6) u(z)=cosx+ A /07r sin(x + t)u(t)dt.

3.1.3 Cas particuliére (Construction de la résolvante)

Lorsque l'expression du second membre f n’est pas donnée dans I’équation (3.11).
Selon les regles bien connues de la théorie des déterminants, ¢;,i = 1,--- ,n se déduit

de la relation (3.20) comme suit
- 1 zn:(_l)jflM,.f. i=1--.n (3.23)
() D()\) j:1 VAZ R ’ Y

ou f; = f; Bi(x) f(x)dx et

1 —Aay -+ —Aay(i-1) —Aay(it1) T —Aai,
—Aag; T _>\a2(i—1) _)\a2(i+1) ce Aagy
Mji =] =Aag-n1 -+ =AaG-ni-1) —AAG-n@Er) o —AAG-n
=AMt o TAAGEN G- TAAGED @) AdGn
—)\anl cee —/\an(i_l) )\an(i—i-l) Ce 1-— )\Gﬂrm

Nous substituons ces valeurs de ¢; dans la relation (3.24), la solution peut étre trouvée

par la formule .
(@) = f(z) + A / R(z,t, \) f(t)dt, (3.24)

ou la fonction

s’appelle la résolvante.
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Exemple 19. Considéré ’équation intégrale linéaire de Fredholm

u(@) = f(z) + A /0 Lty

w(@) = flz)+ A /0 Lutydt
= f(z)+ Ae

ot ¢ = [y u(t)dt.
En substituant l’équation (3.61) dans (3.25), on obtient

(1—\e= /01 F(t)dt.

Donc, si X\ # 1 Uéquation (3.25) admet comme solution unique :

L)
u(z) = f(x) + A ; ﬁdt.

La résolvante de ’équation (3.25) est donnée par

1

Exemple 20. Soit I’équation intégrale

u(x) = f(z) + A /_ 11(1;225 + 22)u(t)dt.

u(z) = f(z)+ \? /11 tu(t)dt + \x /11 t2u(t)dt

= f(x) + \22C) + \xCy,

ot Oy = [* tu(t)dt et Cy = [, t2u(t)dt.
On pose ai(z) = 22, ag(z) =z, fi(t) =1t et fo(t) = 12
En utilisant les notations (3.17), on obtient

1
1
ay = [-,x3dx =0, Aoy = /1 23dx =0,

Ay = fil x2dr =

[GVIN )

, a9 = 1 zidr = 2,
-1 5
fo=[1 ()t L=/ At
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Aprés avoir inséré ces valeurs dans le systéme (3.19), on obtient le systéme d’équations
1 —? Cl _ fl
-2 1 Co fa )’

L+ Bh 4 B

algébriques suivant

on trouve que

Cr = = [ 3 f(t)dt
S EESY _11—%)\2f<) ’
fa+ 2)\f1 LR 2y
- — [ 35 f(t)dt.
2= 1-£x2 /_11—145A2f<>

Pour tout \ # @ et A\ # @ Iéquation (3.21) admet comme solution unique :

2>\t t2+2>\t
o) = 10y r [ (T e ) Fo

La résolvante de ’équation (3.28) est donnée par

2+ 2 2 %+ 2

R(z,t,\) = 1_£)\2 +1_i)\2

Exemple 21. Soit I’équation intégrale
u(z) = fx) + >\/ (z cost + t*sinx + cos x sin t)u(t)dt. (3.29)
Similaire a 'ezemple (17), on a

u(z) = flx)+ M\ /Tr u(t) costdt + )\sinas/7T u(t)t*dt + )\cos:B/7T u(t) sin tdt

—T —T —T

= f(z) + A\xC) + AsinzCy + A cos 2Cs, (3.30)

o

™

C, = /7T u(t) costdt, Cy = /_7r u(t)t*dt, Cs :/ u(t) sin tdt,

—T —T

et vérifient le systeme suivant

1 0 =7 (& fi
0 1 4)\71' CQ - f2 )
=2\ =T 1 Cs f3

o

o :/7r f(t) costdt, Cy :/_7r f)tdt, Cs :/Tr f(t)sintdt.

—Tr —Tr
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Par conséquent, la solution correspondant au systeme algébrique est

o - (L+47X) fi + TN fo+TAfs /7r (1 +47X?) cost + TA% 2 + wA Sintf(t)dt
b 1+ 272 )2 s 1+ 2712 )\2 ’
o ST2N2fy — (1 — 212N2) fy + 4T\ fs
2 1+ 2m2)2
™ 8m2A\2cost — (1 — 2m2 A%t + dn A sint
- /_W 14 2722 fBt,
2TNf1 + TAfa + f3 ™ 2mrAcost + wAt? + sint
Cs 1421232 /_7r 14 222 J(B)dt.

En substituant ces valeurs dans ’équation (3.30), on obtient

u(@) = @)+ A [ Rzt \) f()dt,

—Tr

ot
Riz.t.)) [(1+47)?) cost + TA*? + TAsint] x N 2w cost + wAE? + sint o
x = 0S T
o 1+ 2m2)\2 1+ 2m2)\2
+87r2)\2 cost — (1 — 2% A\?)t? + 4w Asint |
sin z.
1+ 2m2)2

Exercice 13. Trouver la résolvant des équations intégrales suivantes
1) wz) = fz) + A /0 " cos(x + tyu(t)dt.
2 u(z) = f(z) + A /0 (16" + zet + eetYult)dt.
3)  u(z) = fz)+ A /2 “n(te” — e*yu(t)dt
4)  u(x) = f(z)+ A /O%(x cost + x”sint + t)u(t)dt.
5  wu(z) = f(z)+ A/le(x Int + tInz)u(t)dt.

6) u(z)=flx)+ A /0 " sin(x + tu(t)dt.

3.2 Noyaux itérés

3.2.1 Séries de Neumann

Soit I’équation d’opérateur du second espece suivante :

u—Au=f, (3.31)
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ou A est un opérateur intégral linéaire. L’existence et 'unicité de la solution de I'équa-
tion (3.31) peut étre établi par la série de Neumann a condition que A soit une contrac-
tion, i.e., ||A]] < 1.

Théoreme 8. Soit A un opérateur linéaire borné d’un espace de Banach E dans lui
méme, avec ||A]| < 1. Alors I — A admet un inverse borné sur E qui est donné par la

série de Neumann .
= Z A" (3.32)
n=0
et satisfait

1

I—A) < ——.
I =471 < T

(3.33)

Démonstration. Comme || Al < 1, donc on a la convergence absolue

Z A < Z A" = || T (3.34)

Par conséquent, la série de Neumann converge et définit un opérateur linéaire borné

_yoa (3.35)

tel que
1

1Al

L’opérateur R est d’inverse I — A, comme on peut le voir a partir de

IR] < = (3.36)

(I —A)R=(I - A) lim_ Z A" = lim (I - ARy = 1 (3.37)

et
R(I — A) (k@m > A”) = lim (I - AR = (3.38)
car ||[AFY]| < || A]|Ft — 0, quand k — 0. O

3.2.2 Noyaux itérés

Les noyaux itérés nous donnent la solution de I’équation intégrale sous forme de
série en évaluant les intégrales simples.

Considérons 1’équation intégrale de Fredholm donnée par

“a / o Du(t)dt = F(x), (3.39)
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ou f(z) et k(z,t) sont des fonctions données carrés intégrables. Nous cherchons une

solution de I’équation (3.39) en utilisant I'itération suivante :

. b
{un+1($) - f(i) + A fa kJ(I, t)u”(t)dt’ (3.40)

uo(x) = f(x).

Si la suite u,, converge uniformément vers une limite u, alors cette limite est exactement
la solution que nous recherchons; selon le théoréme de point fixe (4). Pour analyser cette
convergence, examinons en détail la procédure itérative (3.40).

Les trois premiers itérations sont données par :

u(z) = f(x) + A /ab k(x,t)f(t)dt (3.41)

us(z) = f(x)+ A/b E(x,t)u (t)dt (3.42)

_ +>\/ (2,1)f dt+)\2/ (/jk(:v,t)k(t,z)dt)f(z)dz
—ka(z,t)

= +A/ (z,t)f dt+A2/ ko(z,t) f(t)dt
- ul(:v)—l—)\z/a koo (2, £) £ (£)dt

et
ug(z) = f(x)+ /\/bk(as,t)ug(t)dt (3.43)

_ +)\/ (z,1)f dt+)\2/ (/jk(z,t)k(t,z)dt)f(z)dz

=ko (Ct,t)

+ 23 /ab (/ab k(x,t)ks(t, z)dt)f(z)dz
=k (1)

_ +/\/ 2,0 f()dt + N2 /b oo (2, 8) f (1)t + NP /bks(:c,t)f@)dt

= ug(z) + N3 / ks(, ) f(£)dt.
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En poursuivant ce processus, nous arrivons a

un(z) = flz)+ A /abk(x,t)unl(t)dt (3.44)

= o (2) + A / ko (2, 1) £ (£)dt

a

— @)+ N[ ka5t
ou k;(z,t) est appelé le i-itme noyau itéré et exprimé par :

ki(x,t) = [P k(x, 2)ki_1 (2, )dz,

ki(z,t) = k(z,t), (3.45)

on a aussi ,

ki(z,t) = / ki(w, ki (2, 0)dz,  Vj=1,-i— 1. (3.46)
On fait tend n vers l'infini dans I’équation (3.44), on trouve ce qu’on appelle une série

de Neumann (voir la section 3.2.1) :

o) b

u() = lim u,(z) = f(x) + 3N / k() F (1)dt. (3.47)
i=1 a

Il ne reste plus qu’a déterminer les conditions permettant de réaliser cette convergence.

A cet effet, nous allons revenir a la somme partielle (3.44) et appliquer I'inégalité de

Cauchy-Schwarz ! au terme général de cette somme, on obtient

b _
| ka0 @)dt] < Bl £l (3.48)
ot || f]], est la norme de f dans L*(a,b) et
_ b )
B? = sup ki (z,t)|” dt. (3.49)

a<z<b/a

D’autre part, nous avons

2

ki, )7 = /abki_l(a:,z)k:(z,t)dz

b 2 b 2
< / (2, 2)| dz/ (2, 1)[2 dz,

L [P 1f@)g(@)lde < /7 17 (@) 2/ [ 1g(@) 2d.
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une intégration par rapport a t, donne
b ) _
[ Wttt < BB,
ou B? = ff ff |k(z, 7f)|2 dxzdt, par conséquent, on a la relation de récurrence
B; < B"'B,. (3.50)

Les inégalités (3.48) et (3.50), nous donne

[ kw070 < BBl (351)

Finalement on en déduit que le terme général de la somme partielle (3.44) est en valeur
absolue majoré par |A\['Bi'B, || f||,. Il s’ensuite que la série (3.47) converge plus vite
que la série géométrique de raison |A\|B. Autrement dit, la convergence uniforme de
cette série est assurée si

AlB < 1. (3.52)

Maintenant, nous allons prouver I'unicité de la limite, pour tout A satisfait (3.52).

Supposons que u(x) et ug(z) deux solutions différentes de 1’équation (3.39), c-a-d
b
w(@) = A [ ket (t)dt + f(2)
b
up(z) = A/ k(. Hus(t)dt + f(2).
En soustrayant ces deux équations, il en résulte I’équation intégrale homogene
b
(ur(z) —ug(zx)) = )\/ k(x,t)(uy(t) — uo(t))dt. (3.53)
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient
2 2 [ 25 " 2
fun() = wa (@) < NP [ VG )Pt [ Jus(8) — ()Pt
et en intégrant sur [a, b, on trouve

/ab s () — s () |2dz < m?/@b /ab |k(x,t)|2dtdx/ab i (1) — us(t)2dt,  (3.54)

alors ,
(1— |>\\QB2)/G lur (2) — s () 2dz < 0. (3.55)

Si en combinant la relation (3.52) et (3.55), on conclut ui(x) = us(x). Enfin, la preuve
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de la convergence de cette méthode est complete. Pour établir son exactitude, nous
devons estimer ’erreur commise. Cela revient a estimer le reste d’ordre n de la série

de Neumann (3.47) a partir de estimation (3.51) comme suite :

|En(x)‘ =

5 3 [ ki s

i=n-+1 a
A" BBy | £,
= 1—|\B

Enfin, on peut exprimer la résolvante mentionnée dans la section précédent, en termes
de noyaux itérés (3.45). En effet, en changeant 'ordre d’intégration et de sommation

dans la série de Neumann (3.47), on trouve

u(z) = /Zx Voo, ) F(8)dt + f(x)
- )\/ Rz, t, \) f(t)dt + f(x), (3.56)

ou
R(z,t,\) Z)\Z ki(z,t). (3.57)

Lemme 2. La résolvante R(x,t,\) si elle existe, elle est unique.

Démonstration. En substituant (3.45) dans (3.57), on trouve

R(z,t,\) = k(x,t)+i/\i‘1ki(x,t) (3.58)

=2

= k(x,t)+ i)x’lil /bk(a:, 2)ki_1(z,t)dz

i=2 a

= k(x,t) +)\/ sz)\Z 2ki1(z,t)dz
1=2

= k:(:v,t)+>\/ k(x,z)R(z,t,\)dz.

Maintenant, supposons que R;(z,t,\) et Ro(z,t, ) sont deux résolvantes de I’équation
(3.39), d’apres la formule (3.58), on a

b

Ri(x,t,)) = A/ Kz, 2) Ry (2,t, N)dz + k(z, 1),
b

Ro(z,t,)) = A/ k(x, 2) Ro (2, t, \)dz + k(z,1).

En soustrayant ces deux équations et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on
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obtient
b b
[Ra(,t,0) = ot )2 < A2 [ ke, 0P de [ Rt 0) = Rale, 1, ) P,
ensuite, en intégrant sur [a, b] X [a, b] par raporat a z et t, on trouve
b b
(1— |A|232)/ / Ry, 6, \) — Ro(x, £, \)[2dwdt < 0. (3.59)

De (3.52) et (3.59), on déduit Ry(z,t, A) = Ra(x,t, \). O

Théoréme 9. Pour chaque noyau k € L*([a,b] X [a,b]) correspond une unique résol-
vante R(x,t,\) donnée par (3.57), analytique en X\ et réguliere a l'intérieur de la boule
Al < 1/B. En outre, si f € L*([a,b]), alors la solution unique de ’équation (3.39)
donnée par (3.56) est valable dans la boule |\| < 1/B.

Exemple 22. Considéré ’équation intégrale linéaire de Fredholm
1
(@) =1+ A / u(t)dt. (3.60)
0
En suivant la méthode de cette sous section, on a k(x,t) =1, et

1
ki(x,t):/ dt=1,  i=1,2,3--. (3.61)
0

par conséquent,

i=1 -

Done, d’aprés le théoréme 9, l’équation (3.60) admet une solution unique sous la
condition |\| < 1/B =1, qui est

u(z) =1+ 01 1f£t>/\dt.

Remarque 3. La méthode des noyauz itérés assure l’existence de la solution sous la
condition (3.52). Mais dans l’exemple 19, contrairement a l'exemple 22, la solution est

existe aussi en dehors de la condition (3.52).

Exemple 23. Soit le noyau k(z,t) =x —t, 0 <ux,t <1,
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Le n—iéme noyau itéré k,(x,t) est le suivant

ki(xz,t) = x—t,
r—1 1
—at —

ko(n,t) — Aix—@u—wmz= . >
ks(x,t) = /Ol(x—z) (Z;t —zt—l) dz:—L_t,

3 12
ky(x,t) = —/O(x—z)(z_t>dz

Procédure de cette maniere, nous constatons que tous les noyaux itérés sont de la

forme
T 1)"%rl .
s g (x —1), n pair,
kn(z,t) = ~
) S (L_t—xt—l) n impair
12"z \ 2 37 '

Exemple 24. Soit I’équation intégrale
1
u@g:fug+x/’&4mwﬁ. (3.63)
0
Les noyauz itérates sont
ki(x,t) = e,

1
ko(x,t) = /Oe:”_zez_tdz:e”’_t,

1
kn(z,t) = /ew_zez_tdz:e”’_t
0
= kl(a:,t)

Par conséquent, pour tout |\| < 1 la résolvante est donnée par

'] x—t
R(z,t, ) = ky(z,t) SN = f R (3.64)
i=1 -
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3.2. NOYAUX ITERES

Exemple 25. Soit le noyau k(z,t) = sin(x —2t), 0 < z,t <27. On a

2
/ sin(x — 22) sin(z — 2t)dz
0

1 27
= 3 / [cos(x + 2t — 32) — cos(x — 2t — 2)] dz
0

1 1 2m
= = {— sin(x 4+ 2t — 3z) +sin(z — 2t — z)| =0.

21 3 0

Ainsi, dans ce cas, la résolvante est
R(z,t,\) = k(z,1), VA eR.

Exercice 14. Trouvez les noyauz itérés des noyaux suivants

1) k(x,t) =x —t, a=—-1,b=1

2) k(z,t)=sin(r—t), a=0,b=m/2.

3)  k(z,t)=¢€"sin(t), a=0,b=m.

4)  k(x,t) =e"cos(t), a=0,b=m.

5) k(xz,t) = xt, a=0,b=1.

6) k(x,t) = et a=0,b=m.

7) k(x,t) =coszxsin(t), a=0,b=m/2.

8) k(z,t) =e"sinh(t), a=-1,b=1.

9)  k(z,t) =@ 4=0b=1.
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CHAPITRE 4

EQUATIONS INTEGRALES SINGULIERES

Les équations intégrales singulieres sont celles dans lesquelles le domaine du noyau
est non borné ou le noyau a une singularité. Selon la nature du singulier, I’équation
intégrale singuliere peut étre classée en faiblement singuliere, fortement singuliere et

hypersinguliere.

4.1 Equations intégrales a noyau faiblement singu-
lier
Définition 7. Un noyau faiblement singulier est un noyau de la forme

h(z,t)

T =t

k(x,t) 0<a<l,

ou h est une fonction bornée sur [a,b)* et h(z,t) # 0.

Dans certains cas, le noyau n’est que faiblement singulier car la singularité peut étre
transformée par un changement de variable. Par exemple, I’équation intégrale d’Abel,

également, équation intégrale a noyau logarithmique singulier.

4.1.1 Equation intégrale d’Abel

Considérons 1'une des équations intégrales singulieres les plus simples, I'équation
intégrale d’Abel

fla) = / : (u(t)dt, (4.1)

ou a €]0,1].
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4.1. EQUATIONS INTEGRALES A NOYAU FAIBLEMENT SINGULIER

Commengons maintenant a résoudre ’équation (4.1). En multipliant le deux cotés

de I’équation (4.1) par le terme 1/(y — x)1 ™% et intégrant par rapport & x de a a y, on

obtient
Y f(x) Yy 1 z u(t)
/“ de - / ((y—:c)l—a/a (x—t)“dt> dx
= /ay (u(t) /t”” — x)1_1a(x — t)adt> dx. (4.2)

En utilisant le changement de variable

z:y_x:>dz:—dx,
y—t y—t
on trouve
I e = [ #7M(2) s = fla, 1~ a)
T = z —z z=0a,1 -«
t (y—x)l-o(x —t) 0 ’ ’

ou f(a, 1 — a) est la fonction béta eulérienne telle que f(«, 1 — ) = 7/sin ar (voir [,
pp. 11-13]). Donc, la relation (4.2) devient

/ay &dx S /ay u(t)dt.

(y —x)l-« sin ar

En dérivant ce résultat par rapport a y, on obtient

uly) = Sm:”jy [ [ S dx] |

Nous ne pouvons pas dérivée sous le signe intégral car cela conduit a une intégrale

divergente. Mais cela peut étre résolu par une intégration par parties

sinam d

uly) = =S+ [=2rr @) (4.3

omdiy

On peut maintenant dériver sous le signe intégral, en utilisant la regle de Leibniz. Ainsi,

la solution de ’équation intégrale (4.1) est donnée par

sinam d

u) = =L -0 )+ [T ] (@

Dans le cas d’une équation intégrale d’Abel de la forme suivante
b t
f@):/'(M>ﬁ. (4.5)

t—x)™
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4.1. EQUATIONS INTEGRALES A NOYAU FAIBLEMENT SINGULIER

En procédant de la méme maniere, la solution de I’équation intégrale (4.5) est donnée

par
sinam d b f(x
u(y) = — - [/ 7( )1adx] :
T dy |Jy (z—y)
Remarque 4. 1. Dans l’équation intégrale (4.1) (respectivement, I’équation (4.5)),

nous remarquons que st o = 0, alors I’équation n’est pas singuliere et la solution
peut étre trouvée en dérivant les deux cotés de l'équation (4.1) (respectivement,
I’équation (4.5)).

2. Sia =1, il n'est pas possible d’utiliser les mémes techniques utilisées pour ré-

soudre ’équation intégrale (4.1). Dans ce cas, la singularité est une singularité
forte.

3. L’équation d’Abel (4.1) peut étre résolue au moyen de la transformée de Laplace,

voir [S, chapitre 2] .

4. L’équation intégrale (4.1) est parfois appelée équation intégrale d’Abel du premier

type et l'équation (4.5) appelée équation intégrale d’Abel du second type.

Exemple 26. 1. Considérons ’équation intégrale d’Abel du premier type

x:/x u(t) dt, O0<z<l.
0 VT —t

=

En suivant les mémes étapes que celles utilisées pour résoudre ’équation (4.5), nous

trouvons la solution comme suit

u(y) = 12 Voy v dx]z%;?

T ordy y -

2. Considérons ’équation intégrale d’Abel du second type

f(x):/xl\;%dt, 0<z<l.

Alors, la solution est de la forme
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4.1. EQUATIONS INTEGRALES A NOYAU FAIBLEMENT SINGULIER

Exercice 15. Résoudre les équations intégrales suivantes :

u(t)
0 \/m

dt = sin z.

U(t 4/3
4) /0 -y 2/3dt =z,

5) /0 LG R 1F

x —t)™

6) /Ox @ _(tz)adt = 2", neN, a€0,1].

4.1.2 Equation intégrale d’Abel généralisée

La forme générale de I’équation intégrale d’Abel du premier type, qui peut étre

résolu de la méme maniere que la résolution de 1’équation (4.1), est la suivante

f(z) = / uh g o (4.6)

ou h(s) est une fonction différentiable strictement croissante avec h'(x) # 0 pour tout

x € [a,b]. La solution est donnée par

_sinar d [ v KW(z)f(z) .
=225 | )

De méme, ’équation intégrale d’Abel du second type

f(2) :/mb (h(t)““) _dt,  a€lo,1], (4.7)

a comme solution

_ sinar d | b W(zx)f(z) .
Ty V () — ()"

Exemple 27. 1. Considérons I'équation intégrale générale d’Abel du premier type
dt, 0<x<m.

_/ u(t
—Jo v/ cost —cosx

Cette équation est de la forme (4.6) ou h(z) =1 — cosx.
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4.1. EQUATIONS INTEGRALES A NOYAU FAIBLEMENT SINGULIER

la solution recherchée est

u(y) = [ v sinxf(x) m
mdy |Jo /cosx — cosy

2. Considérons [’équation intégrale générale d’Abel du second type

dt, 0<zx<m.

u(t
SYy
z y/cosx — cost

Sa solution est donnée par

_1d | sinzf(x)

7 dy
Exemple 28. 1. Considérons l’équation intégrale d’Abel du premier type

@ t
f(@")z/0 Mdt, O<a<l, 0<z<l.

Cette équation est de la forme (4.6) ot h(x) = 2. La solution recherchée est

= 2ner L[ o]

2. Considérons I’équation intégrale générale d’Abel du second type

1
f(m):/(ﬂzi(iz)adt, 0<a<l O0<z<l.

La solution est donnée par

uly) = 2sin o d l/l xfgs dx] |

™
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4.2. EQUATION INTEGRALE A NOYAU DE CAUCHY

Exercice 16. Résoudre les équations intégrées suivantes

1) /036 (M]f)ldt:x4/3.

.1'2 _ t2>§

v u(t) _
2) /0 — tantdt = 2vtanz.

z u(t) B 3
3) /0 (1 +2) —In( 5 gyact = (nd+z)s.
4) /Om \/;L_)etdt = Ver —1.

5) /Ox ( u(®) dt = (sinz)'™?, a €)0,1].

sinz — sint)®

cosh z — cosh t)oédt T 1 a4 a €)0,1].

/Ox ( u(t) (cosh )t~

4.2 Equation intégrale & noyau de Cauchy

En étudiant les équations intégrales a noyau de Cauchy, nous devons d’abord in-

troduire le concept de continuité de Holder.

4.2.1 Continuité Holderienne

Si la fonction f(x) satisfait certaines régularités, alors les intégrales singuliéres men-
tionnées précédemment existent. L'un de ces concepts de régularité est la continuité

Holderienne.

Définition 8. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R. On dit que [ est

a-héldérienne avec 0 < o < 1 8’1l existe une constante C' telle que :
|f(x) = f(y)] < Clz —y|® (4.8)

pour tout x,y € 1.

Le cas particulier &« = 1 est souvent appelé la condition de Lipschitz. On note par
C%(I) l'espace des fonctions définies sur I qui sont bornées et a-héldérienne, L’espace

C%(1) est appelé I'espace de Holder.

Exemple 29. soit [ =|—1,1[, la fonction f : I — R, donnée par f(x) = (ﬁ)a, a €
10,1], appartient a C%*(I).

Remarque 5. Notez que chaque fonction a-héldérienne est uniformément continue,

mais [inverse n’est pas vrai.
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4.2. EQUATION INTEGRALE A NOYAU DE CAUCHY

Théoréme 10. L’espace de Holder C%“(I) est un espace de Banach avec la norme

f(fc)—f(y)‘
2 —yle |

11|, = sup[f(2)] + sup
zel z,yel
Ty

Si la fonction f(x) est a-héldérienne, alors l'intégrale singulier

/ab;(_xidx:/:j(_y)ydiﬁL/abf(x;:;C(y)dx’

existe. En effet, la premiere intégrale du second membre existe et est connue par la
valeur principale (voir [1]). Pour la deuxiéme intégrale, on a la fonction d’intégration
vérifiée

’f(x)_f(y) <C’|x—y|°‘_1.
T —y

Par conséquent, pour tout 0 < a < 1 cette intégrale existe.

4.2.2 Résolution de équations intégrales a noyau de Cauchy

Considérons 1’équation intégrale

u(z) = f(x) + )\/01 tuit)xdt7 O<z<l, (4.9)

cette intégrale est prise au sens de la valeur principal de Cauchy. Le noyau

1
t—x

k(x,t) =

est appelé noyau de Cauchy, et ’équation est appelée équation intégrale singuliere de
Cauchy de seconde espece.

Pour résoudre I'équation (4.9), nous avons besoin de I'identité suivant

Y dt — , O0<z<uy,
/ Ni—aga(t = e ! (4.10)
0 (y - ) ( - l’) m, T <y,
et on définit la fonction ¢(x,y) par
1
o(x,y) = 0<z<y,

(y —x)t-oae’

ou « est choisi de telle sorte que




4.2. EQUATION INTEGRALE A NOYAU DE CAUCHY

Alors ¢(z,y) est la solution de 1'équation singuliere

—A/ ), O<z<y, 411
t_x o(z,y) T <y (4.11)
en outre ;

Y .

/(’b(’y)dt: - , y < z. (4.12)

0o t—x (y — z)l—x>sinar

Ensuite, en multipliant ’équation (4.9) par x, puis on le réécrit comme suit

L tu(t)
o t—x

A

dt = zu(x) — zf(x) + ¢, (4.13)

ot ¢ = [} u(t)dt.
En multipliant & nouveau I’équation (4.13) par ¢(z,y) et en intégrant par rapport

a x sur (0,y), on obtient

/\/Oy o(z,y) /01 7?L_(ta)cdtdaz: = /Oy [zu(x) — zf(x) + c] ¢(x, y)dz, (4.14)

en changeant 1’ordre d’intégration, on obtient

_)\/ t)d dt — )\/yltu(t) 0 v ol y)d dt

0 T —1t

= [ fau )= 24(5) ot (4.15)

Si en utilisant maintenant les relations (4.11) et (4.12) et la valeur de la fonction béta

y 70
/ o(z,y)de = ——,
0 sin a7
on trouve -
- u(t y
A .W / u()dt:—/ zf(x)o(x,y)dr + 'WC )
sinar Jy (t—y)® 0 sin
C’est une équation intégrale de type Abel dont la solution est
sin? am d csin am
Ao U / — 1)y — 2)* 210 f () dwd } CPAT 4 16
u(t) = 2 0l f)dady] + TG (416)
s . . tan? o
A partir de tan ar = —Am et I'identité sin am = |/ —————, on trouve
1+ tan“ arm

AT

, 417
V 1+ \2x? ( )

sinam =
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4.2. EQUATION INTEGRALE A NOYAU DE CAUCHY

Et donc la solution de I’équation d’Abel (4.16) peut s’écrire

)\ta ! o— 1 l—«
W = T [/ / —Hy—2) f(x)drdy
cto 1

A v cpr (4.18)

Cette formule n’est pas la formule idéale de la solution de I’équation (4.9). Cependant,
le premier terme de coté droit dans (4.18) peut étre simplifier, en inversant ’ordre

d’intégration puis en utilisant le changement de variable z = (y — z)/(y — t), on trouve

G L[ -0t
- ;i:/otmlafu) [ e [N [N
N c;i / A /fa 1d2dx+/ o f /Olljfojlzdzd:c].

En appliquant la regle de Leibniz et le fait que

1

/OOZ dz= " = 1/,
0

z—1 tan a

on trouve

QT = et 1 = et

@ —a dzd / 1-a / dzd

i L[ [T s [t [T ]
1 ~a—1

() /1 7 dz—tl’o‘f(t)/ c 4.
B oo 1 — 0o 1—=2

1 (17x)o¢—1 1— 7

+ [ 2t f(a) dx
o T =
0o ~a—1 1 _ «@
_ 4l Z 1 / -« (1 .CL’)
I f(t)/o Rl e AR GO e L
_ 1—a ™ 1 /1 11—« (1 B I)a
= f(t)tanomr i (1—t)>Jo v () x—t da
__ i 1 Loty —2)?
En utilisant cette expression, I’équation (4.18) devient
_ f(@) At / 1—a (1 - l’)
ut) = 1+ \272 * T+ X272 (1 —t) f(@) —
et 1

MEp =g (4.19)
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4.2. EQUATION INTEGRALE A NOYAU DE CAUCHY

Exemple 30. Considérons [’équation intégrale de Cauchy suivante

u(x):(l_lw)x—i/oltfldt 0<z<l, (4.20)

En utilisant directement la formule (4.19), nous trouvons

u(z) = 1 B 1 /1 dt
201 =) 2w/l —x)VA o (1 —t)3/A/A(E — 2)

c
+Qm?’/‘l(l — )/

(4.21)

Pour évaluer Uintégrale du second membre de (4.21), on peut utiliser l'identité (4.10)

avec o = i ety =1, d’ou il résulte que

. &
U = S — g

(4.22)

ot ¢ est une constante arbitraire.

Remarque 6. Dans l’exemple précédent ¢ = fol u(t)dt. Dans le cas général, la constante

¢ peut étre évaluée en intégrant la relation (4.22) sur (0,1).

Exemple 31. Considérons l’équation intégrale de Cauchy suivante

1
u(z) = )\/ dt 0<z<1, (4.23)

(sinam)?(1 — z)l—2z2
ou o €]0,1] et A = 1/mcot ar. Cette équation a une solution

1

En effet, de lidentité (4.10), on a

)\/ t—xdt —(cot ar)?u(x).

2

En utilisant le fait que (cot ar)? = 1/(sinan)? — 1, on obtient

)\/ t=u(x)— ! !
ot—xz (sinam)? (1 — z)t-aze’

Exercice 17.
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4.2. EQUATION INTEGRALE A NOYAU DE CAUCHY

1. Montrer que la solution de [’équation intégrale suivante

pu(r) = x—i—/tu(t) dt, 0<z<l,
—x

ot pu = —mcot(mf) dans lequel § €]0,1/2] est

() = singrﬂ'ﬁ) ( x )B(ﬂ—:n).

1—=x

2. Montrer que la solution de I’équation intégrale suivante

uu(m):x—f—/tu(t)dt, 0<z<l,
—x

ot p = —mcot(mf) dans lequel § €]0,1/2] est

ul(z) = sin(73) ( x >5 6+ )

T 1—=x
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SUJETS D’EXAMENS

Sujet d’examen 2020

Durée : 1h 30mn.

Exercice 1. (04 pts)

Soit I’équation intégrale de Fredholm de seconde espéce suivante
1
u(r) =z + )\/ " Tu(t)dt, 0<z<l1.
0
1. En cas d’existence, montrer que la solution de cette équation est de la forme
u(z) =z + AC'e”,

déterminer C.

2. Discuter suivant les valeurs du parameéetre X € R, 'existence des solutions.

Exercice 2. (05 pts)

On considere l’équation intégrale
1

u(z) = ax + /\/ ot u(t)dt, a€R, 0<z<l.
0

1. Calculer le n — ieme noyau itéré.
2. Construire la résolvante de cette équation.

3. En déduire la solution.

Exercice 3. (06 pts)
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4.2. EQUATION INTEGRALE A NOYAU DE CAUCHY

1. En utilisant la méthode du noyau séparable, Résoudre I’équation intégrale de Fred-

holm de seconde espéce suivante
1
u(x) :m+)\/ (2% + ot + tH)u(t)dt, -l<z <l
-1

2. Pour quelles valeurs de X la solution existe-elle ?

Exercice 4. (05 pts)
Soit I’équation

(@) = f(z)+ )\/01 Eo,u(t)dt,  0<az<1

ot le noyau k(z,t) = a(x)B(t) et a, B sont des fonctions continues sur |0, 1].

1. Montrer que le noyau itéré k,(x,t), s’écrit sous la forme
kn(z,t) = 0" k(z, ), n>1,
ot 0 = [} k(z,2)dz.
2. Calculer la résolvante R(x,t; \).
3. comparer || et B, avec B> = [} [y |k(x,t)[>dzdt.

Sujet d’examen 2021

Durée : 1h 20mn.

Exercice 1. (05 pts)

On considere I'équation
1
u(x) =€* +)\/ e’ tu(t)dt, 0<z<l.
0
1. En cas d’existence, montrer que la solution de cette équation est de la forme
u(z) = (14 XC)e",

déterminer C'.

2. Discuter suivant les valeurs du parameéetre X € R, 'existence des solutions.
Exercice 2. (07 pts)

25



4.2. EQUATION INTEGRALE A NOYAU DE CAUCHY

1. En utilisant la méthode du noyau séparable, résoudre ’équation intégrale de Fred-

holm suivante
1
m@:1+x/ (¢* + &) u(tydt, —1<z<l.
—1

2. Pour quelles valeurs de X\, la solution existe-elle ?

Exercice 3. (08 pts)
Soit I’équation
1
1mg:ﬂ@+x/k@¢m@ﬁ, 0<a<1 (4.24)
0
ot le noyau k(x,t) = a(x) + B(t) et o, B, f sont des fonctions continues sur (0,1).
1. Calculer B, avec B? = [} [y |k(x,t)|?dxdt.

2. On prend |\ < . Est-ce que l’équation (4.24) admet une

1
VI e@zde /[ 15

solution ¢

3. Montrer que la solution s’écrit sous la forme
u(z) = f(z) + MCra(z) + Cy),

ou Cy et Cy sont des constantes, leurs expressions doivent étre précisées.
Application :

f(z) =1, a(x) =x et B(x) = z. Trouvez une solution pour l’équation (4.24).

Sujet d’examen 2022

Durée : 1h 00mn.

Exercice 1. (08 pts)

On considere [’équation

2 In(1+a) 2
u(r) =e +)\/ e” tu(t)dt, 0 <z <y/In(l+a), (4.25)
0

ou 0 < a est une constante réel.
1. Calculer le n — éme noyau itéré.
2. Construire la résolvante de équation (4.25).

3. En déduire la solution de équation (4.25).
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4.2. EQUATION INTEGRALE A NOYAU DE CAUCHY

Exercice 2. (08 pts)

On considere I’équation
u(z) =sinx + /\/ (cosx + cost + sinxsint) u(t)dt, - <x<T. (4.26)

1. Quel est le type d’équation (4.26) ¢

2. En utilisant la méthode du noyau séparable, Résoudre I’équation (4.26).

3. Pour quelles valeurs de A\, l’équation (4.26) admet une solution ?

Exercice 3. (04 pts)
Soit I’équation

u(z) = f(x) + )\/b k(x, t)u(t)dt, I1<a<z<b (4.27)

ot le noyau k(z,t) = a(z) + o/(t) et o, o/, f € L*0,1).

1. Caleuler B, avec B> = [° [ |k(z,t)|*dzdt.
1 . Est-ce que équation (4.27) admet une solution ?

2. On prend |\| < ————
o (@))2de
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APPENDICE

Regle intégrale de Leibniz

En calcul différentiel, pour la différentiation sous le signe intégral, en utilisant la

regle bien connue de Leibnitz.

Théoréme 11 ([3, 11]). Soit f(x,t) et sa dérivée partzelle (:1: t) sont continues sur
I ={(x,t) e Rxg <x <my,a(t) <t <blx)} . Supposons également que les fonctions

a(x), b(x), d'(x) et b/ (x) sont continues sur xo < x < xy. Alors,

d [ b@ / / o 8
% (/a f(ZE, t)dt> = f(LU, b(l‘))b (ZL‘) - f(x, CL(ZL’))CL (:L') + /G(x) %f(l’,t) dt.

(=)

Cette formule est la forme générale de la regle intégrale de Leibniz et peut étre
dérivée en utilisant le théoreme fondamental du calcul intégrale. Le (premier) théoreme

fondamental du calcul est juste le cas particulier de la formule ci-dessus ol a(z) = a €

R, b(z) =z, et f(z,t) = f(t).
Si les limites supérieure et inférieure sont considérées comme des constantes, la

formule prend la forme réduite :

([ rena) = [ 5 s

D’ailleurs, si a(z) = a et b(z) = z, qui est également une situation courante, nous

jx </;f(x,t)dt> :f(g;,m)+/;8

avons .
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Formule intégrale de Liouville

Dans certain cas on peut réduire des intégrales multiples a4 des intégrales simples.
Il est naturel d’exploiter I’avantage qui réduira les intégrales multiples a des intégrales
simples.

Nous allons d’abord introduire la formule qui permet de réduire I'intégrale double

a une intégrale simple. Cette formule est

/(f /0 f(t)dtdz, = /0 (o= Df ()

Cela peut étre facilement prouvé, en utilisant le concept d’intégration par parties.
Maintenant, nous allons introduire la formule générale qui convertit intégrale mul-

tiple en une intégrale simple est donnée par

/or /Ogc1 .. /Omn—l fzp)dendr, 1 -+ - doy = (n—ll)' /Om(x _ t)nflf(t)dt.

Cette formule est tres utile et facilite les travaux de calcul.
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