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Introduction

Les transformations intégrales jouent un réle important dans I'analyse
mathematique car elles simplifient les equations différentielles qui résolvent
de nombreux problemes dans différents domaines: physique, électronique,

thermodynamique, calcul de probabilité, ... etc.

Le but de ce travail est d'étudier deux des types les plus importants de
transformations intégrales dans les espaces LP: la transformation de Fourier,
et la transformation de Laplace, en donnant la définition, les propriétés et la
transformation inverse de chaque type et en montrant leur utilité pour

résoudre certaines équations différentielles.

Ce polycopié est une version regroupée de notes de cours du module

(intitulé: Les transformations intégrales dans les espaces LP),

enseigné a l'université Ziane Achour de Djelfa pour les étudiants de

troisieme année licence de mathématiques.

Ces enseignements se composent a la fois de cours magistraux et de séances

de travaux diriges.



Ce polycopié est composé de trois chapitres,

Dans le premier Chapitre (intitulé " Les espaces LP"), nous donnons des
définitions et des propriétés eléementaires des espaces LPet quelques
résultats d’intégration.

Le deuxieme chapitre est consacreé a I'étude de la transformation de
Fourier.

Dans le dernier chapitre, nous nous intéressons a I'étude de la
transformation de Laplace.



Chapitre 1

Les espaces Lp



Rappels de quelques résultats d’intégration

Définition (Tribu)

Soit E un ensemble, et T une famille de parties de (i.e.T < P(E)).
La famille T est une tribu ou o —algebre sur E si:

1-9,E €T,

2-VAET: A €T,

3-V(Anen €T UpenAn €T,

4-V( A )nen €T+ Npeny A4, €T.

Le couple (E, T) est appelé espace mesurable. Les parties de E qui sont
(resp. ne sont pas) des éléments de T sont dites mesurables (resp. non

mesurables).

Définition (Tribu boreélienne)

Soit E un ensemble muni d’une topologie. On appelle tribu borélienne (ou
tribu de Borel) la tribu engendrée par les ouverts de E, cette tribu sera notée

B(E). On appelle borélien de E un élément de la tribu borélienne.

Définition (Mesure)

Soit (E, T) un espace mesurable. On appelle mesure sur T une application

u:T - R, (avec R, = R U{+o0}) vérifiant :



1. u(@) =0,
2. u est o -additive, i.e, VA, )pen €T / A,NA,, =0, Vn = m:
u(UnENAn) = ZnENu(An)-

Le triplet (E, T, u) est appelé un espace mesuré.

Définition (Fonction mesurable)

Soient (E,T), (E',T") deux espaces mesurables et f une fonction de E dans

E’. On dit que f est mesurable si:

VAET :f~1(A) €T.

Définition (Fonction étageée)

Soit (E, T) un espace mesurable et f: E — R. On dit que f est étagée si f
est une combinaison linéaire (finie) de fonctions indicatrices mesurables,

c’est-a-dire la fonction étagée s’écrit sous la forme :

n
f = z aillAi
i=1

ou les a; sont les valeurs prises par f, les ensembles A; forment une

partition mesurable de E et 11,, désigne la fonction indicatrices de 4;.

On note Z I'ensemble des fonctions étagees.



Définition (Fonction mesurable a valeurs réelles)

Soit (E, T) un espace mesurable et f une fonction de E dans R. f est

mesurable si et seulement si f veérifie I'une des trois propriétés suivantes:
1- fY(Ja,BD ET, Va, B ER Ja <P,

2- f1(]—0,a]) €T, Va € R,

3-f1(Ja,+o,) ET, Va € R.

On note M I'ensemble des fonctions mesurables de E dans R.

Proposition

Soit f une fonction mesurable de E dans R. Alors, il existe une suite

croissante de fonctions étagées qui converge vers f.

Définition (L'intégrale d'une fonction étagée)
Soit (E, T, u) et f une fonction étagée s’écrit sous la forme:
f=2k a;lly,,,
on définit I"intégrale de f sur E, qu’on note [, f du, par:
Jp fdu=XLau (4,

on définit I’intégrale de f sur un ensemble mesurable A, qu’on note

J, fdu,par:



Jp fdu=3%L;au(4;nA).

Définition (Intégrale d'une fonction mesurable)

Soit (E, T,u) un espace mesuré, et f une fonction de E dans R, alors, il

existe une suite croissante (f;,),en de fonctions étagées converge vers f.

On définit ’intégrale de f sur E en posant:

Jo fdu= lim [ f, du.

n—+oo

On définit I’intégrale de f sur un ensemble mesurable A par

[, fdu= [ f1ldu.

Définition (Fonction intégrable)

Soit (E, T,u) un espace mesuré, et f une fonction mesurable de E dans R,

on dit que f est intégrable, ou sommable si

Jp Ifl du < +oo.

Définition (Mesure extérieure)
Soit E un ensemble. On appelle mesure extérieure sur E une application
u*: P(E) -» R, , vérifiant :

1.u* (@) =0,
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2. u* est monotone, i.e, VA,B c P(E), A c B: u*(A) < u*(B),
3. u* est o —sous additive, i.e, V(4,)neny € P(E):

u*(UnENAn) < ZnEN u*(An)

Remarque
On peut définir I’intégrale d’une fonction mesurable f de E dans R comme
suit:

fo Fdu=f, f*du—Jf, fdu,

Ou f*(x) = sup{f(x),0} et f~(x) = sup{—f(x),0}, Vx € E.

Théoréme (convergence monotone)

Soit (f;,)nen Une suite croissante de fonctions mesurables positives sur E.

Alors f = lim fE [ du existe, est mesurable positive, et

n—-+oo

J; fdu= lim [ f, du.

n—+oo

Lemme (Fatou)

Soit (f;,)nen Une suite croissante de fonctions mesurables positives sur E.

Ona

J; liminf f du <liminf [_ f, du.

n—-+oo n—-4oo
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Définition (Propriété presque partout)

On dit qu’une propriété est vraie presque partout sur E (OU . p.p. ), S
I’ensemble des ¢léments de E qui ne vérifient pas cette propriété est

négligeable.

Proposition

La relation d’égalité presque partout (= p.p.) est une relation d’équivalence

sur I’ensemble des fonctions mesurables.

Lemme Soit f une fonction mesurable positive sur E telle que

fE fdu=0.Alors f =0.p.p. surk.

Définition et propriétés élémentaires des espaces LP
Définition (Les espaces [P)

Soient (E, T, u) un espace mesuré, 1 < p < +oo et fune fonction définie de

E dans R, mesurable.

1- Onditque f € IP(E) si |f|Pdu < 4+o0. On pose
Ifll, = (fIPdu)r.

2- On dit que f est essentiellement bornée, ou encore que f € [®(E) s’il

existe C > 0 tel que |f| < C.p.p. On note

Ifllcc = sup ess|f(x)| =inf{C =0,|f(x)| <C.p.p. sur E}

X€EE
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Remarque

1- 11(E) est ’ensemble des fonctions intégrables.

2-Si f € IP(E) alors fP € I1(E).

Définition (Les espaces LP)

Soit p € [1, +oo]. On définit I’espace LP (E) comme I’ensemble des classes

d’équivalence des fonctions de [P (E") pour la relation

d’équivalence (= p.p.), i.e. LP(E) =IP(E)/(=p.p.)

Définition (Les exposants conjugues)

On dit que p, g € [1, +0] sont des exposants conjugués si: % + é =1

(avecé = 0).

Lemme (Inégalité de Young)
Soienta,b = 0 etp,q € |1, +oo[ des exposants conjugués. Alors

ab b1
ab <—+—.
p q

Démonstration:

On supposer que aa, b > 0, sinon le preuve est evident.

13



La fonction x — e*est convexe. Alors,
Vx,y €Va € [0,1]: e*A-®)Y < ge* 4 (1 — a)e?,

eton a,

In a? lan)
+ 1 p 1 q aP b1
ab_eln(ab) _e< p q <pelna _|_Eelnb _?+;_

Lemme (Inégalité de Holder)

Soient (E, T, u) un espace mesuré, 1 < p, q < +oo des exposants
conjugués et soient f € IP(E) et g € 19(E). Alors, fg € I1(E) et

Ifglls < lIfllpllgllg.
Démonstration:
D'aprés I’inégalité de Young (1) on a;

IfIP N Ig(x)l"’
p q

Vx € E.

If (g ()| <
En intégrant,
[ fgldu <= [ IfPdu+2 [, If]9du < +oo.

Donc, fg € I1(E).
Pour montrer (3), on distingue trois cas :

Cas 1. On suppose ||f]l, = 0 ou ||gll; = 0. Onaalors f = 0.p.p.

ou g = 0.p.p. Donc, fg = 0.p.p. Alors ||[fgll; = 0.
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Donc I’inégalité de Holder est vraie.

Cas 2. On suppose ||f]l, =1 ou [|gll, = 1. On a alors,

1 1
Ifglls = f; Ifgldu < —+-=1=Ifll,llgll,.
Donc I’inégalité de Holder est vraie.

Cas 3 On suppose |[f|[, > 0 ou |[gll; > 0. On pose

1

f, = —
ST

1

Donc, le cas 2 donne

11941l = Flplgly =

Ce qui donne I’inégalité de Holder.

Corollaire

Lorsque p = 2, 0n a q = 2 et I’'inégalit¢ de Holder se réduit alors a

I’inégalité de Cauchy-Schwarz:

[ Ifgl du < (If 12duy(lg|2du)z.

Remarque

L’inégalité de Holder est vrai avec LP(E), LA(E)et L1(E) au lieu de [P (E),
19(E)et 11 (E).
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Lemme (Inégalité de Minkowski)

Soit (E, T,u) un espace mesuré, et 1 < p < +ooetsoit f,g € I[P(E) et.
Alors, f + g€ IP(E) et

If +gllp < llfll+gllp.
Démonstration:
Pourp = 1 et p = +oo le résultat est évident car
If +gl <Ifl +1gl.
Donc, on suppose que p € |1, 4+, on a
Vo B =0:(a+ pB)P <2P(af + P)

Donc,
If + gl = j f + gIP du,
E

< [LIfIP + 1917 du,
< 2P [ IfIP +1gIP du,
< 22 (I + llgl) < +eo.
Alors, f + g € IP(E).
Pout montrer I’inégalit¢ de Minkowski, on suppose que ||/ + gll, # 0

sinon I’inégalité est trivial, on remarque que

If g1
+ g|P < +
A T I A TR
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On pose q = ﬁde sorte que%+§ =1,onalf| € L,(E),|g| € IP(E) et
If + g~ € 19(E) car f + g € IP(E).

D'aprés 1’inégalité de Holder, on a

_ |f] _
HFLLf +glP Ml = HW < - Hf + glP~ g,
1

< Illglllp-NIf + gIP~ g
1

H gl
If +gl*?
On en déduit avec (1)

1
1—=
p

|1+ glrau < (i1, + lgll,) ( N g|pdu>
E E
D’ou,

If +gllp < Ifllp + llgllp.

Remarque

L’inégalité de Minkowski est vrai avec LP (E) au lieu de [P (E).

Théoreme

Soient (E, T, u) un espace mesuré, 1 < p < +oo. L’espace de Lebesgue

LP(E) est un espace vectoriel normé par la norme ||. ||,,.
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Démonstration:
1.1) Soient f € LP(E), x € R,0n a
fE laf|Pdu < |alP fE |f|Pdu < +o0.Donc af € LP(E).
i) D'aprés I’inégalité de Minkowski on a,
f+geLP(E), pourtout f,g e LP(E).
Donc, LP(E) est une espace vectoriel sur R.
2.1) On a bien [|. f|l, = 0, pour tout f € LP(E),
i) Pourtout f € LP(E) et a € R, on a, |laf |, = |alllfll,,
(iii) L’inégalité de Minkowski donne
If +glly < lIfllp + llgll,, pour tout f,g € LP(E).

(vi) Pourtout f € LP(E), ona, [|f|l, =0 & f = 0.

Donc, L, (E)est une espace vectoriel normé sur R.

Remarque

L’application ||. |[,: f — [If]l,, est une semi-norme sur [P (E). On

remarque que, [|f|[, =0 < f = 0.p.p. Pour tout f € IP(E).

18



Théoréeme (Théoréme de convergence monotone de Beppo Levi dans
L'(E))
Soit (E, T,u) un espace mesuré, et (f,,),en UNne suite croissante de

fonctions de L' (E) telle que sup [, f, du < +oo, alors, f,, converge p.p.
neN

sur E vers une limite finie f. De plus f € L1(E), et f,, converge vers f au
sens L1(E), (c-a-d)

fim 15, = £l = Jim_ [ 1fu = fldu =0,
n—-+oo n-+o Jo
Théoreme (Théoreme de convergence dominée dans LP (E))

Soient (E, T,u) un espace mesuré, 1 < p < +o0, et (f;,)nen UNe suite de

fonctions de LP (E). On suppose que

1- f,, converge p.p. vers f sur E,

2- il existe une fonction g € LP(E) telle que
vneN,|f,(x)] < g(x).p.p.surE.

Alors, f € LP(E) et liIP lf, — fll; = 0.
Nn—->+0o

Définition

Un espace vectoriel normé complet est dit espace de Banach

19



Théoréme (Théoreme de Fischer-Riesz)

Soient (E, T, u) un espace mesuré, 1 < p < +oo, L’espace vectoriel normé
(Lp (ED), |l ||p) est un espace complet, (c-a-d) LP(E) est un espace de

Banach.

Définition
Un espace de Hilbert est un espace vectoriel normé complet dont la norme

est induite par un produit scalaire, (c-a-d) un espace de Banach dont la

norme est induite par un produit scalaire.

Corollaire

Soient (E, T, u) un espace mesuré, I’espace L*(E), muni de la norme ||. I,

est un espace de Hilbert (c-a-d) complet pour cette norme et le

produit scalaire associé est defini par:

(F9) — (f,g) = fE fgdu.

Définition
On dit que la fonction f est localement intégrable sur E si, pour tout

compact K c E, f est intégrable sur K, on note par L}, .(E) I'ensemble des

fonctions localement intégrable sur E.

20



Remarque

Il est clair que L' (E) c LY, .(E).

Théoréme (Théoreme de Tonelli)

Soient (E;, Ty, uq), (E,, Ty, u,) deux espaces mesurés, on suppose que

szlf(xl,xz)l dx, < +oo, pour presque tout x; € Eq, et
fEl dx, fEZIf(xl,xz)I dx, < +oo. Alors, f € LY(E; X E).

et (f;))nen Une suite de fonctions de L (E).

Théoreme (Theoreme de Fubini)

On suppose que f € L*(E; x E,), alors, pour presque tout x, € Ej,
f(x1,x2) € Ly, (E;) et sz f(x1,x2) dx, € Ly, (Ey).
De méme, pour presque tout x, € E,,

f(x1,%x2) € Ly, (Ey) et fEl f(x1,%7) dxy € Ly, (7).

De plus, on a:

fEI dx, sz |f Ce1, x2)| dxy = sz dx; fEl f(xq,x2) dxy =

ffElez f(xlt xZ) dxlde'

21



Série des exercices

Exercice 01

Soit f € L?([a.b]),a< b, a,b € R.
Montrer que ||f]l; < Vb —a ||f]l, et déduire que

L?([a.b]) < L'([a.b]).
Exercice 02

Soit (E, T, u) un espace mesuré.

a) Soient f, g deux fonctions mesurables de E dans R, telle que

fg=1

Montrer que [, fdp [ gdu = p?(E).
b) On suppose que f: E — R intégrable et G) intégrable. Que peut on dire
de la mesure .

Exercice 03

Soient (E, T, u) un espace mesure, p;,p, € [1, +oo[
Montrer que si: f € LP1(E) n LPz(E) alors f € LP(E). Vp € [p1, p2]

Exercice 04

Soit (E, T, u) un espace mesuré, u(E) < oo.

Montrer que: L°(E) c L9(E) c LP(E) c LY(E) pour 1 <p <q < .
Montrer par contre-exemple que I'nypothese u(E) < oo est nécessaire.

22



Exercice 05

Soit la fonction f définie par:

1
f&) = x(1+|In x|)2

Montrer que f € L1(]0, 1]), et f & L*(]0, 1])
Montrer que f € LP([1, +oo[) pour1 < p < o

Exercice 06

On considére pour tout n € N la fonction f,,: [0, 1] — R définie par:

fnx) = nll]; 1[(X)

n+1’ n

1- Récrire la fonction f,, sans la fonction indicatrice et montrer que la suite
(finen converge vers la fonction nulle.

On dit que (fy)nen CONverge vers f dans LP([0, 1]) pour p € [1, +oo] ssi :
tim_[Ify — £llp =0
2- Etudier la convergence de la suite (f,) ey dans LP([0, 1]) pour p €

[1, +oo].

Exercice 07
Soient (E, T, u) un espace mesuré, p € [1, +oo[, et (f,)nen UNE Suite de
fonctions de LP(E, T, w), on suppose que (f,,) converge presque partout vers

une fonction f et (f;,) converge au sens LP(E) vers une fonction g.

Montrer que f = g presque partout.
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Solutions des exercices

Solution d’exercice 01:

Soit f € L?([a.b]),a < Db, a,b € R, et d'aprés I’inégalité de Cauchy-

Schwarz on a,

”f”l = f[a_b]lfldu = f[a.b] 1. |f|du

1

2 2
< 1|%d 2d
< ([ o) ([ o)

<vb—a |fll.

[ =

- Pour toute f € L?([a.b]) on a f[a_b]lflzdu < +oo, donc ||f ||, < +oo, et
d'aprés I’inégalité précédente ona ||f|l; < Vb —a ||fll, < +oo. Alors,
f € LY([a.b]).

D’ou L?([a.b]) c L'([a.b]).

Solution d’exercice 02

a) Soient f, g deux fonctions mesurables de E dans R, telle que
fg=1.

1 1
Ona, fg =1 = fzgz > 1, par l'intégration sur E et d'aprés 1’inégalité de

Cauchy-Schwarz on a

JE 1du=u(E)SL (f%g%)duS(JE (f%)zdu>



1

(fE g du)z.

N |

< ( )z f du)
Donc,

Jg fduf, gdu=p*(E).

b) On suppose que f: E — R intégrable et (%) intégrable. Alors,

1 1
J, fdu < +oo, et f[a.b];d“ <twetfo=1
Donc, d'apres (a) on a

W2(E) < [ fduf ]—{du < +00 = u(E) < +oo.
Alors, on peut dire que la mesure p est une mesure finie.

Solution d’exercice 03:

Soient (E, T, w) un espace mesuré, 1 <p; <p< p, < t+owetf €
LPr(E) nLP2(E), ona [f|P < [f[P* + |f|P? car

{Iflp < IfIPrsilfl <1,
IfIP < IfIP2silfl = 1.

Donc, Jo IfIPdu < [ IfIPrdu+ [, |f|P2du.

Alors, si f € LP1(E) nLP2(E) ona
Jo IfIPrdu < +oo et [ |f|P2du < +co.

Donc, [, |f[? du < +oo, ce que implique f € L7 (E).
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D' ou
f ELP(E)nLP2(E) = f € IP(E), Vp € [p1,p2].
Solution d’exercice 04:

Soient (E, T, w) un espace mesuré, u(E) < oo, et1 < p < q < o et soit
fiE->R

- Soit € L™ (E), alors il existe C > 0, tel que |f| < C.p.p.

Donc, [, If1?du < C9u(E) < +oo, ce que implique f € LI(E).
D’ou L*(E) c L4(E).

- Soit e L9(E),onpose A={x €E, |f| =1}

On a, Jo IfIPdu < [, IfIPdu+ [, IfIP du,

<[, If17du+ [, 1du,

< [, If19du + u(E) < +oo,
Donc, f € IP(E). D’ou L4(E) < LP(E).

Pour voir que I'hypothese u(E) < oo est nécessaire, on donne un contre-

exemple.
-Soit (E, T,n) = (R,B(R),A) ou A la mesure de Lebesgue et soit

f=1,onaf € L*(R) mais f € L1(R),Vq € [1, +oo].
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-Soit1 <p<qg<ooon a% > éet soit% <a< %, on définit la fonction

. 1
par. f) = T
ona f € L7(R) carag > 1 mais f ¢ IP(R) car ap < 1.
Solution d’exercice 05:

1) On a f est positive et

1
1 3 N
f FGII dx= fo x(1+|1nx|)2 iz %= fo (1-1nx)2 dx_[l—lnx]o =1< +o.

Donc, f € L1(]0, 1]).

Pour montrer que f & L*(]0, 1]), il suffit de remarquer que f(x) —» +o

quand x — 0, donc f n'est pas bornee.
2)-Pourp =1,0na

-1 1t
f lf(X)l dx= fl x(1+|lnX|)2 dx= [1+lnx]1 =1<+co.

Donc, f € L1([1, +[).

-Pour1 <p < +o,0na

lf(x)|P < xip qui est integrable car

fl —d = Exp_l =E<+00.

1 1 t® 1
}
Donc, f € IP([1, +oo]).

- Pour p = 4oo. Il suffit de remarquer que est continue positive et
croissante. Alors, |[f(x)| < |f(1)] =1,Vx € [1, +oo].
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Donc, f € L*([1, +oo]).

Solution d’exercice 06:

1) On a la fonction f,: [0,1] — R définie par:

fx) = nll]i 1[(X),Vn eN.

n+1 n
) 1 1
n, Sle] ,—[,
n+1 n
o 1 1
0, sixElO, lul—, 1].
n+1 n

Donc, pour n - +oona f,(x) = 0, Vx € [0, 1], alors la suite (f,)nen

converge vers la fonction nulle.
2) Si la suite (f;,)nen CONverge dans LP ([0, 1]), elle converge vers la

. p
fonction nulle. Alors pour p € [1, +oo[,0na |[|f]l, = ﬁ donc

-si p < 2 il y a convergence dans LP ([0, 1]),
-si p = 2 il n'y a convergence dans L” ([0, 1]).
Pour p = o, 0na ||f||. = n, donc, il n'y a convergence dans L* ([0, 1]).

Solution d’exercice 07:
La convergence de (f,)nen dans IP(E) vers g = la convergence simple de
(fu)nen Vers g = la convergence presque partout de (f,)nen VErs g.

Notons:
A un ensemble négligeable et (f,) ey CONVerge vers f sur A°€.

B un ensemble négligeable et (f,,)neny CONVerge vers g sur B€.
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Alors, A U B est un ensemble négligeable et (f,),eny CONvVerge sur
(AU B)¢ alafoisvers f et g. Donc, f = g sur (A U B)°.

D’ou, f = g presque partout.
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Chapitre 2

L.a transformation de

Fourier



La transformation de Fourier

La transformation intégrale est un opérateur linéaire T qui associé a toute
fonction f d'un espace fonctionnel E sa transformée T (f) dans un espace

fonctionnel F définie par :

TOO) = [ K, »)f(x) dx

K(x, y) est une fonction caractérisant la transformation T, dite le noyau de

la transformation.
La transformation intégrale posséde les propriétés suivantes :
1- La continuité

2- l'existence d'une transformation inverse
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Définition et propriétés de la transformation de Fourier pour les

fonctions intégrables :
Définition : soit f une fonction intégrable sur R, (c-a-d) f € L*(R), on
appelle transformée de Fourier de f, la fonction a valeurs complexes notée
f ou F(f) définie par:

VEER: f(§) = [, f(x)e ™ dx
Remarque :

1- La transformation de Fourier d'une fonction sommable (intégrable) est

une fonction bornée car :

If®| =] fx)e 2™ dx| < | |[f(x)e ™% |dx < | |f(x) |dx < oo
l l l

2- 1l existe d'autre définitions de la transformation de Fourier par exemple:
F® = [y e ™ dx ou F(§) ==, f(x)e ™ dx

3- La transformation de Fourier est linéaire (c-a-d)

vfge L'(R),Va, b € R:af + bg (¥) = af () + bg (¥)

4-Engénéral : fg (§) #f(®)g (¥), vfge L' (R)

Exemple : calculer la transformation de Fourier de la fonction f dans les

deux cas suivants :

1- f(x) = 11[_1 1](x) 2- f(x) = e~ lxl

2’ 2
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Solution :

1-f(®) = fR f(x)e 128 gy = fR 11

1
le e ~2TXE 15 —

e—i2nx£'

> l_ i2m§ |

__ sinm§
=

2-f®) = [, f(x)e™ ™S dx = [ e~

= f_ooo e(1=12mE)X gy 4 f0+°° e(-

o (—1-i2mE)x

o (1-i2mx]0

- [t
1-i2mg | _
2
1+4m2E2

|

Propriétés :

—-1-i2n§ 0

1 1](x)e—ian‘g' dx®
2 2

=

1

ot (e —inE_e inE)

1

N |

|x|e—127th dx

1-i2m)x dx

+ 00
_ 1

1-i2mg

1
1+i2ng

1- Si f est une fonction réelle alors f a une partie réelle paire et une partie

imaginaire impaire et f(=£) = f(§)

2- Si f est une fonction réelle paire (resp impaire) alors f est une fonction

paire (resp impaire) et sa transformée peut étre calculée a l'aide de la

formule des cosinus (resp sinus) de Fourier :

f(® =2 f0+°° f(x)cos(2mx¥) dx

(resp f () = —2i f0+°° f(x)sin(2mx€) dx)
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3 frxy (8) = FIfGx — x0)](®) = e~ ™05 (§)  /xo € R
+E@=F[((F)|®=11f@w /1er

5- e2mof () = F(§—§) /& €R
6- Si f est une fonction intégrable de classe C? sur R et f’ est intégrable
alors : f7 (%) = i2n€ T(§)
7- Si f est une fonction sommable et la fonction x — x f(x) est
sommable alors: % ®) = — @t (©).
La transformation de Fourier inverse :
Définition
la transformation inverse d'une fonction T () est définie par:
FF®] = f, T@em™ dg
Théoréme : soitf € L*(R) etf € L'(R) alors:
FYF(0)](x) = F[F71(H)](x) = f(x) pour presque tout x € R
(c-a-d)

@] PP Firtm) PP s
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Le produit de convolution :

Définition : soit f, g deux fonctions sommables, Le produit de convolution

de f, g notée f * g est défini par :

(F+ g)(x) = f fx — y)g() dy
R

Exemple : calculer le produit de convolution f * g dans les deux cas

suivants :

1- f(x) =x et g(x) = e

2- f(x) = 1j_q9(x) et gx) =1l_gqx) / a>1
Solution :
1- (Fx 9)(x) = [ fx =g dy = fp (x —y)e™ dy

2 2 11 _,29FT®
=f]R xe Y dy-|—f]R —ye Y dyz\/Ex‘l'E[e y]_ooz\/Ex

2-(fxg)(x) = [ fx =g dy = [ U110 = YU g0 (V) dy

(1, siy€e[—a, a] =1
a0 () = { 0, sinon

1, six—ye€[-1, 1]

11[_1'1] (x—y) = {0, sinon

x—y€E[-1, 1]l -1<x—-y<le-1-x<-y<1l-x

Sx—1<y<x+loeye[x—1,x+1]=T
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Alors, (f*x g)(x) = fml, 1 dy, et pour calculer ce produit de convolution,

on distingue les cas suivants:
l-six—1>a=x>a+1=x€Ja+1,+xo
EtInI' =0 = (fxg)(x) =0
2-six+l<-a=>x<-a-1x€]-0w,—a-1]
EtInI'=0= (fxg)(x) =0
3-si[lx—1, x+1]c[-a, a]l ®x—1=>—-aet x+1<a
S x€[-a+1,a-—1]
EtInl'=[x—1, x +1]

x+1

Donc, (f* g)(x) = [, 1dy= [ " 1dy =2

4-six—1<—a et —a<x+1<asSx€[-a-—-1—-a+1]
EtINI' =[—a, x+ 1]

Donc, (f*g)(x)=fm“1dy=ff;11dy=x+1+a
5-si—a<x—1<aetx+1>a ©x€la—1,a+ 1]
EtINnI' =[x—1, a]

Donc, (f*g)(x)=fml,1dy=fxa_11dy=a+1—x

Proposition : 1- si f, g sont sommables alors f x g est sommable et

(Fxg)(©®) =1(©)3©
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2- si f, g ont méme parité alors f * g est paire et si f, g ont des parites

différentes alors f = g est impaire

Propriétés : soit f, g,h € L'(R) eta,b € C alors :
1-fxg=gx*f

2-fx(g*xh)=(fxg)*h

3-fx(ag + bh) =a(f+xg) + b(f* h)

4-(fxg)' =f'xg="fxg'

La transformation de Fourier pour les fonctions de carré sommable
Pour toute fonction f de L2(R), on peut définir une suite des fonctions
(f,)nen € LY(R) N L2(R) / f,, — fquand n tend vers +oo

En effet, considérons la suite des fonctions :

f(x) six € [-n, n]

f (%) = {O, sinon '’ vn €N

Onaf, € L2(R),Vn € N car
Jo 1, (0 [2dx = [T [f(0)|2dx < [ [f(x)|2dx < oo

De plus ||f, — f]l, — 0 lorsque n — +oo

(f,)neny € L1(R), puisque d'apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

S 1E,COdx = [ £, (0) L[y () |dx
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< (fi 16 GoPdx ) (J" [117dx)> < VZnllfall, < o0

On définit la transformation de Fourier de la fonction f quand f ¢ L!(R)

mais f € L?(R) par la limite de la suite des fonctions (f;)nENdans L2(R)
Définition
La transformation de Fourier de la fonction f € L2(R) est définit par:

f(® = lim f f(x)e 2™ dx

n—->+oo

Application a la résolution des équations différentielles :

La transformation de Fourier permet de résoudre les équations
différentielles en la transforment en des équations plus simple par exemple
si I'équation de départ est une équation différentielle ordinaire a coefficients
constantes, la transformée de Fourier de cette équation est une équation

algébrique.

On utilise les propriétés suivantes de la transformation de Fourier :
ou N
5 (&) = Qin®)a (8)

(E) = (ZmE) P (E) = (2im§)? T (§) = —4m?§? @ (¥)

En général : 2% (8) = (2in§)" @ (Y), Vn € N

Exemple 01 : considérons I'équation différentielle suivante :
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—u" (%) + u(x) = f(x), vx ER... (1)

Ou f: R — R est une fonction donnée, on suppose que u: R — R est deux

fois continument dérivable sur R et intégrable.

Donc, par la transformation de Fourier, I'équation (1) sera :
AT?E @ (§) + @ (®) = f(¥)
& (@n*g +1DaE) = f©)

< u (E) = 471222 (E)

e 0@ = % (e/—m)(E)F(E) car : (e/‘m)(z) = —1

422 +1

1

Alors, u(x) = > F1 [(e’—l?l )@F@]: ~ F7 [(e‘mf)(i)] (x)

e u® = (e £) ) = [ e fG)dy

Exemple 02 : Soit I'équation differentielle suivante :

ou_

6
~ a— /x ER,t=0,a€R... (2)

On suppose que la solution u(x, t) est de classe C? par rapport a x et de

classe C?! par rapport a t, et u(x, 0) = @(x) ou ¢ est une fonction bornée et

intégrable sur R, u(x, t), g—z(x, t) — 0 lorsque x — +oo

Utilisons la transformation de Fourier par rapport a x pour résoudre
I'équation (2)

0/_‘1\ — a_u —i2mxE
” (5 t) = fR = (x,t).e dx,
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= 3] u(x, t). e 2m8 gy = ou & t)
atR T ot 7

0%u —12mx¢ I
=&t = fR ™ 2(x t).e dx, par l'integration par parties
2

On pose: f\ = %(x,t) = f = %(x, t)

g = e—ianE — g\ — (—i2n§)e‘i2”x§
Donc,
en) = [ L]~ (miznd) f 2 p)em2m d
dx R 9x ¥’

— (i a_u —i2mx§

= (i2m¥) [ — (x,t)e dx,

car % (x,t) — 0 lorsque x — +oo, et par l'integration par parties a

nouveau
Z_(E t) = (i2n8)[e 2™ u(x, )] - + (12152 [, u(x, t)e 2™ dx

= (i2m)* [, u(x, t)e 12X gy,

car u(x,t) —» 0 lorsque x - +oo

0%u — (12700)26 4282 §
=ﬁ(§,t)—(1 )0 (§,t) = —4n<§ 0 (5 t)

Alors, la transformation de Fourier par rapport a x de I'équation (2) s'écrit:

% & t) = —4n*ea” 0§ t) ... (3)
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On pose: g:(t) = G (§,t)

(3) & g5\(t) = —4m?Eage(t) & % = —4n?g2a?

S ge(t) = (g 1) = Ke tmea’t

© gg(0)=0E0)=K=¢®

o TED = §OITEC = § (B —— e
2a\/nt

_ S
Car: e~4m8a’t — zml/a e_4a2_t]

——

[ x2 X2
Donc; u(§,t) = F~ 1@ (¥) N wa?t (§)| = F~1 ((p *—=e 4a2t>

2
1 1

_x2 _v:
=@ x = k= 2a\/1ﬁfR o(x —y)e +?tdy.
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Série des exercices

Exercice 01 : Déterminer la transformation de Fourier des fonctions

[x]|

suivantes:  f;(x) = 1l[_5 4 (%) fo(x) =e a
f3(x) = e 1ljg +00[ (X) f,(x) = e70%
(1 silx]|<a
fS(X)_{O si|x| >a /- a>0

Déduire la transformation de Fourier de fonction «, et la valeur de

I’intégrale I (x):

(p(X) _ sinx L|J(x) _ 1 I(x) _ fR cosxtdt

X 1+x2 t2+4+1

Exercice 02:

Soit f, g deux fonctions continues intégrables, on définit le produit de

convolution de f et g par: (f+g)x) = [, fx—y)gly)dy
1- Montrer que: (f*g2)(x) = (g*xH(X) VxER

Exercice 03:

Calculer le produit de convolution f * g dans les cas suivant:
f(x) = 1j_1 17 () g(x) = 1[_aq) (%)
f(x) = 113 (x) gx) = 211[0,2] (x)

() = e g poof @) 8 = XLy eof ()
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Exercice 04:

Soit I’équation différentielle suivante:

u’'(x) —4u(x) = f(x), vx € R

1- par transformation de Fourier montrer que la solution u(x) est ecrire sous
la forme d'un produit de convolution.

2- résoudre I’équation pour f(x) =e™ six =0

Exercice 05:

s : : ]
Soit I’équation suivante: a—ltl — 4— =0 / t>0

avec u(x,0) = @(x) et u(x,t) et a—z(x, t) - 0 lorsque x — too.

2- Utiliser la transformation de Fourier par rapport a x pour écrire la

solution u(x, t) sous forme d’un produit de convolution.

—

x2

1 = 2¢2
2t — —a?m?g%t
(Remarque : e a e )

Exercice 06:
Soit le probleme suivant:

0 silx|>1
1 si|x|]<1

2
TeyZ8=0 / t>0 avec u(x,0)=(p(x)={

9
et u(xt) et a—z (x,t) = 0 lorsque x = +00 ou t — +oo.

1- Utiliser la transformation de Fourier par rapport a x pour résoudre le

probleme
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Solutions des exercices

Solution d’exercice 01:

Déterminons la transformation de Fourier des fonctions :

- fl\(g) — fR f(x)e—ianE dx = fR _gq (x)e‘iZ”xE dox

—i a
= [¢ e-izmxt gy = l_ e -lzml - L g~izmat_pizmat)
—¢ 2§ | _ i2mé
sin 2mag
=

_ . X
-, ® = [ f(x)e 128 dx = Jn € a @ "I27XE
1 . 1 .
_ f_()ooe(a—lZnE)x dx+f0+ooe(_a—12n2)x dx
0 +00
_[elem e [l e
- %_Qng —%—iZnE 0 - 1—i2mag 1+i2mag

2a
1+4m2a2E2

- f/;(g) = f]Ri f(x)e—ianE dx = f]R{ e_x11[0,+oo[(x) e—ianE dx

o(—1-izmg)x]T® 1

— (T (-1-i2rd)x — —
fO € dx [ —-1-i2ng |, 1+i2m§

- E}"(E) — fR f(x)e—ianE dx = f]R e—axze—iZExE dx

: E 2 222 222 . E 2
= f]R e—a(x+%) _7Ta_2 dx = 3_12—2 fR e—a(x+%) dx
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222

=e o [ e ~ay® dy (On pose: —x+—=>dy dx )

ZEZ ~2% dz (Onpose : = Vay = dy = %)
_ £e—”§§2
Va
0 ={0 ST = at)=H0)
= ®=f ¢ =23
2-Poura=1, f, &) = 1+;2§2 o F1 (1+;2§2) = o~ lxl

2 - B , -
= fR v e2mx% dx = e~ ¥l on pose & = 21 = dE = Edz

1

e*¥ df = e W o [ e dt' = me~

R 1+E’2 E,Z

1 ; el _ ’ )
Pour x = 2nx/, [ Felznxi dg' = me~12™'| et comme la fonction

—i2nx'g’ dg’ = me—|2mx|

—

1 -
Donc, (1+x2) (E) — e~ |2mx|
— 2 _ 2 _
-Ona f; @) = e F (1+4n222) = e

et comme la fonction f, (&) =

e est paire alors
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2 ; 2
i2mx§ —
e dx =

fR 1+4m2E>2 fR 1+4m2E2

cos(2mx¥) dx = e~ ¥l

Onpose & = 2 = dE = %di’

1

R T E’z cos(x&) df' = e Ml < I cos(x¥') dt = me~ ¥l

1+8/%

-O0na f(§) = [U_aq (@] (§ = > F=etpoura = o

[11 L, (x)](z)—s‘nE o F- (L“E)—n[ e

2 2m 23 2 2m

s fR sing e 12mxg d¢ = 11[ 1 ](x)

23 2 2m

et comme la fonction x — 11[_1 1] (x) est paire alors

2w 2

N — 1 — sing p—i2TxE
11[ ](x) 11[ ]( xX) = f]R d¢

2 2m 27 2m 23

= [ S‘“E e~ dg =l _s

2 21'[]

(x)

Sinx

Donc, ( ) ®) = ﬂll[ 1 ](E)

271.' 2T

Solution d’exercice 02:
1- Monteronsque : fx g = g * f
(Fx g)0) = [*2f(x — y)g(y) dy,onpose z = x — y = dz = —dy
— o +00
= fxrg)(x)=—J, f@glx-2)dz=[__ gx —2)f(2) dz

=(g* D)
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2- Monterons que : (Fx g) (&) = f(§) (%)
(Fxg)® = [ (Fx @) (x).e 2™ dx
= ["7 e~2mE( [T f(x — y)g(y) dy) dx

= [" g (77 f(x — y)e 2% dx) dy

Onposez=x—y=dz =dx

(F9)® = 1 g0 ([ ) f(z)e 2@y dz) dy
= fjozo g()’)e_iz”yz(fj;o f(z)e~ 2" dz) dy

= [77 g)e 28 {(®) dy = 1(§) 8(®)
3-Ona
(Fx9)® =i®8® = FI® 8®] = F*[(frg)] =f*g

Solution d’exercice 03:

1) (fxg)(x) = [ fx—y)g() dy

= Jp U—10(x =M1 _qq ) dy

(1, siy€e[—a, a] =1
Ui-aa(y) = { 0, sinon

1, six—ye€[-1, 1]

11[_1'1] (x—y) = {0, sinon

x—y€E[-1,1]le-1<x-y<le-1-x<-y<1l-x
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Sx—-1<y<x+leye[x—-1 x+1]=T

Alors (f* g)(x) = fmhldy, et pour calculer ce produit de convolution, on
distingue les cas suivants:
l-six—1>a=x>a+1S x€la+1,+o
EtInl'=0= (fxg)(x) =0
2-Six+1<-a=x<-a-1Sx€]-0,—a—-1]
EtInl'=0= (fxg)(x) =0
3-siflx—1, x+1]c[-a, a] ®x—1=—-aetx+1<a

S x€[—a+1,a—1]

EtINnI'=[x—1, x+ 1]
x+1
Donc, (fx g)(x) = [, 1dy=[_"1dy =2

4-six—1<—-a et —a<x+1<asox€[-a-1-a+1]

EtINnI' =[—a, x+ 1]

x+1
Dong, (fxg)(x) = [, ,1dy=J" "1ldy=x+1+a
5-si—a<x—1<aetx+1>a &x€la—1,a+ 1]

EtIn]'=[x—1, a]
Donc, (f* g)(x) = [, 1dy = fxa_ll dy=a+1-—x
2) (fx9)(x) = [ fx =g dy
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= o S5 @ = )1z () dy

2
= Jy S 13y (x —y) dy

1, six—ye€e|-1, 3
U1 (x=y) = {0 g [Sinon]

x—y€E[-1,3]leo-1<x—-y<3e-1-x<-y<3-—x

Sx—-3<y<x+leye[x—3 x+1]

Dou: (E* )0 = Jio21n1x- 3x+1]x;y ay,
On distingue les cas suivants :
1-six—3>2=x>5 = x€]5 4+
Et[0, 2]Nn[x—3, x+1]=0= (f*xg)(x) =0
2-Six+1<0=>x<-1=x€]—,—-1]
Et[0, 2]Nn[x—3, x+1]=0= (f*xg)(x) =0

3si0<x+1<2 @xe[-11]

Et[0, 2]Nn[x—3, x+ 1] =0, x + 1]

x+1

Donc, (f* g)(x) = fx+1x Y dy _[ y__]O _ x2-1

2 4
4-5i0<x—3<2 < x€]35]

Et[0, 2]Nn[x—3, x+1] =[x —3, 2]

- 212 -x%+9
Done, (£+ 9)() = [ 55 dy = [Ty =% = =77 +x—1

49



5-si[0, 2]c[x—3, x+1] e x—3<0et x+1=2
& x € [1, 3]

Et[0, 2] n[x -3, x+ 1] =0, 2]
Donc, (f* g)(x) = foz? dy = Ey—y;]z =x-1
3) (fxg)(x) = [ fx—»)g() dy

= [ €V oo (X = ). ¥1[_1 4o (V) dy

= [T ye 1 yonp(x — ¥) dy

N _f1, six—y €[l +oof
11[1,+00[(x y) - {0, sinon
Xx—yE€E[l o[ ox—y=>21leoy<x-1

@YE]—OO, x_]-]

D’ou: (fxg)(x) = f]_oo’x_l]n[_1’+oo[yex‘y dy,
On distingue les deux cas suivants :
1-six—1<-1=x<0 = x €]—, 0]
Et[—1, +o[N]—00, x —1]=0 = (fxg)(x) =0
2-Six—1=>-1=x=>0 = x € [0, +o0[

Et[—1, +o[N]—00, x —1] =[-1, x — 1]
Donc, (F+ g)(x) = [ yex dy = e* [*ye~ dy

-1
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Par l'intégration par parties on a

fxg)(x) =e*[-(y+ De ¥ = —e x
Solution d’exercice 04
Soit I’équation suivante . —u”’ (x) + u(x) = f(x), ... (1)

1- montrons que la solution u(x) est écrire sous la forme d'un produit de

convolution

Par la transformation de Fourier, I'équation (1) sera :
AT R + () = 1 (¥)

& (4r?g + 1) a®) = f(®

1
422 +1

e 0= f®

e 0@ = % (e/‘m)(E)F(E) car : (e/‘m)(i) = —1

422 +1

Alors, uG) =5 FH{(eH)@F®] = § F{(e ™1 )®] 0
e u® =7 (e¥x £) ) = [ e fG)dy
2- Résoudre I'équation (1) pour : f(x) = e ™. 1ljq, 4oo[(X)
ux) = = [ e PGy = S [ e F I eV Al o ()dy
= % f0+°°e—|x—y| e~Vdy

X—y, Sily=x

Ona:lx_yl:{y—x, siy<x
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%[f;ce‘“y e Vdy + fx+°° e* ™ e Vdy|

Donc; u(x)

1 _ +oo .
= E[foxe "dy+fx e*~2Y dyl|
= Zxe ¥ 4+-e*

2 4
1 -x
= Z(Zx + 1)e

Solution d’exercice 05:

62

i Iéquation suivante : 2 = g2 0
Soit I'équation suivante :  —— =a*-— /x€Rt>0,a€R.. (2)

Utilisons la transformation de Fourier par rapport a x pour résoudre

I'équation (2)

atZ (E t) = fIR{ =~ x,t). e —i21xE gy
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=— [ u(x,t).e 2™ gy = o’ € t)
otz ’R P otz 7

Z—(E t) = fR — 2(x t) . e~ 2™ dx par l'integration par parties

On pose: f\ =%(x,t) = f =%(x,t)

g = e i2mXE g\ — (—iZnE)e"iZ""E

Donc,
axz (E t) — [ —lanE 6u t)] . ( lZT[E) f]]g _z(x, t)e—ianE, dx

= (i2m¥) [ 2—2 (x, t)e ™2™ gy,
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du
car — (x,t) — 0 lorsque x - oo

Et par I'integration par parties a nouveau
Z_ & 1) = (219 [e" 2™ bux, t)] + (i270)% [, u(x t)ei2m dx

= (i2m%)” [ u(x, t)e"12mXE dy

car u(x,t) —» 0 lorsque x > oo

d2u . . ~
== 6 = 29T (E 1) = —4n*E? T (§ )
Alors, la transformation de Fourier par rapport a x de I'équation (2) s'écrit :

RN
dt?

(& t) = —4n?ea? 0 (5 t) ... (3)
On pose: gg(t) = 0 (§,t)

(3) & g:\\(t) — 4n?E2a?ge(t) = 0

La solution de cette équation est :

ge(t) = T t) = Cre 2™l 4 ¢ el

Et comme G (§,t) — 0 lorsque t — oo alors

G ¢t) =Ce 2RIt (c—a-d) ¢, =0

Pourt =0ona:@(0) =C, =@ @® = [l 1] ®

=60 = (11, 0] © £ o] ®

2+t2
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Car: e 27t = [ ](E)

T x2+t2

Donc;

w0 = F |11, 360] ® [ | ©)

T x2+t2

[11[ 1, 1 (X)] [

®|

T x2+t2

_f 1" (x— y)2+t2

= [oretg(£2) - areeg (7]
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Chapitre 3

L.a transformation de

Laplace



Définition et propriétés de la transformation de Laplace :

On peut dire que la transformation de Laplace est une transformation
mathématiques linéaire qui transforme la fonction temporelle en une
fonction complexe a une variable complexe qu'on la nomme variable de
Laplace. On peut utiliser cette transformation pour rendre les équations
différentielles (ou integro-differetielles) en equations algébriques dont la

simplification et le traitement sont assez faciles.

Définition:
soit f une fonction intégrable sur R, (c-a-d) £ € L*(R), on appelle

transformée de Laplace de f, la fonction a valeurs complexes notée
L(f(t)) définie par:

+ oo

L(f©®) = f(t)e ?tdt / feLl*(R,) et z = x + iyeC
0

Propriétés de la transformation de Laplace:

Dans cette section, nous passons en revue les propriétés les plus

importantes de la transformation de Laplace
1) La linéarité:

L(af,(t) + bf,(t)) = al(fi(t)) + bL(f,(t)) tq:a, b des Ctes
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2) Transformation différentielle d'une fonction f:

i (d”f(t)) o) Z e

dtm B dtk—1
k=1

Ou: f (0) est la valeur initial de la fonction f

3) Transformation intégrale de fonction f :

(

L( f f(t)dt) =£(fz(t)) L J f(t)Zdt)t=O
4
CLUF@) ([ f©dD ey (Jf fDdtdt),—g
([ reer) - ECO2 , UIO0z0 AT

4) La loi de déplacement temporelle :

L(f(t =) = e L()(2)

Démonstration :

t—T [ t>T
Posons g(t) ={f( 0 ) §;t<T

On a,

(0]

oo T
L(g®) = | ge?dt = | gt)e ?dt + | g(t)e ?'dt
Joeaen [ otorace |

T

= [ f(t —T)e ?*dt
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= [y f(We "™ Ddh
= e~ [ f(h)e~"dh

= e 7' L(f)(2)

5) La loi de déplacement sur intervalle :

L(e™f(t)) = L) (z + a)
Démonstration :
Pour utiliser la transformation de Laplace de : e %' f(¢)

On a,

L(e™f (D)) =je"“tf(t)e"2tdt
0

— j e—(z+a)tf(t)dt
0

=L(f)(z+a)

6) Changement d’échelle de I’axe du temps :

£(f(an) =~ ) (2)

Démonstration : Par définition de la transformation de Laplace, on obtient :
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L(f (at)) =] f(at)e ?tdt
0

On pose h = at, alors :
+00 . .
£(f@)) = | fwedn=—cn) (%)
0
7) La loi de valeur initiale :
si Zh_)rglo zL(f)(z) existe, Alors: f(0) = le_)rg zL(f)(z)

8) La loi de valeur finale :

Si lirr& zL(f)(z) existe, Alors: gim f) = lir% zL(f)(2)
VA —00 Z—>

9) Conjugaison complexe :

L(f®)=I(H@
Démonstration :

Par définition de la transformation de Laplace :

59



L(f(t))= f f (e *dt = f f (e~7tdt = L(f)(2)
0 0

2/Quelgques transformée usuelles:

Iy a plusieurs transformées de Laplace qui sont célebres basiques dont on

cite celles qui sont les plus importantes et utilisées:

fonction Transformée de Laplace
e / aeR 1
zZ—a
sin(at) a
z2 + a?
cos(at) Z
z2 + a?
t" /n€N n!
ZTL+1
tneat n!
(Z _ a)n+1
sinh(at) a
72 _ g2
cosh(at) Z
72 _ g2
t® / a>-1 [a+1)
Sa+1

Ou T la fonction gamma.
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3/inversion de la transformée de Laplace:

Toute opération a pratiquement un inverse. La soustraction pour I'addition,
la division pour la multiplication, lI'intégration pour la dérivation...
La transformation de Laplace ne fait pas exception, et on peut définir son

inverse comme suit ;

Définition:
Soit F(z) est la transformation de Laplace de f est :

L(f) = F(2)

Alors : ’application inverse de transformation de Laplace est :

L(F(2) = f ()
Est-elle unique, sauf les fonctions nulles.

La propriété la plus importante pour 1’application inverse est la linéarité.

Théoreme 1: (formule d’inversion de Bromvitch)
Soit F(z) = F(x + iy), analytique pour x > x,, une fonction sommable en
y, pour tout x > x,. Alors F est une transformée de Laplace, dont l'original

est donné par :

1 [+ .
f() = ﬁj_w F(x + iy)e*x+tgy,
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Théoreme 2:

D’apres le tableau de transformations de Laplace, Nous écrivons

I’application F(z) comme une somme de sous fonction :

F(z) = Fi(2) + F5(2) + - + Fy(2)
= f(t) = i) + f2(t) + -+ fo(O)

tg: F,(2) accepte une transformation usuelle, Vk € {1, ..., n}.

4/Application a la résolution des éguations différentielles:

La plupart des problémes de physique conduisent a poser et tenter de
résoudre des équations difféerentielles linéaires (ordinaires ou aux dérivees
partielles) avec des conditions (initiales ou aux limites) caractéristiques des

problemes étudiés.

La transformée de Laplace permet de traiter un grand nombre d'équations
différentielles, ou I'équation aux dérivées partielles peut étre convertie en
une équation différentielle ordinaire, et I'ordinaire peut étre convertie en

une équation algébrique.

On va monter brievement l'application la plus importante de la

transformation de Laplace; c'est la résolution des équations différentielles
ordinaire linéaires, dans lesquelles, la solution est immediatement obtenue
sans la nécessite de calculer les constantes a lI'aide des conditions initiales,

car, des la premiére étape, la solution finale les contient. Ceci se fait lors de
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la transformation de notre équation différentielle ordinaire. Prenons un
exemple genéral d'une équation différentielle ordinaire linéaire donnée par

la forme :

dry@® Ay dy(©)
nTgen Tt Tt T BTy

+ aoy(t) = x(¢)

Et en donnant les conditions initiales de la fonction y(t), ainsi que sa
premiére dérivee, sa deuxieme dérivee, etc., tout en respectant I'ordre de
I'équation différentielle (le nombre des conditions initiales égale I'ordre de

I'équation différentielle).

En effectuant la transformation de Laplace sur les deux cotés de I'équation
différentielle, on obtient la transformé de Laplace associée a la fonction

sous la forme générale qui est, aprés simplification, donnée par la forme :

N By ()
k=1Ak(Z)

V() = ) %@ =
k=1

tg: Y, (z) accepte une transformation usuelle, Vk € {1, ..., m}.

Ainsi, la solution finale est la transformé inverse de Laplace associée a la
fonction précédente et avec l'utilisation du tableau des transformés usuelles

et la décomposition en éléments simples, on aura :

y(O) = ) L),
k=1
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Exemple 1:
Soit I’équation différentielle ordinaire suivante :

y"+5y"+6y=0..(a)
1) ... y(0) = 2 ...(b)
y'(0) =3..(c)

Résoudre 1’équation différentielle ordinaire (1) par utilisation de la

transformation de Laplace.

Ona:L(y")+5L(y") +6L(y) = 0car £L(0) = ['" 0e~%*dt = 0

D’aprés propriété 2 :
Alors : zL(y") —y'(0) + 5(zL(y) — y(0)) + 6L(y) = 0

= z(zL(y) —y(0) —¥'(0)) + 5(zL(y) — y(0)) + 6L(y) = 0
En utilisant (b) et (c), Alors :

(z2+4+5z+6)L(y) —2z—13=0

Alors, I’inverse de L(y) est la solution du probleme ().
Ona:

22413 9 7
z24+5z2+6 z+2 z+3
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Donc, la solution du probleme (1) est

y = 9e2t — 7e73¢,

Exemple 2:

Soit I’équation aux derivées partielles suivante :

( 2
o _97 tq:t >0, x> 0.
ot  0x?
@)y f,00=0 , F0,) =1

lim f(x,t) =0
X— 00

\

Résoudre I’EDP (2) par utilisation de la transformation de Laplace

Appliquer la transformation de Laplace :

ona:zL(f) - £(0) = LED) — 7p(p) = LD

Tdx?

Comme f(x,0) = 0, Alors est-elle équation différentielle ordinaire a

coefficients constantes (non dépendant de x, La présence de "z" n’affecte

pas cet argument car il n’y a pas de dérivée "z") et sa solution est donnée

sous la forme suivante:

L(f(x, Z)) = Ae™VZ 4 BexVz
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Comme lim f(x,t) =0, et L(f(x,2)) = [ f(x, t)e 2 dt,

X—+00
eton a, L(f(x,z)) — 0, quand x > 40, Alors B = 0.

Donc,
L(f(x, z)) = Ae~¥Vz

Laisser x = 0 dans la transformeée de Laplace de f donne,

(o]

L(f(O» Z)) = Jooof((), t)e ?tdt = ,[0 e Zldt = l

Z

Alors,

N |

D’ou
1
L(f(x, z)) = e xVz

Donc, la solution de probléme (2) est :

f(x,t) =erfc (%xt_%).

Ou, erfc est la fonction d’erreur complémentaire définie par:

erfc(x) = \/Z_Ej et dt.
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